本 书 是 学 习 和 使 用 高 等 代数 和 线性 代数 的 辅导 参考 书 , 内 容 系 统 深 入 . 本 书 适用 于 各 
类 高 校 学 生 学 习 和 复习 时 参考 ;并 适合 各 类 考试 (例如 研究 生 考试 ) 前 的 复习 以 及 应 用 代 
数 的 科学 技术 人 员 学 习 参 考 ， 

内 容 顺 序 按 人 《高 等 代数 学 兴 张 贤 科 , 许 甫 华 编著 . 清华 大 学 出 版 社 . 1998 年 ) ,包括 : 系 
统 的 线性 代数 学 , 数 与 多 项 式 理论 ,近世 代数 介绍 , 酉 空间 和 内 积 空间 ,变换 族 (和 群 ), 张 量 
积 和 外 积 等 , 共 11 章 .每 章 首 先 介 绍 概念 和 定理 ,然后 是 解 题 方 法 思路 分 析 ( 绝 大 部 分 章 
均 有 ) , 接 下 来 逐一 详细 分 析 解 答 《 高 等 代数 学 )》 一 书 收入 的 大 量 习题 ,最 后 是 此 次 补充 的 
习题 和 解答 .本 书 对 大 量 各 类 问题 ,包括 一 些 难 题 , 作 了 深入 分 析 ,给 出 详尽 解答 ,并 总 结 
了 解 题 方 法 .许多 解 题 方 法 简 清 巧妙 , 切 人 理论 本 质 的 理解 ,是 作者 多 年 教学 的 积累 ,期 望 
能 引导 局 发 读者 掌握 解决 问题 的 思路 和 方法 ,帮助 读者 克服 在 高 等 代数 的 学 习 、 复 习 、 迎 
考 和 应 用 中 遇 到 的 困难 ,培养 学 习 代 数 的 兴趣 ,增进 对 代数 理论 的 深入 理解 . 

第 一 作者 有 长 期 教授 “ 非 数学 系 线性 代数 ?课程 的 经 验 ( 也 有 数学 系 高 等 代数 教学 经 
验 ) ,包括 理论 课 和 习题 课 ( 在 中 国 科 技 太 学 和 清华 大 学 ) ,有 许多 教学 心得 和 解 题 方 法 技 
巧 方面 的 总 结 ,大 多 融入 了 本 书 . 第 二 作者 有 长 期 从 事 数 学 系 高 等 代数 和 其 他 代数 .数论 
诛 程 的 教学 及 科研 经 验 ,使 得 本 书 收 入 了 一 些 综合 性 强 的 习题 . 此 次 特别 在 第 10、11 章 的 
补充 题 中 , 较 系 统 介 绍 了 线性 空间 的 “变换 族 ”( 变 换 群 ) .空间 的 特征 分 解 、 对 称 平方 等 群 
表示 论 的 基础 问题 ,这 是 许多 数学 和 应 用 领域 常常 需要 的 . 

《高 等 代数 学 一 书 有 一 些 特点 ,也 影响 到 本 书 , 现 将 该 书 前 言 简 述 如 下 :内 容 较 深厚 ， 
基础 训练 得 到 加 强 ; 包 含 了 一 些 进一步 的 内 容 , 采 用 了 较 新 的 理论 观点 .一 方面 ,坐标 和 算 
阵 方 法 使 用 较 多 ,因为 有 简洁 直接 性 ,可 算 性 ,也 有 助 于 对 抽象 概念 的 理解 领悟 ; 另 一 方 
面 ,映射 和 变换 等 概念 和 方法 论述 也 很 充分 ,这 是 进一步 学 习 和 阅读 现代 文献 的 基础 . 为 
了 了 运 应 理论 和 应 用 两 方面 的 新 需求 ,采用 了 较 新 的 理论 角度 ,也 写 进 了 一 些 书 中 不 常 有 的 
内 容 ,一 些 地 方 试探 了 新 的 、 可 能 更 自然 的 发 展 脉 路 和 证 法 .《 高 等 代数 学 ) 一 书 适 于 高 等 
学 校 作 高等 代数 或 者 线性 代数 的 教材 . 可 以 讲授 两 学 期 ,每 周 四 学 时 . 也 可 以 只 讲授 一 学 
期 ,每 周 四 或 三 学 时 ,只 讲 第 2 一 6 章 及 若干 介绍 ( 若 当 形 、 二 次 型 和 欧 氏 空间 , 即 7. 7 ~ 
7.9,8. 1 一 8.4,9. 1 一 9. 3). 带 星 号 的 内 容 一 般 不 作 要 求 ， 

《高 等 代数 学 一 书 出 版 以 来 , 收 到 全 国 各 地 一 些 读者 来 信 , 反 映 此 书 对 他 们 学 习 帮 助 
很 大 ,其 中 也 有 自学 、 考 研究 生 的 同学 询问 书 上 习题 的 解答 . 这 也 促使 我 们 下 决心 编写 目 
前 这 样 一 本 解 题 方法 方面 的 书 . 

本 书 中 分 析 讨 论 的 问题 ,数量 很 大 ,有 各 种 层次 . 一 方面 有 许多 基础 性 问题 ,从 多 个 角 
度 帮 助理 解 理论 和 概念 ,锤炼 基本 方法 . 另 一 方面 ,也 有 许多 层次 较 高 的 问题 ,有 助 于 进 一 
步 的 学 习 和 应 用 . 不 少 问题 的 解答 有 独特 思路 和 方法 ,有 的 是 吸收 了 较 新 的 成 果 , 有 些 则 
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是 作者 的 心得 积累 . ВВЕ ТЕТ SARA S. A A t, CARARE RARA 
地 学 习 和 理解 现代 理论 ,在 实践 中 不 断 培 养分 析 和 解决 问题 的 能 力 . 我 们 希望 本 书 在 这 方 
面 对 读 者 能 有 所 帮助 , 帮 您 实现 跨越 . 
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1.1 定义 与 定理 


定义 1.1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,在 G 中 定义 了 一 个 二 元 运算 *( 即 对 G FER a,b 
ТЕС 中 有 唯一 元 素 ( 记 为 cxgb) 与 之 对 应 ), 且 满足 如 下 规律 : 

(1) 封闭 性 对 任意 ae,pEC, 总 有 axpECGi 

(2) 结合 律 а» (рх с) = (а* Б) жс ЕЖ а,Ь,сЄ С); 

(3) 恒 元 PFA еЄ С, ex a=a {Т a C G њу; 

(4) 逆 元 ”对 任意 aE€G, 总 存在 5EG, 使 bx a 二 e. 
则 称 (G, * ) 为 群 ,(4) 中 的 5 称 为 a 的 逆 元 , 记 为 a”,(3) 中 和 恒 元 也 称 为 单位 元 . 

如 有 果 还 有 对 任意 4a,5EG,a* b=b* a, 则 称 (G, ж ) 为 Abel 群 或 交换 群 . Abel 群 的 运 
算 常 记 为 加 法 (十 ) ,和 恒 元 常 记 为 0 称 为 零 元 ,a 的 逆 元 第 记 为 一 a 称 为 a 的 负 元 ， 

定义 1.2 设 R 是 一 个 集合 ,在 R 上 定义 了 两 个 二 元 运算 ,分 别 记 为 加 法 (十 ) 和 乘法 
С ж ), 且 满足 : 

(1) (К, +) 6 Abel ##; 

(2) (R,* ) 是 半 群 , 即 满足 封闭 性 和 结合 律 ; 

(3) ЗЕ а * (btc)=axbtax*c, latd) x*c 二 a xc 十 6 * cec RAER ab c ERR 
L. ДСК, +, кә. WRH R 对 来 法 有 恒 元 e, 则 称 R 为 含 么 环 . 若 乘 法 满足 交换 
Е.Е R 为 交换 环 .在 含 么 环 尺 中 ,对 cER, 若 3zERR 使 得 xc =cz== e ,WJ# z H c 的 
这 元 , 称 c ATER. 

定义 1.3 设 下 是 有 两 个 二 元 运算 (十 ) 和 (。) 的 集合 , 且 满 足 : 

(1) СЕ, +) Abel 群 ; 

(2) (F" ,，。) 是 Abel 群 ,PF'* 指 下 的 非 0 元 全 体 ; 

(3) 分 配 律 ; 
КСЕ, 十,，。) 为 域 . 

定义 1.4 # FW TGK 对 于 下 中 的 原 运 算 仍 是 一 个 域 , 则 称 K E F 的 子 域 ， 
F É K 的 扩 域 ,类 似 有 子 群 , 子 环 的 定义 . 

定义 1.5 和 在 整数 < Fj b Ит 的 余数 相同 , 则 称 a 与 5 对 模 m AR, EA a= 
b(mod m). 

FILS: 记 正 整数 a 的 十 进位 表示 的 各 位 数字 之 和 除 以 9 的 余数 为 元, 则 “ 弃 妃 法 ” 断 
B ахь=с,ахЬ=е; аЬ с, авс. 

定理 1.1 整数 对 模 BJ m 个 同 余 类 构成 的 集合 记 为 


Z/mZ = {{+т7,|!=0,1,+,т— 1) = (0,1,-*,m—1), 
它 对 如 下 定义 的 加 法 和 乘法 是 一 个 交换 环 : 
/十 =L +L, L, Ü L = LL. 
定理 1.2 (D m= p 为 素数 时 ,Z/pZ 二 F, ER. 
(2) 当 mx 不 是 素数 时 ,Z/mZ 不 是 域 .此 时 7 Bm, "q HAK 4 /与 mm нж. 
定义 1.6 F, 一 Z/pZ 一 (0,1,…,p 一 1), 称 为 p 元 (有 限 ) 域 (其 中 为 素数 ,这 样 的 


域 称 为 特征 是 p 的 域 . 

定理 1.3 (Fermat)F, WJ £ 均 满 足 

定理 1.4 JQ F EX 的 多 项 式 形式 全 体 FLXj] 按 如 下 运算 成 为 交换 环 ( 称 为 多 项 式 
形式 环 ) 


Сх 


У ar + У\ br’ = > (a, + b,)<: , 
(22) (226=')= 2, (22а, )x*. 
其 中 anbi 只 有 有 限 个 非 零 . 
R ”多 项 式 形式 环 FLXJ 中 消去 律 成 立 , 即 若 fg= fh, B f 关 0,, 则 g= 二 h( 对 任意 了/， 
gshEF|X|). 
定义 1.7 有 消去 律 的 售 么 交换 环 称 为 整 环 . 
定理 1. 5( 市 余 除 法 ) ”对 域 下 上 任 两 多 项 式 形式 /,gE€ РХ], g 关 0, 则 总 存在 多 
MAEA g9,rE F| ХИ 
f = вд н, degr < degg 或 r = 0, 
H q#lr 由 f,g 唯一 地 决定 . 
定义 1.8 有 带 余 除法 的 环 称 为 Euclid 环 . 
定理 1.6 记 f 与 g 的 首 一 最 大 公 因 子 为 (f,g), 若 f=gg 十 r,; 则 (f,g) 二 (r,g). (其 
中 {,р,а,кЄЕ|Х |). 
定理 1.7 ҖЕ FEBS 8 О 的 多 项 式 形式 f g€ FLX] 的 最 大 公 因 子 4 存在 且 
К —( Ж AAB): НАТЕ uve ЕХ И 
uf + og = d. (Bezout 等 式 ) 
ЖІ 3g EFLXPERKHRN FE xs,oEFLX] 使 得 
uf + ор = 1. 
R2 #h| fg; Qh,g)=1,J A| f. 
RI #(/,g)=1,(f,h)=1,#lJ( f ,gh)=1. 
系 4 #flh,glh,Cf,g)=1, fglh. 
RS 1 fis р, СЕХ, ШЕН — KAA (f... ОЛЕН, Н ш, 
… sUn E FLX 118 
ufit du, f, = fists fn) (Bezout 等 式 )， 
定义 1.9 ЖЕР ЕКЕ РЄ FLX] 可 表 为 
. 2. 


f = gh (gh € FLX] JE X), 

则 称 SEF 上 是 可 约 的 ;否则 称 f 是 不 可 约 的 . 

定理 1.8 ЖЕ FEB) ЕКИ F[ X ] E If ЕФ. 即 对 任 一 非常 数 多 项 式 
f€ FLXj 均 有 

J = pi pat Ps, 

其 中 pi ，…,p; 是 不 可 约 多 项 式 , 且 不 计 常 数 们 及 p; 的 次 序 ,此 分 解 是 唯一 的 . 

定理 1. 9( 算 术 基本 定理 ) ”整数 环 Z 是 唯一 析 因 环 . 即 任 一 整数 n(0, 土 1 除外 ) 均 可 
表 为 素数 的 乘积 n—= p,…p;, 若 不 计 正 负 号 和 素数 的 次 序 , 则 此 表示 是 唯一 的 . 

定理 1.10 iz f(X)EF[Xj,c€EF, 则 有 

(1)〈 人 余数 定理 ) CORA X— c 的 余 式 为 f Cc). 

(2)《 零 点 一 因子 定理 )X 一 c 整除 (XX) 的 充分 必要 条 件 为 f(c)= 0. 

定理 1.11 域 广 上 的 n( 宇 0) 次 多 项 式 f/f(X)EF[X] 在 下 中 最 多 有 nn 个 根 ( 重 根 按 
ЖЖЖИ АО. 

定理 1.12 者 次 数 小 于 对 的 两 个 多 项 式 形 式 f (X), (Хх) Є F[ X], # n 4 јх 
cl …cEF 的 值 均 相 同 , 即 

f(c,) = g(c;) (1 < ¿< n), 

则 РХ) = g(X). 

定理 1.13 i /(X)C€C F[ X], c€ F. 

(1) c ХЮ ИН е (с) = f=, 

=c HCX), f СХ)) АЈА; 

(2) ЖОР, Р) =1, Ш f(X) 无 重 根 ( 在 下 或 其 任意 扩 域 中 ); 
| D E SJOE FESTA 7 (Х)-5&0,Ш fA(X) 无 重 根 (在 下 或 其 任意 扩 域 中 ), 特 
别 , 数 域 上 不 可 约 多 项 式 在 C 中 无 重 根 . 

定理 1.14 i (X), p XWV EF[X], Lb ORTA. 

(1) 2V у(х) ES p(X)3 f(X) 与 FOKALE. 

(2) (f, f)=1= fF X) X EH +. 

古典 代数 学 基本 定理 ” 任 一 非常 数 复 系 数 多 项 式 在 复数 域 中 总 有 一 根 . 

定理 1.15 nn 次 复 系数 多 项 式 (n 宇 1)f(X) 在 复数 域 C 中 怡 有 7 个 根 , 且 总 可 以 唯一 
分 解 为 一 次 因子 的 乘积 

FCX) = СХ ~z) (X — z)” (X — z)”. (esz; € С) 

定理 1.16 实 系 数 多 项 式 (次 数 宇 1) f(X}) 在 实数 域 上 总 可 以 唯一 分 解 为 一 次 和 二 

次 不 可 约 因 子 之 积 
JOX) = а Хау)" (СХ —a,)>” (X —b X +c 350 (X2 —b,X + c,)%, 

EX 1.10 大 fA(X)EQLXj] 且 其 系数 为 互 素 的 整数 , 则 称 f(X) 为 本 原 多 项 式 . 

定理 1.17 fX) EZX], W f(X) 可 分 解 为 QL[X] 中 r,s( 关 0) 次 多 项 式 的 敢 积 当 
且 仅 当 fA(X) 可 分 解 为 ZLXj] 中 7,s 次 多 项 式 之 积 . 

定理 1.18 ZLXj 是 唯一 析 因 整 环 , 即 任 一 f/(X)EZ[LX] 可 唯一 表 为 若 于 素数 和 不 
可 约 的 本 原 多 项 式 之 积 . 


定理 1. 19 若 整 系数 多 项 式 /(X) 一 a,X" 十 … 十 a1X 十 a。€ Z[ X] # BR Z € q, 


(a,b)=1, 则 ala,,b|ao. 

定理 1. 20(Eisenstein 判别 法 ) i$ 

f(X) = а,Х" +: +а Х+а Є ZX], 

BARA pIE ptas ра, (2—0, = ,п— 1), p ka Ш AC(X) 在 Q[Xj 中 不 可 约 . 

定理 1.21 Ё /(X)C ZL X] 8 #05 H /(X) 在 F,[Xj 中 不 可 约 , 则 fA(X) 在 
ZL 和 X 中 不 可 约 . 

定理 1.22 对 称 多 项 式 总 可 唯一 地 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . ИЗ {ЖЖ л 元 对 
称 多 项 式 f(X),…,X,) 总 存在 唯一 的 元 多 项 式 o (Y, ，…,Y,) 使 得 f (Xi,…,X,) = 
ф(о\,***,д„). 


1.2 解 感 方法 介绍 


1.2.1 表 对 称 多 项 式 Jf (X, , 2° , X, ) 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 PS у." , G, ) 的 方法 


D 表 f 为 齐 次 对 称 多 项 式 之 和 : f= frt fai tet f AHRS m 次 齐 次 多 项 式 
fn 按 下 述 步 又 表 出 ,再 合 而 得 f 的 表示 . 

(2) B fa HMH aX? Xz…X%, 写 出 满足 以 下 三 条 件 的 所 有 可 能 数组 (4 ,7s,…， 
la): 

@ (14,%ь,°,„)2>®СА slz ,1.), 

© iZLe l,» 

@ L +¿,+ --- +1, =m. 

(3) G f,(X, i, , Xn) = | > А СА, l, on 2 62 83 oh HERC ed) 是 满足 

ierti) 


(2) 中 三 个 条 件 的 数组 ,A …:， 为 待定 系数 . 
(4) 取 (Xi,… ,XX,) 的 若干 特殊 值 (例如 (1,1,…,1,0,0,…,0)) 代 入 上 式 定 出 各 系数 
Аа-а. ВАЗН fa. 


1.2.2 Ж f,g 的 首 一 最 大 公办 式 (f,g) 及 Bezout з (u f+vg= (р, р)) фи, у УЖ 
(1) НИО Ср). 由 带 余 除法 可 设 | 


J/=q g+ri degr, <degg 
g= qzr +r: degr, << дерг! 
r, = qarz: + r; degr, < Черт; 
r,-2 == qr, Tr. degr, < degr,_, 
F=] — 9+17,; 

由 定理 1. 6 知 有 


(og) = (gsr) = = (rr a) = cr., 


这 里 要 特别 注意 ~ 与 (f,g) 的 关系 , 当 7, 不 是 首 一 多 项 式 时 ,它们 相差 一 个 倍数 . 

(2) 先 找 公式 ,再 代入 q Ж. u,v 应 该 说 求 u,v 使 wf 十 vg 一 (f,g) 的 思路 大 部 分 人 是 
知道 的 ,但 许多 人 往往 得 不 到 正确 的 结果 ,其 原因 主要 是 从 反 解 (或 称 回 代 ) 上 述 公 式 找 
f, g 的 关系 中 ,一 开始 就 用 具体 的 多 项 式 参 加 运算 ,结果 越 算 越 繁 ,眼花 综 乱 .我 们 认为 要 
分 两 步 走 : O 写 出 公式 ; © 再 代 具 体 的 多 项 式 . 下面 以 驾 转 相 除 三 次 得 到 最 大 公 因 式 为 
例 说 明 方 法 .由 

(fsg) =c(rs) = c(ri gr) = С (f ФЕ) —qs (g фт) 1, 
=c[f фа — q. (g — qa (f — qi g)) J], 
=c(1 + qq) f — сб T+ 99293 + q; )g o 
所 以 и =c(] + 99), v =— c(q, + qiq:qs + дз). 
РЕЗЕ РЕН R BJ q 的 表达 式 代 人 ，, 即 可 求 出 u,v. 


1.3 习题 与 解答 


L 自然 数 全 体 N 对 加 法 是 否 成 群 ? 对 乘法 呢 ? 

解 ” 对 加 法 不 成 群 ,因为 无 恒 元 ,无 逆 元 . 对 乘法 也 不 成 群 , 因 为 有 恒 元 为 1, 但 无 
逆 元 . | 

2.(〈Z ,十 ,。) 是 否 为 域 ? В Z 的 最 小 域 是 什么 ? 为 什么 ? 

解 〈Z ,十 ,。) 不 是 域 .因为 (Z, 十 ) 是 Abel 群 ,但 (Z,。) 是 半 群 (对 乘法 有 恒 元 1, 
但 无 逆 元 ). 要 有 逆 元 必须 有 分 数 , 所 以 含 Z 的 最 小 域 为 Q, 这 时 (Q, 十 ) 为 Abel 群 ， 
(9°, • 5 Abel 群 , 且 满 足 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 . 

3. 举 出 (Z ,十 ) 中 三 个 子 群 例子 . 

解 {2К|КЄ7).(ЗК|КЄ7);{4К|КЄ7). 

4. 在 F, 中 计算 : (ce 十 所 2 (Ca 一 DC(a 十 0)32 (а,ЬЄКЕ,). 

解 ” 因 为 在 F; 中, 任 rEF, HA r =r, 2z==0. 

所 以 (a+b) = (a +b), 
(а—Б)*= [ (а — p° |]? = (a — Б)? = (a — b) = a +b, 
(a + Б)? = (a ББ) = (a+b). 

这 里 用 到 一 1=1. 

注意 ”在 一 般 的 特征 为 p 的 域 中 , 仅 有 pz 二 0, 未 必 有 х*=т(х 为 域 中 任 一 元 素 )， 
RE F, 中 有 x?*= 二 x, 因 为 F; 是 乘法 循环 群 . 

5. 举 出 一 些 群 , 环 , 域 的 例子 . 

解 〈Z, 十 )Abel 群 ;(Z, 十 ,。) 是 环 ;Q,R,C 等 均 是 域 . 

Z/8Z 中 子 集 U=(1,3,5,7} 是 个 群 (乘法 群 ); 

Z/5Z 中 子 集 11,2,3,4} 是 乘法 群 

6. 2119 3,9,4,5,8,7,11,13 整除 一 个 整数 的 判 则 ,并 证 明之 . 

解 ”用 3 整除 判 则 ;因为 10 寺 1] (тоа 3) ,所 以 设 n=as ta X10 十 … 十 a, х10*, M] 

п = а +a + +a, (mod 3)， 


所 以 3 | n=3 | 2,4. 


用 9 整除 判 则 ， 
因为 9 | n=n=0 (mod 9) 
又 因为 п = S a, X 10 = Уа, (mod 9) 
БЕЯ! 9 | n=9 | Ха. 
用 4 整除 判 则 : 因为 100=0 (тоа 4) 
所 以 пк=а,-Ка Х10 (mod 4), 


故 只 要 看 末 两 位 数字 能 否 被 4 整 陈 即 可 . 
№ 5 整除 判 则 : 因为 10=0 (тоа 5), 所 以 ma (mod 5) 所 以 只 要 看 个 位 数字 能 


ЋЕ 5 整除 . 
用 8 整除 判 则 : 因为 1000=0 (тоа 8) 
所 以 п=а, +a, х10+а, X 102 (mod 8), 


故 只 要 看 末 三 位 数字 能 否 被 8 3 És. 
用 7 整除 判 则 : 因为 11X7>13=1001, 


所 以 ”1000 寺 一 ] (mod 7), 
k [4/3] 
故 n = Уа X 10 = Yb x 10% = Y )5 C 1)! 
i=] r= ü 1 一 0 
= б, — бф, + b; — b; — +. (mod 7) 


由 只 要 看 把 n A u ria 1—8 27 #Н 615 #| WJ SK F BJ V AY ВЕЛ Е 7 整除 . 
用 11 整除 判 则 : 因为 10=—1 (тоа 11) 


Ё k 
ЕҤ n = a; X10 = > a, X (— 1): 
¿= 0 r= 0 


=a — a; а, — "+ + С 1)а, (mod 11) 

故 只 要 看 (从 个 位 数 )n 的 奇数 位 数字 的 和 与 偶数 位 数字 和 的 差 能 否 被 11 整除 . 

用 13 整除 判 则 : F 7, 即 对 任 整 数 п, £ 13 E Zç НЕЛЕ b, — b tb: — bs +, £ th 
Ь;,(т=0,1,2,+-)›Д&{@ п 从 个 位 开始 三 位 一 组 分 组 后 得 到 的 数字 . 

| 2 一 87654320 , 则 因为 

n = b, — b; +b, = 320 — 654 + 87 =— 297(mod 13) 

而 13| —247,# 13и. 

7. МЕНН 641 12°? +1. 

证 阴 方法 1. 因为 641 王 2 х10+1=2' 5+1 


Bir U) —1=2'Х5 (mod 641), 
故 1 ==(2')* x 5* = (2')* x 625 
==(27)4(— 24) =— 2" (mod 641) 


В 23 +1 = 0 (тоа 641) 
Ф 6 Ф | 


方法 2. 641=2°X10+1=2' X5 十 1， 
23% 4-1 —<2* X23 十 1 = (15 十 1)(2”7)* 十 1 
=3 X (27)?[5X2? + 1]+ (27): — 3027) + 1 
=3 X (Z P[5 X 27 +1]+ 125(27)° + 1 
=(5X2 + 1)[3 х (22232 + 6X2?) 5x7 +1], 


所 以 641 | 22 +1. 
8. BR F,=Z/pZ 的 特征 是 多 少 ? HA lath)” (a,b€ F,). 
解 因为 F,=1{0,1,.…,p~—1), 


PAN — _ 
1 十 1 十 … 十 1 一 力 一 0， 
所 以 FF, 的 特征 是 p ; 
又 因为 在 F, 中 , 任 r€ F,,# r= x, 


所 以 (а+6Ь)° = (аф)? =... аЬ. 
9, JE 2/77, 和 7/87. 的 乘法 表 . 
解 


= Б G e Nn C; O] 


¿ 
О 
2 
4 
6 
1 
3 
5 


оо л e w w -e ý OD * 
O O соо C O o оо 
D a e фо N = olm 
©® ке л UD C GÇ oj 
озо e с› e ù A ojan 
з O сл e ою DS = с 
O O со O O O O © оо 
— Ф сл A боо N к< Dlje 
Os e NN O б› OI 
сл Ü N A ке с бо ороо 
ш © Ae O A C A Oje 
w D e A N го A ofaa 
(5 e — O MNM A | 
— Y wù e OI 


10. 把 多 项 式 形 式 XV € F,[ X M AER HIE R: 

(1) FCX) = (4X:+-2X--6)(3X:—4X2 一 3) 
==]12Х°—16Х°-+6Х*—2Х%—?24Х'—6Х—18 
一 5X6 十 5X5 十 6X4 十 5X3 十 4X2 十 X 十 3， 

(2) F(X) 一 (3X5 十 5X3 一 2)(4X4 十 6X 十 5) 
=5 X? +6X'+4X°S +X: + X: +-4X:+2X+4. 


11. = +=X: ахх 是 否 是 Q 上 多 项 式 ? 


解 ” 因 为 不 定 元 X 的 次 数 非 全 是 自然 数 , 所 以 不 是 Q 上 多 项 式 . 
12. EF FORA g(X) 的 带 余 除法 ; 

(1) fÉ(X)=X'+4X'+ X: +-2X+3, g(X)= X—2. 

解 


2|1 4 0 1 2 3 
2 12 24 50 104 
6 12 25 52 107 
所 以 fO(X)==g(X)XX:+6X:+12X2+25X-52)--107. 
(2) Хэ = X"—1, g(X)= X—a. 
Ж 因为 СХ) = X'—a"+a'—1= g * qtr 
=(X—a)XX" Бах" °T Ба) +а" 1. 
或 直接 做 带 余 除法 有 
| а|1 ох”! ce = OX —1] 
а а ш а a 
а a° ат а"—1 
所 以 f(X)=(X—a)(X" I +HaX + +a ) 十 中 一 】， 
(3) f€eX)= X° —1, g(X)= X'+ X+1. 
X 十 及 十 11Xs 0 0 0 0 0 —1|Х°—Х—1 
Х° X* X” 
х = х — 1 
— X' -X -X 
-xX +X +X -1 
— X: -X 一 1 
ору 
所 以 f(X)=(X':X+1)(X'— X—1)+ X’ +2X. 
或 直接 由 因 式 分 解 式 得 
X° —1=(X 十 和 二 1)CX — X— 1) 
+(X+ 1) —1 


13. 求 下 列 各 对 多 项 式 的 最 大 公 因 子 及 Bezout FR: 
(1) ИХ) = ХХ 一 5X 一 5X 十 4X 十 4，g(CX) 一 X +X: 一 17X 一 21X 十 36 
解 和 定理 1.6 提供 了 求 最 大 公 因 了 于 (Cg) 的 方法 一 一 回转 相 除 ( 见 1. 2. 2) ,我 们 将 在 
《3) 题 与 出 详细 的 除法 紧 式 ,这 里 只 给 出 公式 和 各 步 答案 . 
f = gg Fris, 
g = ғ + r> 


Рр = 03 + rs > 
те 
а= 2 25 (5Х +13), rn = s (X — 1). 
所 以 (f) =(Х—1) = 5, = > (n (g — ngg) 


25 [С f — вч) (1 + 9293) — ga: J 


108 
=u(X)f(X)+ o(X)g( A). 
_ 25 ХХ ‚ 23, 
(X) 一 10841 十 99) =— у 100 100 
25 X X 3X 4 


(KX) 一 一 (q, (1 + q;qs) 十 gs) 


108 — 60 10 10 75 
注意 ”这 里 在 求 Bezout 等 式 时 ,是 先导 出 uw(X),v(X) 的 计算 公式 ,然后 代入 а Ў 


Ж. ,这 样 较 简单 ,不 多 错 . 
(2) F(X) =3Xt—8X? —3, g(X)= X° —2X° —3X+6. 


解 щщ ЕНЕ Ж 
f = 291 +n 
E — rige 
Eh а =3Х+6; e=. X, r =130Х 3). ФАС) = X3), НН 


= (х зу l, = l 1 
(f, g) = (X 3) 157 137 13418， 


| _ 1 l 
所 以 4(Х) = 15， ul X) 13°3Х + 6). 
(3) ЯХ) = Xt: —2X: 一 2X2 一 2X 一 3，g(X) 一 X 十 6X2 十 6X 十 1 
g f 
=X 4 33 | X: +6X:-6X+1 X'—2X:—2X:—2X—3 一 X 一 8 
q2 40 40X8 Ф 
X'+ +E X X1 +6X?+6X:+X 
— 8X’ 一 8X2 一 3X 一 3 
39、， 39X9 39 ov 
SX’ + oa Xa 3X? —48 X? —48X—8 
n= +25 rı =40Х+45Х+5 
=5(8X+1)(X+1) 
所 以 ( —(X = 64, 一 64 | 
f,g) =(X + 1) = 5572 = око gzf + (1 十 goas ) g) 
8 39 8 25 
= [2х 25 2 | x: 29 
| 125 125/7 + 125(X з Х+1)в 
=uf + ор. 


14. (1) ЖЖ 13 题 中 前 4 个 多 项 式 的 最 大 公 因 子 及 Bezout FA. 
解 ” 记 13 题 中 前 4 个 多 项 式 分 别 为 fi ,g1,f:，,g2. 并 记 13 题 (1),(2) 的 Bezout FA 
分 别 为 
d (X) = (fing) = (X — 1) = w fi + xo; g) + 
‚9 


d, ( X ) -一 ( f g2) -一 ( X° — 3) — ws јә + 10, Е. 


则 由 
d; CX) = di(X) XX +1) —2 = ад +т, 
得 
(q dy = 1 =— l, — L (d; d.) = zd — ly 
1 42 2 1 2 191 191 2 25 
把 上 述 两 个 Bezout 等 式 代 入 ,得 
5 (wf + u £1) 91 一 到 (ww 大 十 w go) = Í, 
РТИ 
(figis fo. g.) = 1, 
HA Ui sU + Из s U4 使 
ui fi 十 uo £ ee = |] 
lago lw lyy 23 
其 中 = ул i20% 300 2. + s Т 200 
_ 1 1м l ws — = 1 _ 2 
u = ои = Iy“ u б^ 24 75” 
7990 26° 
1 
ша — ил = se (X + 2). 


(2) ЖЖ 13 题 中 后 4 个 多 项 вади Bezout 等 式 . 


解 


别 :为 


则 
因为 


所 以 


d, ( X)= (fi og) — X 一 3 一 w fi + wgs 
d, (X )= ( f, , go) — X +1 = w fı и, р: , 


Х —3= (X+1)(X—1) —2— d, = (X — 1)а4, +r, 


idi ttc Da, 


(disd) = ] =— 2 ° 


Ed), D RAG) 中 , 即 得 


(Бл IS CX +2) 


l yx _ _ S y 89 8 yz 8 _ 
т 50А | ( [25 s): + (135X 5X тәк): |= 1, 
_ 1, — Н | 4 у: 31 39 
п 26° “2 АТ, u 125^ ~ 250^ + 250 
4; _ 2 33 vy 4 _ 
Ua = —= x x щч; 125? d( X) ~ 一 1. 


15. 试 求 a 与 6 使 X: 一 2aX 十 2 整除 ХЗХ Бахь. 


。 10 ° 


w 13 题 中 后 4 个 多 项 式 分 别 为 fi | g) ° fo s82. 并 记 13(1), (2) 的 Bezout 等 式 分 


(1) 
(2) 


(3) 


X —2aX 十 21X 十 0X 十 3X 十 aX + b q = X° + 2aX + ] + 4a° 
X — 2aX° + 2X° 
2aX° + X° +aX + b 
2aX — 4а X° + 4aX 
(1 + 4а) Х? — Зах + b 


(1 + 4а) X’ — 2a(1+ 4а) Х+2(1 + 4а? > 
О 
2 
За = 2a(1 + 4а") a = 0 а=+У? 
ДУ ‚оо 或 4. 
b = 2(1 + 4а) b = 2 pa 


16. 试 证 上 明 XX 十 XX 十 1 整除 ХХХ? (т, п, р HER ERHO. 
证 方法 1 FPS X'—1=(X—1)XX + X+1)=0 (mod X: + X+ 1), 
所 以 Х=1 (тоа X° + X+ 1). 
于 是 
X°” + X° 十 X Z] + X+ X°: = 0 (mod X° + X + 1). 
方法 2 WA X ВХ! X212=(X —1)+ XXX: —1)+ X (Хх — 1) +1+ X + Xš 
ШЇЇ 
X% — 1 = (Х#—1)(Х9#© p KD 十 十 1)， Ë C N. 

故 Х +X+1|X” 1, ХӘ" —1, Х”—1, 

所 以 久 + X+1| (X + X* + ХР), 

17. 试 证 明 (f(X),g(X))hCX) 一 (fC(X)hC(XX),g(X)h(X)) (PCX) 为 首 一 和 多项式) 

证 H Bezout 等 式 有 

(fsg) = uf + ор, 


风 
左边 二 (ff ,gh = (uf + sg )h = ufh + ugh 
二 右边 的 售 式 ， 
所 以 右边 | 左边 . 
义 诺 边 |fh, 右 |gh, 所 以 左 | 右 , 且 左 , 右 两 边 错 首 一 ， 
故 左边 二 右边 . 


=], 


18. 设 d(X)=(Ff(X),g(X)) 560, WWE BH (5 0) 


ШЕ 因为 由 Bezout 等 式 ,存在 u,v 人 EFFIXj], 使 | 
аб X) = ибх) СХ) + o(X)g(X), 
Н d(X) 关 0, 上 式 两 边 同 除 4(X) 得 


1 =u(X) £ +u(X) £ 
J g\— f g 
此 时 也 有 


° 1] е 


(uX) (XD = 1 REBBu,o iğ, 
(N Nr (и, о) = d , Ша | q EMA а, 12, d  (X)= 1). 
19. jKuFBH(( /(X),g(X)),A(X)) = (f(X),(g(X),hA(X)))= (f(X),g(X), 
ҺСХ)). 
证 设 (f(X),g(X)) 二 d1(X), (4, (Х),А(Х)) =d: (X) Н Bezout 等 式 , 存 在 ш, 
vi ,Uz ， V 使 得 


uw f + g =d (X) (1) 
иза, А аһ = а, (X) ` (2) 
把 (1) 代 入 (2) 得 
ии f t uzv g + o, Rh == d, 
所 以 (f,g,h) | dz. 
X WX d:ih,d:|di>d:|f H d.] g, 
所 以 а | (f,g,h), 
故 ((/J(X),g(X)),A(X))=— (f,g, h). 
同 理 可 证 另 一 等 式 . 


20. 设 а(х) = (f(X) ,sg(CX)), 试 证 明 在 Bezout 等 式 wf 十 vg 二 4 中 可 以 选取 u,v 使 
degu<degg,degv<degf. 

Ш £ degu> degg, ДІНИ, E qu, fË и = qg +u, дери, < degg, {% А 
Bezout # 8 

(qg + шә) f + ор = и f + (o аў) е = а(х), 

因为 deg(v qf) g < deg f ° g, 

所 以 deg(o + qf) < deg f. 
于 是 ,存在 u u = (Z+ g f) ,使 

uif du g = d(X). 

H аери, < degg, degv <deg f. 

21. б а,Ь 为 正 整数 , 试 证 明 数 集 ma 十 nb (m,n 过 正 整 数 ) 包 含 (a,6) 的 大 于 ab 的 所 
有 倍数 . 

证 ”此 题 要 证 的 是 当 RayD) 盖 o 归 时 ,天 ab) 都 可 写成 ma 十 nb(m,n 为 正 整 数 ) 的 形 
A. 因为 对 任 两 个 正 整 数 a,b, h Bezout 等 式 存在 и, о 使 

(а,Ь) = ua + vb ——>k(a,b) = риа + kvb, 

WwW ku=qgbtr, ЇЇ 0<r<b, 


所 以 #Ё(а,Ь)= (gb+r)a+ kob=ra-+ (aq+ ko)b, 
要 kla,b)>ab, f r <b (所 以 га<аь, № b А Ж ВЕ<0) 
故 ад kv>0. 


22. (1) WWB: 者 (f,h)==(g,h) 二 1, 则 (fg,h)=1. 
Ш ШЕЯСУ, А) = (р,А) =1, fF J u,v ,us ,vs 使 得 
иу} +o h == 1, (1) 
ug tvh = 1. (2) 
. 1? 。 


(1), (2) 88 J DAR , Fl 8 
(u f А) Сир vh) = 1. 
3⁄ 19 
uiu: fg — Слив jq uru, f quo h)h = 1, 
记 U= и из v= tv ug + иу» f + Q 2 h ,就 有 
ијр +h = l, 
于 是 由 Bezout GIRAC fg ,h)= 1. 
(2) 试 证 明 : #(f,h)—d,flg,h|g, M] fh|gd. 
证 i y= fid, Һ= Һа, 
因为 flg, 所 以 g= fa= d f.q; 
又 由 于 Ahd|dfig Aish) 1, hi |9. дһ, РЖ 
gd = df qd = dfihidgo = fhaqo, 
所 以 fh | gd. 


(3) 试 证 明 ， ЛАШ АЛ =i 


证 G) #(/,h)= 1, E 2 8 [ f,h]= f ° h; 
GD ЖСУ,А) =а40Х) 51, WA 


Fh] = [df |= Алњ) = чы = 5. 


23. 说 f(X)= fi (X) f. (X),degf,— 0, B (fi, fz) 1, ПЕН: # degg ( X) < 


degf(X) , 则 存在 u, ( X) Ë 
ECX) = ww Xf X) +a (X) f, (X), H аери, < дер/,. 


证 ”由 已 知 ( 访 ,六 ) 王 1, 则 由 Bezout ER, Э и, о 使 得 


ufi + of; = 1. 
HAR (Хх), В 
ив}. T vgf: = gX). (ж) 
# девир 2> дев ў: , 则 由 带 余 除法 知 , Jq и 使 
ир 一 万 9 十 zz， degu, < йер f, , 


代入 (x ) 式 ,整理 得 
uz f (X) + (fiq + ug) fo (X) = g(X). 
Ww fiq og u СХ), Ш 
1. fiX) +u р СХ) = g(X), H degu, < дер/,, 
(因为 degg<deg f .degu, fı <f i degu, f, <deg f = deg f, fz). 
24. WAWER E g(X) ,p(X) 隆 0, 则 存在 а, СХ) dega, < евр, Н 
ECX) =a (X) tal X) pX) + Һа (СХ) рх), 


g( X) _ Q (X) a, (X) а. САХ) 
PEX) p(X) p(X)! p( X) ` 


证 (1) # degg<degp, MEX ao(X)=g(X),e=1 即 可 . 


. ]3 。 


(2) 若 дере > degp, Н ZË ИАН 
БОХ) = pqo tros Н дерт < degp, 
蔡 degg 之 degp, 则 又 有 
q = ра tris H degr < евр, 
于 是 得 
g(X) = р(рд т) + ro = рф + фт і ғо. 
继续 下 去 DFE k, fE degg 二 degp( 因 q: EKM p HARK), 
于 是 有 
g(X) = p gi + pri + + br, + ro. 
记 м =а,, 1==1,2,,Ё, k=e—2,q ара, 1, BB f$ 
g(X) = ар tanp 41 +a +a, 


gO _ as (X) а СХ). MX) | a| (X) 
p(X): p(X) р(х)? Р(Х)! р‹Х)“” 


这 就 是 微 积 分 学 中 部 分 分 式 积 分 法 的 理论 基础 . 
25. Æ f(X),g(X)C R[X ],degg< дер f, ИШЕН 720 gCX)/f(X) 可 被 分 解 为 形 如 
a/(X— r) Ek bX +c/(X° +sX-+ t)° 的 部 分 分 式 之 和 (这 里 设 X° + sX+ t 在 R[ X 中 不 可 


约 ). 详 言 之 ,车 РХ) = [|] х= П (Х+5Х +t,)% ,其 中 二 次 多 项 式 均 在 REX] 中 
不 可 约 , 则 g(CX)/FGX) 可 被 表 为 


m є; п 


4 
Чу. J | 
2, 2, (Хк 24 24 (X FSX t) 
(可 用 以 下 事实 : RLXj] 中 不 可 约 多 项 式 只 能 是 一 次 或 二 次 的 .) 


ШЕ й у= || Q = 7р M] dui, AE 


шо, +060, + + uQ. = g. 
令 и, = puq iu, JM дери, 二 degps ,由 此 可 使 degu,Q, < deg (1<1<5—1), AMEA 
degu,Q < дер f. 


所 以 L s.. + = — £, 


H 24 题 可 得 每 个 分 式 为 

ра a (X) а (X) CD 
Рг Pr р Pi 

其 中 deg a, <deg p:. 而 p, 是 一 次 或 二 次 的 . 


26. (Taylor 公式 ) 设 fX EZR F ERATE n 的 多 项 式 ,cEF, 则 


a e Сс) ; 
КОХ) = > 一 (Хә. 


其 中 广 co) 是 fO X) н) у KERM AE c 的 值 . 
a 14 à 


证 设 f(X) = асхоб Ф X = c fa = } (с); $ л, А X = c — 


a, = f (с); 再 求 导 ， КАХ = = с, fB а = f (с) 21,8 F Z 918 
а; = Е (с) /31 J = 1,2, n 
27. 设 ХУЖЕ Е E mü deg <n, Mj c€ F E: f ( X) т 8 38 BJ së А00 
Р? (c) = 0 (0 < J < m 1) 
К = 0 


证 cfnm 重 根 一 /X= (X—c)”g(X), H. g(c)=0. 
一 由 定义 Ш/(Х%Х›|,=0,- 
fP СХ) |. = ті X OOO tmm- DAX- а ОЮН 
(X—c)"g™ P (X)|. = 0. 
最 后 一 个 等 号 是 因为 中 间 的 展开 式 中 每 项 都 有 因 式 (X 一 c). 而 
fe (X) |, = m!g(X) + (X ФКХ) |, = т!е(С) = 0. 
< 由 26 81,24 fo) (с) =0 (0<;<m—1), f°” (cZ0 时 ,有 
РОХ) = -C f” CO x с)" хо" + 二 人 (Xo 
ехо" р(Х), 
R ес) =—© 540, A с Ж f ООЙ m Ж. 


28. 若 多 项 式 f(X) 与 (VERK, M f(X): 十 eCX)? WHERE ОХ) (XEY 的 


根 . 
证 & r Efte WER, WA 
flra) + р(х) = 0 | (1) 
| fro)f Cro) + gro)g (х) == 0. (2) 
所 以 f(z.)2 F (хо)? = рхо)? g (xo). (3) 
A СХ), (Хх) EZR, MEL р(х) 520, е(хь)5©0 
(1) 代 入 (3) 中 有 


FPI? =- fege, ЖЕ f 8 =g’, 

В f° Cro) tHg Cro) =0, х 是 F (XY +g (XY 的 根 . 

29. 证 明 多 项 式 f(u(X),2(X))8 aC 18 E fu (X), (XX)) 的 n 一 1 重 根 .其 
中 ul(X),v(X) 是 互 素 多 项 式 ,w (XX),v(X) 互 素 , A(X,Y) 是 没有 一 次 重 因 子 的 齐 次 多 项 
Á. 

证 (1) 可 设 flu,v)=a(u— av) (xz 一 Q u)v (ж) 
其 中 auEC 互 异 ,( 最 后 一 个 ”也 可 能 没有 ) 事 实 上 , 因 f(u,v) 是 齐 次 多 项 式 , 设 为 d 次 ， 
ДІ 


ә f (и, o) = (251) 
作为 /二 一 的 多 项 I 式 可 在 复数 域 中 完全 分 解 为 一 次 因子 之 积 ( 可 能 有 重 的) ,再 乘 以 ww BN 


. ]5 ° 


得 (x ) 式 (注意 f(x,v) 无 一 次 重 因子 ). 


B| in: 
f(u,u) = ио + Зио? + 22, 
则 
элө (аруа а) 
AX 


fCu,v) = (и + 2v)lu + о) о. 

(2) £ zo Æ fulX), 00Х)) =0 Юп ER, w= 二 u(xo) ,v= 二 vzo) 代 入 Cx ) 式 ,可 知 
必 有 一 个 因子 为 0, 而 且 只 有 这 一 个 因子 为 0, 不 妨 设 为 u(xzo) 一 a1v(xzo) 二 0, 事 实 上 ,在 
uu FEER 1. 1), ) 式 代表 mti 条 互 异 直 线 L: иат 一 0, 第 i 个 因子 (代入 后 ) 
为 0, 意味 者 Po 二 (u(xo),v(zo)) 在 li; 上 .而 Po 在 i 上 ,又 在 江上 (1 关 7) 则 意味 着 P. 为 
原点 , 即 u(xzo) 二 v(xzo) 二 0, 与 u(X),20 X) EKTA. 

(3) 于 是 

fou СХ), v (X)) = а, (и (X) – arv (Х)) (и (X) – anv (ОХ))о(Х), (++) 
ВИ X=x 代入 后 第 一 个 因子 为 0, 即 
lzo) 一 ao(z) 一 0 (О xn > 1, xo 是 其 n 一 1 ER), 

H z (ХХ) уо OER TA х 不 是 其 余 因子 的 根 ( 与 (27 同 理 ). 

注 ” 若 无条件 “w(X) 与 vw (XX) 互 素 ” 则 不 可 . 反例 如 „ 
F: В 0и, о) =ио,и(Х) = X’, о(Х) = Х? +1, M] Си, 0) = 
X `(X°+1)8 5 ER z 0, m fu (X), v (Х)) = 255" 
有 8 ЖЖ =, = 0. 

30. 用 Х- а, X—b, X—c £ f (X) BJ 32 sCIKIK 3 r,s, 
t. AKH g= (X—a)(X—05)X(X—c) ÉE f( X) А2. 

# 由 已 知 

fX) = (X—a)q +r, 所 以 r= 二 fa), 
J(X) = (KX —b)q +s, РТИ 5 = fb), 
f(X) = (X—c)q +t, 有 所 以 1 = Сс). 
É f(X)=(X—a)X(X—b)XX—c)q+d,M|] degd 志 2,d(X) 为 二 次 函数 , 且 在 a,6b,c = 
值 7,s,t, 所 以 由 Lagrange 插值 公式 有 
(X —a)(X — с) (X —a)(X — р) 


(X —b)(X — c) 
(а — Б) (а — с) + з (Ё — а) р —– с) ti (c—a)lc—- b) ` 


31. AK7 KEMA X), E ACX) 十 1 能 被 (X 一 1) 整除 ,而 fC(X) 一 1 能 被 
(X 十 1) 整 除 . 

Ж 方法 1 因为 X=1 是 JJFCX) 十 1 的 4 重 根 ,所 以 X=1 是 广 (X) 的 三 重 根 . 同 理 
可 得 XX 二 一 1 是 f(X) 的 三 重 根 . 又 因为 degF(X)<degFCX) 一 7, 故 degF(CX) 一 6, 于 是 
设 


d(X) = ғ 


РХ) =a(X— 12(X- 1): = a(X° 一 3X +3X2 — 1) (a 待定 )， 
. ]6 ° 


积分 得 
РО =a( 4X — SX: + X: — X)+ b. 


a( 3- ) 6—1, а = 3 
-| 16, 


100383. _ _ 
a( Ку)? 1, lè 


解 方法 2 设 FCX)=(X 一 1)40 —1=(X+1)g +1 则 有 
РС= Х) = (Х+1) (СХ) —1 = (X — 1)! (一 X) 十 ] 
故 РС= X) =— f(X). 
于 是 可 设 
f(X) = AX’ + ВХ + CX: + DX. 
再 利用 01) = 1,0—1) | fC(X) 十 1, 得 方程 组 
A+B+C+D=—1, (А = 5/16, 


4В 20А = 1, В =— 21/16, 
= 
35A + 10B +С = 0. D =— 35/16. 


32. AK p,gq.,n f# Xi + pX" 十 go 8 = H 11(0<л<4) 
解 ” 由 已 知 该 三 重 根 满足 
РХ) = X' + pX" +q = 0, 
f (X) 一 4X3 + прХ"! = 0, 
РОХ) = 12Х + п(п– 1) Хт? = 0, 
РОХ) = 24Х + п(п — 1) (п — 2) pX" 5 0. 
A p 二 0, 则 使 (2),(3) 只 有 零 解 , 而 X=0 也 使 (4) 为 0, 所 以 必 p0; 
X n=1 时 ,(3) 只 有 和 零 解 ,这 又 使 产 (X)==0, 故 nn 关 1; 当 n= 二 2 时 


FX) = 2X(2X: фр) =0— X, = 0,Х, =— Ë 


所 以 无 解 . 


СХ) = 206Х° + p) = 0 — Хї, 一 一 £ 
当 n=3 时 
РОХ) = X: 4 X + 30) = 0, 
fX) = 12X° +6pX = 0, 
此 时 fr( 久 ) 关 0, 即 (4) 式 成 立 , 且 要 使 (1) 成 立 必 须 g=0. 
MASHNA п=3, р520,9=0 В, X + X: +q 有 三 重 根 . 
33. 在 RLX] 中 分 解 : X”—1, X2t1 —1, Xet l, X2 + 1. 
解 ”因为 


ЖХ = 0. 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


. ]7 。 


m— l 
Xx” —1 = [|[(X—w), w, 一 em 


其 中 lasara 为 1 的 大 次 单位 根 , X. р Ж: ж ЛИ Ж IB ЖЕЎЕ! 3 , Iñi 
(X— wd) (X — ona) = (x — 2cos kay 1), 
当 m 为 偶数 时 , 土 1 均 为 根 ,m 为 奇数 时 只 有 1 为 根 , 即 m= 2n 时 ,有 


л—1 
ар _ _ Кт | 
X” —1 = (X? — 1) [[(xX°—2Xcos == +1); 


k=l 


m= 2n+ 1 时 ,有 


2Ëm + 1) 


21 __ р — __ 2 __ 
X 1=(X DJI (x 2Xcos у===- 


同 理 


xX"+1= Це ШӘ, b= e, 
当 т 为 偶数 时 ， 无 实 根 ， "4 m 为 奇数 时 ， 一 1 为 根 , 妈 有 m= 2n+ 1 时 


(2k —1)x 
2m+1 — X: — x (2Ё—1)т 1), 
ХЗ +1 (X+D]I( cos MEAT + 
m= 2n 时 ， 
2n _ T 2 2р — 1 
X" +1 = [I x — 2 Хсоѕ x+ 1). 
k=1 2п 
2n zn FI ` 2n F1 2ntl 2" 


证 在 33 题 (2) 式 中 , 令 X= 
-2 =— 2 [[ 2(1 + cos Ck )= С 2)2" [[ 2cos kx 


к] 2п + 1 Кың 27 + 1 
两 端 同 除 ( 一 2)22 即 得 


а = Цох 2 再 开 方 即 得 结论 ， 


2т . (n—1)xm _ 
H — + Фор — —....... 一 一 一 п 1 
35. 证 明 sin 5 2 sin -一 D7 sin > = /n/2"”:, 


证 由 33 题 (1) 式 有 


т— 1 2n __ 
П (Х*—2Хсоз 7 +1) = 2 1 
k=] n 


Х? — 1 


— XED + X“ 2 +e. X° +1, 


两 边 用 Х=1 代入 得 


两 边 同 除 以 22 ”并 开 方 得 


pe 2п 2" 


36. X"—1| X” —1 的 条 件 是 什么 ”证 明之 . 
. ]8 > 


@ ое, k=0,1, n1 H n KW dB ç =e ,k==0,1,…,m 一 1 为 m 次 
单位 根 , 则 有 
X” —1 = (X—1)(X ~an) X — on), (1) 
X” — 1 = (ХХ G) (X— 1). (2) 
由 己 知 1) 的 因子 都 是 (27? 的 因子 , 即 n 次 单位 根 都 是 mx 次 单位 根 . 所 以 条 件 是 ,m Алп B) 
倍数 RP 
n | m. 
37. K a,b Œ Xt +2X:—21X2 +a X+ b 的 根 为 等 差 数 列 ,并 求 出 此 数列 
解 ” 记 根 为 zi ,xz 二 zi 十 4 ,Xx 二 zi 十 2d， x 二 Xi 十 34d, 则 由 根 与 系数 的 关系 有 


л + z; + z; + =, =— 2, (1) 

жүл 十 Xi 十 TIT 十 Xx; 十 XX 十 XX =— 2], (2) 

LyLo Жз + үлә ДА + Ly £3 Xa + Xo z, z, =— а, (3) 

21200203204 = b. (4) 
由 (1),(2) 两 式 得 

22, + 3d =— 1, (1): 

| 6х: + 18544114? =— 21. (2)' 

由 (1) 8 а = (1—34) /2 RAO HRI d° =9, а= 3 
于 是 等 差 数列 为 
一 5, 一 2,1,4 或 4,1, 一 2, 一 5. 

代入 (3) ,(4) 中 得 


a =— 22, = 40. 
38. R b,q,r 间 的 关系 ,使 X + pX° 十 gX 十 7 的 根 为 等 比 数 列 . 
解 ” 记 三 个 根 为 zi ,zxid,xid” 则 由 根 与 系数 的 关系 有 


TI 二 zd 二 xd = z= (1 + d+ d°) =— р, (1) 

=d+ iť + z1d° = zid(1 + d + d°) = q, (2) 

діа =— r. | (3) 
(1),(3) 代 入 (2) 中 有 


V r+ C p) = q > pr=g. 
39. 把 下 列 多 项 式 分 解 为 有 理 数 及 ZLXJj 中 本 原 多 项 式 的 积 : 
3X +12X +21, Х/2+ Х/3 + Х +5. 
解 (1) ЗХ? 十 12X 十 21 王 3(X 十 4 和 十 7) 
XX 
2 3 
40. Æ Z[X] 中 求 12X2 十 6X 一 6 的 所 有 因子 
解 12X -十 6X 一 6 一 6(2X 十 和 一 1) 一 2。3。(X 十 1)(2X 一 ] )， 
41. 求 出 下 列 多 项 式 在 QLXj 中 的 不 可 约 因 子 : 
X? — 1001Х*—1; X! -+ 50X + 2. 


(2) +X+5= 3X’ +2X?+6X+30). 
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, | b 


故 根 只 能 为 士 1, 把 士 1 代入 知 均 不 是 根 , 故 没有 一 次 因子 ,于 是 也 没有 二 次 因子 (因为 三 
次 式 分 解 出 二 次 式 就 得 有 一 个 一 次 式 ), 因 此 不 可 约 . 

第 二 个 式 子 可 写 为 站 十 50Y 十 2, 因 为 没有 有 理 根 ,所 以 也 不 能 分 解 . 

"42. 设 СХ), БСХА FLXj] 中 互 素 多 项 式 , 求 证 YfCX) 十 gCX) 在 FLX,Y] 中 不 
可 约 . 

证 把 此 多 项 式 看 成 为 不 定 元 Y 的 以 FLXj] 中 元 素 为 系数 的 多 项 式 (F[XD])[Y], 因 
SX) g( X) Ж, ЕН Y 的 多 项 式 是 本 原 的 ,又 是 一 次 的 ,所 以 不 可 约 . 

43. 下 列 多 项 式 中 哪些 是 在 Q 上 不 可 约 的 ? 

(1) Х +2X ° +8X-+2, (2) X: 十 2X2 十 2X 二 4，(3) XU —37, (4) X +21. 

解 (1) 取 p= 二 2, 由 pta, plais phas 利用 Eisenstein 判别 法 知 ， C) 不 可 约 . 

(2) 由 定理 1. 19 知 此 多 项 式 的 根 只 可 能 是 士 4, 土 1 或 十 2, 代入 知 X= —2 为 根 .或 


X 十 2X +2X+4= X'(X+ 2)+ 2(X+-2) = (X+ 2XX X: +2), 

故 可 约 . 

(3) 用 Eisenstein 判别 法 知 不 可 约 . 

(4) 已 筑 六 二 一 21, 帮 此 方程 只 有 复 根 ,所 以 XX! 十 21 在 Q 上 不 可 约 . 

44. 证 明 ; # A(X)E FLXj] 不 可 约 , 则 fC(X 十 4) 也 不 可 约 (a€ F). 

证 用 反 证 法 . 若 有 f(X-+a)= fi(X) * f. (X), f, , f. 为 非常 数 , 作 代 换 X+a=Y 
有 КҮ) = fY —a)f: (Y —a) = g (Y) • g, (Y), 

因为 А (Уа) 5 /, (УУУ), ВТ g, CY) , g, (六 仍 非 常数 ,与 已 知 SXV AU AF 


45. 18 f(X) = 21аХ' € Z[X],degf = п> 2, 且 对 素数 pp 满足 ， 


а, 550, a, 5 0, а, == + == а, = 0 (той р), а, 关 0 (mod b°). 
AUER РХД — K 3 ЛУД) k 的 不 可 约 因子 . 
证 (1) # 六 X) 不 可 约 ,命题 已 证 . 
D РХ) ру, НФ fi 不 可 约 , 并 设 其 常数 项 为 ao, M 
因为 21а = аза» ао, МЫ 31, 18 plan, Жі g(X) = f, (X), АХ) = 
ТЕД = J GXI E gX) PE p | аъ". p a, AIE р 能 整除 у, СХ) 的 所 有 系 


数 , 则 p | FOO 与 已 知 矛盾 ,所 以 Эт, p'a). 
考虑 /(X)=g(X)h( X)W UI X” 项 的 系数 ， 
Q, = аы * bo F aimi * bi Бам гБ + ++ + anb, 
因为 pla, io plar, W Pambo (注意 ptb) 


所 以 pha,, 
由 已 知 得 m=k, 
故 | дер ў, СХ) 2т = Ё. 


。 20 ° 


2т+1 
46. SOOS >уа,Х'Єє ZLX], 次 数 为 22 十 1, 试 证 明 由 下 列 条 件 可 知 f (X) 不 可 
А p ME аз Æ 0 (mod р), а, == +: = а„ == 0 (mod р),а, = 0 = a, = 
0 (mod p?),a, Æ 0 (mod $°). 


证 议 f—= g. ° g = (2 6X ) (UX), 
因为 pla =b co, ТОА iZ p |b, Hiz 
p | b bi, b E ptb’ s< А ( f 0 mod p) 

由 р | a, = bco Бас 4 + бус, (ж) 
知 ріс, [FER ріс, рса, AB РК, ОЙ Га, i X° ,mod р), 
# 5л, IJ H ( ) 式 知 р? lbc СЖ р lass р lbie sts bocs), РТИ р |с 与 p hao FA. 
# :7, 风 :一 22 一 * 十 1] 委 2 由 六 |a, 则 上 相当 于 上 一 种 情况 中 s, 所 以 由 (* ) 亦 得 рс. 
而 ао = b. co, ТЕД p° | босо» 5 ao 0 (mod pF, AA СХ) Ж А27. 

47. (1) 设 f(X) C ZL X] 8 B -EMA A f( X) (тоа p) 不 可 约 , 则 f ( X ) + Н] 25 
(p 为 素数 ). 

证 ”用 反 证 法 .车 f(X)=g(X)h(X), m 

FCX) == g(X)h(X) (mod р) Em f = gh, 
ЦЕ Я ЕВ рл =g. h FXR 
g(X) = УБХ, АХ) = УХ, 

则 


sh = 2, ( Jub; )X' = >) ( 20) 


2192122253 = gh. 
于 是 f 可 约 , 与 已 知 f( X) (mod p) 不 可 约 了 矛盾 . 

(2) ЕХ) f(X) 在 ZLXj] 中 的 因子 , 则 gC(X) (mod p) E: f(X) (mod р) ЮН. 

证 由 (1) 的 证 明 已 得 : # g(X) 是 f(X) 的 因子 , 则 g E: f 的 因子 . 

(3) 证 明 以 下 多 项 式 在 Q 上 不 可 约 : 

D Х?+6Х?-+Є5Х+25, © X: 十 6X?: 十 11X 十 8， © X: +8X:+ X: +2X+5. 

证 @ /(X)=X' + X+1 (mod 2) 在 F, 中 不 可 约 , 因 为 若 可 约 , 就 应 分 解 为 一 次 因 
子 与 二 次 因子 的 乘积 , 它 的 根 只 可 能 为 0,1, 而 0,1 代入 均 不 为 0, 所 以 没有 一 次 因子 , 故 
不 可 约 , 于 是 由 (1) f 不 可 约 . 

@ (ХХ) = X° +2X+2 (тоа DE F, 中 不 可 约 , 因 为 0,1,2 均 不 是 根 , 所 以 没有 一 次 
因子 ,于 是 由 (Cl)g 不 可 约 . 

@ h(X)= Xt: + X:+-1=(X2 + X+1)2 (mod 2) 

所 以 或 站 (X) 不 可 约 , 或 六 X) 有 两 个 2 次 因子 , 设 
АХ) =(X? +aX +5) = (X +X + 1) 
= Х* + (а Б) ХХ + (ab +5 +1) Х + (Sbi a) X + 5. 
. 2] >» 


a+b=8, ])—a=ë8—b H 1),3) 得 a,65 什 

5р+а= +2, 3)—>8+4b= +2 

所 以 不 可 约 . 

“48. (С) R= Е.Е Яз зл z 的 多 项 式 形式 环 , 试 把 Eisenstein 定理 推广 到 
RL Xj 多 项 式 , 并 证 明之 . 


证 ”Eisenstein 定理 的 推广 ; 设 
flt,X) = a,G) X” +а GX + Ha (ft)X Ha lt) 

# Ма, (1) stla: (t), 2=0,1,-,n— l, a СӨ NG Fa, X) # R[ X] PRA. 

用 反 证 法 证 明 设 Fr X)= (2, X) eht, X), Ж g(t, X) = g, (t) X” + + 
в) Хе (t) ht, X)=h XT +h G ХАА, (2), ШЕ ta G) = e (7) ° А, (i), 故 
AJI РКА, (2). 2 glt, ХӘН) RER + 整除 的 最 低 次 系数 为 g, (&<<m=— n) ; W 

a, (t) = giho geht + ohr, 

В tha, M EScm< >n, EL Я zla,G22.i=0,1,--,n—1 2 8 , Л РБ] 2. 

(2) 用 (1) 中 结果 证 明 X23666 Х +50 X: X+32i+ ñ #E Е, ХФ 1] 25. 

证 S ña (0) =1, tla: (2) 3р 52 tla G= ,. AX a (t= 32: + # ,E U Е 
(1) 中 定理 条 件 , 故 在 FLi,X]j] 中 不 可 约 . 

"49. 9 A(X) 二 ao 十 a1 XH ta, X" EZL X], 1а 12 1а 1+. tla, ao 为 素数 (或 
Vlal -vla <1) W OOE Z ERTH. 

证 Ba £ f ( X)B A M ШАХ, (1, E, [ао |= | а а," S Sa | 
十 … 十 |a, DA 

f=g*h= (рв +giX+-- + g.X') + (А +h X+ + A,X:), 
则 ao = go * Ао, П 
| до |= | я, [| tiszte, |>] zg. | 之 1, 同 样 | ho |> 1, 

所 以 а, Sr 8 J 1 NIF ЛЫ, f ТЕ Z ЕЖ. sk Ë H 

5012216, +1, |А |Z h, | +1,4 


|a |=] g || h >Q g. [HDE A |+ 1) =], А |+] g. |А, |+ 1 
21а, |+ 2/] g. llh, | +1 =] а, |+ 2 |a, | +1 
= (/ |а, | +17. 


所 以 Viao| 一 Xe.| 六 1, 与 已 知 矛 盾 , 故 f tE Z Ета. 

50. РХ) а + Ба. X" ЄХ], П dosao +: +а,,а а + + (С 1)"а, F 
ДЕ 3 的 倍数 , 则 fA(X) 无 整数 根 . 

证 行 有 整数 根 z, 则 zx 二 0, 或 1, 或 一 1(mod 3) 所 以 上 述 三 式 之 一 应 二 0 (mod 3), 
ШЕ =] 

Zz 三 0 时 ， а0=0 (mod 3) 

х=1 В, а" Һа, =0 (тоа 3), 

х==--1 Hf, ао а +*+ 1) "а, =0 (тоа 3)， 
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与 已 知 巴 盾 , 故 f(X) 无 整数 根 . 
S51。 设 1 为 正 整 数 , 斌 证明 X 十 zz 在 Q 上 可 约 当 上 且 仅 当 п=4т‘(тЄ Z). 
Ж (Хп) = (Ха X+ b )( X° +a, X+b,), 于 是 有 


a, +a, = 0— ау =— а, (1) 
bi + b, Баа = 0 — b + b, = at (2) 
(a,bi Баб) = 0 — аур: + (— aibi) = а, С — bi) = 0 (3) 
ЫБ, = n (4) 


由 (3) 式 得 或 a, =0—a; 一 0, 叉 由 (2) 式 bi +b, =0, В| бу = — 6, ASORAT JA ;所以 此 时 
无 解 ; 或 а, 520, П b, =b, ;代入 式 (4) 得 b: = п, b, = Б, 二 Vn, 再 代入 式 (2) 有 аї = b, +b, = 


2 Vn>ai = +/2 n, FE: а, = T/2 /n= FAN n. 由 题目 要 求 ar, a, 不 能 为 实数 (必须 是 


有 理 数 ) ,所 以 要 消去 V2 ,必须 有 
Ул = /2m — n = 4Ат* — al =+ 2m,m € Z. 
此 时 
(X + n) = (X° + 2mX + 2m° )( X° — 2mX + 2т?). 
52. (1) Ww fl X= Х" ta, X ++ +a, ЖЕУ M MB k ТКЖ MHS, ( /„(Х)) 
或 S, ЕН 4 лп BF ,S,(f,)= S,(f,) AKKM). 
证 ”由 已 知 
РХ) =X"+ aX" ++ Ба Х +а,, (1) 
fa X) = X” +a X” + +a, X tan, (2) 
"4 Ё<т&п 时 ,a 相同 . 设 
f, X) BJ S z. XT，… XT, M) Si(f) 二 xz 十 x 十 … 十 xz 
f, (X) W AO MUN Lios zo, za M) SC f = zt H art Hee tH ato. 


КИЦ 
把 Si(f,) 与 Si:(f) 均 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 , 则 因 首 项 为 (0,…,0) 和 
m 个 | 
(6,0... ,0), 所 以 要 l el =, H 221,220, 22.221, ,或 
I +o +1, =k BL>k> >. 
ES] JE, R] BË BJ К HSY A 
n 个 m+ 
(&,0,-—,0) _(®,0,-=,0) 
(RE 一 1,1,0, ;0) 1(#—1,1,0,+—,0) 
(#—2,2,0,++,0) 1(#—2,2,0,+,0) 
(#—2,1,1,0,++,0) I (k— 2,1,1,0,..,0) 
р \ k 
(1,1,--,1,0,++,0) | (1,1,7,1, 0,0) 
FES 
S,Çf,) =o + Aidi os + Aroi 05 + + + A0, (3) 
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S, (fna) =0 + Biot io 十 Bo “о; Б + Воог "оь. (4) 
603) о = (— ll'a,, (4) PH a = (— 1)'а,, ВА о, 相同 (i 二 1,2,…,k), 用 (zl， 
Lo ytty Ta) = (Tio s L20 +" 9 Ло Ü. ,0) 代 入 计算 得 (其 中 Tio 5 20 s ° °° ‚Жо ERO 
A, = В, ¿= 1,2,- L. 
(2) 试 证 明 当 mn 时 ,有 牛顿 公式 
S, +a,S, Hee Hani S + ma, = 0. 
(3) 斌 证明 当 m2> n 时 ,有 和 牛顿 公式 
Sn Fai Smi + + Аа, = О. 
HE A a = — (а i Ha: tetar) =o, 
所 以 — ai Sm- = (а + x=; + + x,)(zY 十 十 ZX ) 
=S, + (2177 лт»). (1) 
其 中 SCi еә) агл 为 首 项 的 对 称 多 项 式 . 
(— 1)2a,S, ，， 一 (zz + zz; +e tH repi, (r ee + r) 
= S(x x) + S(x” “rvs) (2) 


(— la,S, = (до Ф Fraser ба + + zi) 
= S(r axza) S(TY Xa" Za). (7) 
当 =n 时 
(— 1)” tan S, = (rit Z, i F ee F Temat Tn) Ci + + + x, ) 
=S (LiL Lm) + тау. (m 1) 
其 中 б„=(—1)”а„,@ 0) КЕС 1) S 4 38348 JS 
— a; Sm — a, Sm — dni = S,, + ma ,, » 
移 项 即 (2) 题 证 毕 ， 
当 m>n 时 
(-— O = Z (zr TX + з-д”) 


m= S(r nl c ). (n) 
E EORR O DO 后 全 部 相 加 得 
— ау, — аз Spo 一 一 GD 一) 
移 项 即 (3) 题 证 毕 . 
(4) 记 o 二 (一 1)?ai( 假 定 读者 已 知行 列 式 算法 , 见 第 2 章 ), 试 证 : 
gi l 5, l 
2022 С) 1 S 5, 2 
Sa = | 30; 02 ср. , In = 二 . , 
1 : : т] 
ту сад с 5 в, S. + … = $, 


证 我 们 先 证 明 第 一 个 等 式 , 用 第 二 数学 归纳 法 . 因为 由 (1) 已 让 得 Si(f,) = 
S, Cf.) ,有 所 以 只 要 计算 5,07, В пу. 4 m= 2 时 有 
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S, =x? + z; = (m, H rtz) — 211, 


221 1 


— „2 — 
202 С] 


假设 对 mkl 均 成 立 , 则 当 от = k 时 ,把 行列 式 按 最 后 一 行 展开 有 
С} 0 ... 0 


1] 
к i e, n 1 
Д, 一 (一 |) ko, . . . + (— 1) O 2-1 . . . 0 
С—1 | 1 х x ] 
a іг O S, O 
26 бррр 
加 人 了 1 0 
+(— Í)” в; 1 十 (一 1) орз 
x 
x 
x j 


+ о. + (— 1)* юс, S, | 
— (ko 1) + С Domn Š, 十 (一 1) “z, +S; + С 12“ So, ; S; 


~ 
— 


+ e + (— l)o S, 1) 
___ (а, Se + ... + a, S; 十 a, D +a, xŠ, + Ra, ) 


= 5,, 
上 面 最 后 一 个 等 号 由 本 题 第 (2) 题 已 证 得 . 且 对 一 切 m 均 成 立 .第 一 个 等 式 证 毕 . 


同 理 ,对 第 二 式 用 数学 归纳 法 . 4 m= 2 时 ， 
1 k 2 Ay 1,2 
因为 о = > ziz; = >| (252) ирэ = 29: S) = 5 


1<i<;i<n 


因 ву =S; K S,= s, — 300: + Зоз ‚ЖП 
(5. 5:035. zo — 5) 


со | 


бз = (S, — с + Зоо) = 


= QS, + S: — 3S. S.) 


S 1 0 
— sI S 5; 2 
S Š S 


BR Sml 均 成 立 ,; 当 m 阶 时 ,把 右边 行列 式 按 最 后 一 行 展 开 有 
右边 = 一 i[( 一 ”11S (m 一 1)! +(=1)”t?S_ _, + S, (m—1)! 


p m—1)! 
+(—1)”” Sm- * G: ° 21 Hee HCS 1) 'S,.(m-—1)(m—2)1! oo 


+(—1)2?”(m—1)1 S, * Sm- ] 
一 ] mil 
= 18,8, 0а 1085,00 Ст ° > * Om-? 


+(—1)” SiGn- J 
(— 1”! | 
=— S, +S, ла +5, за Hte Sa, , T Siami) 


=(— 1)” * a, 5n. 

所 以 对 一 切 mm, 第 二 个 公式 成 立 . 

为 了 简化 以 下 习题 的 求解 过 程 ,我们 给 出 : 

表 对 称 多 项 式 РОХ, ，…,X) 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 p(g1，…,o) 的 方法 . 

53. 对 下 列 多 项 式 的 根 , 求 相应 指出 的 对 称 多 项 却 的 值 . 

(1) X:—3X°—5X+1, УХ. 

解 ” 先 把 已 知 对 称 多 项 式 写成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 因为 该 对 称 多 项 式 为 4 次 
齐 次 部 分 , 首 项 的 客 排 成 数组 为 (4,0,0,0,0) ,满足 三 条 件 的 所 有 可 能 的 数组 (0 ,1; ,i, ,1,， 
/5 ) 为 

(4,0,0,0,0),(3,1,0,0,0),(2,2,0,0,0) 

(2,1,1,0,0),(1,1,1,1,0). 


所 以 设 ХХ = à + Asto: + Bo} + Соз Do,, (+) 
以 下 取 (X;,… ,Xs ) 的 特殊 值 , 定 出 A,B,C,D. 
取 


(Xi, ， X.) == (1,1;0,0,0) ,有 бу 一 2, с; — 1, Оз — ос 一 O, 
(Xi, X) -一 (2,1,0,0,0), 有 О — 3, O: 一 2, Оз — бі 一 О 


2=16+4А+В А= —4 
| ^ 
PIMA ORA 1641814184448” B=2 

取 


9 


СХ; ‚***,Х;)=(1,1,1,0,0),ЯА с\=3, с2== 3, G, =l, G, = 0. 
СА, ‚***,Х)=(1,1,1,1.,0),Ж 01 一 4， o = 06, сз =4› d =l, 


得 
4=4'+16X6A+6 A 十 16C 十 DD. 


把 A,B 值 代入 , 解 得 
C= 4, Р=—4, 

故 > X! = of — 4вйо» + 205 + 40,0: — das. 

洒 Xi, X, X X, , X, HEMA X — 3X5 一 5X 十 1 的 根 时 ,o = 0,0 =— 3,0; = 0, 
da 一 一 0505 =— 1 
于 是 得 

Ў Хі = 2( 一 3)2 十 (一 4)( 一 5) = 38. 
(2) X:--3X2 一 X 一 7， > ` x. 
Е ”求解 过 程 同 (1) ,结论 为 
УХ! = gi — 6010: + 90105 + боїоз — 20 — 12010203 + 30 
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当 X, ; X; ‚„Х, 为 多 项 式 XX 十 3 多 —X—7 的 根 时 ， 


0 二 一 3， o 二 一 1]， 53 一 1 ， 


| 3 
故 > X; = 59. 
{== 1 


(з) X:—X—1, >》 IX (X, X (1,3,0) = {1,2,3), 对 各 种 可 能 求 和 ). 
解 ”因为 >)X(X; — XY =2X X, +2X:X, ++, 


所 以 > X, (X, — X,)° = 2916 — 18о;. 
当 X, X, , X, A X — X — 1 的 根 时 ， 
о = 0, o =— l, оз = 1, 
此 时 > Xi(X; — Х,)* =— 18. 


(4) 一 5X2 —2X+1, У(Х, X Y(X 一 XD)2 (ij ) = (1,2,3,4). 
# ”由 已 知 得 
> (X, — X 2 (X, — XK)’ =16X? XI 十 …， 
= 166$ — 48010; + 1920;. 
当 Xi , X, ,X, Xa 为 Xt —5X2—2X41 的 根 时 ， 
Il =Ü, o =— 5, Gs =, g = 1 
此 时 
> (X, X (X, — Х,) = 592. 


(5) X" 十 … 十 X 十 1，>》 ХХХ, (< i< <k =< n, n> 8). 


Ш f(X,,-:, X, = X XXIX 是 9 次 齐 次 对 称 多 项 式 , 首 项 为 X: X3X3 ,满足 三 
条 件 的 数组 (0 slered) 全 体 为 (3,3,3,0,…,0)，(3,3;,2,1,0，…,0)，(3,2,2,2,0，…， 
0), (3,3,1,1,1,0,--,0), (3,2,2,1,1,0,++,0), (2,2,2,2,1,0,++,0), (3,2,1,1,1,1, 
0,-+,0), (2,2,2,1,1,1,0,-+,0) (3,1,1,1,1,1,1,0,++,0), (2,2,1,1,1,1,1,0,-—,0), 
(2,1,1,1,1,1,1,1,0,-,0),(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,-—,0). KS 

f = os + Ав;оза, + Вос? Coio; + Ра\озо» + E 040: 
+ Foios: + Gosos + H oto: + Іс,о + J ocs + Ко», 


ЯХ 
(Ху, +, Xn) 一 (1 1 1 1) 00)， (1,1,1, —1,0,:--,0), 

得 

бА + В =— 15 А =— 3, 

一 

В = 3 В = 3. 

取 
(Xi ses Xn) —(1,1,1,1,1,0,++,0),(1,1,1,1,—1,0,+-,0), 

(1,1,1,—1,—1,0,5.,0), 

得 


20C + 10D + E = 27 C = 3 
as ss = <D =— 3, 
46—2р + E = 15 Е =— 3 
取 
(Xj, , Х,) = (1,1,1,1,1,1,0,---,0),(1,1,1,1,1, — 1,0,-:: 0), 
得 
9F + 2G =— 15 ҺИ 
一 > 
[一 Fs 
取 
(Xi X.) = (1,1,1,1,1,1,1,0,*,0),(1,1,1,1,1,1, — 1,0, ,0), 
得 


7H+ 3I = 12 Н =з, 
(оног 48 >” КАЙА 
JR (Х,,·..,Х,) = (1,1,1,1,1,1,1,1,0,,0), M /=—3, 
E Crises X,)=(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,--. ,0), M K=3, ДЖ 
f =o — Зогозол + 30104 + 30205 — 301030; — 30405 — 3010206 + базов 
十 3clo — Зо;от 一 Зоуов + 303. 
34 Xise X, 为 X" tet X+ 1 的 根 时 ,有 
ОС = оз = 05 = ду = os =— 1, 
бз = g, = os = ogos = 1, 
所 以 f =C—41)° —3X (—1) +3X (—1) +3 X (1) — 83 X (— 1) — 3 X (— 1) 
—3 X C —1]) +6 X (—1) +3 X (— 1) — g X (— ]) — 3 X[X (— 1) 
+ 3 X (— 1) 
54. НЕЗ XJ ЖК РЕ K AO FIREA, 
(1) (X + X, + Xi X, )( X, + X, + X, X, )( X, + X, + X, X; 2 
解 因为 /(X i, X, ,X,)= fs + f, + f + fs 
其 中 f 是 6 K3fFfIKX%£& TK ,人 它 的 首 项 为 Xi X: Xi, 所 以 fa = cs; f, E: 5 ККК, É 
HAMA 2X1 X: X: ТД f; = 20203; fe BI ATA Xi X; (B у Xi X, X), ДД n] iZ 
f. = oÍ; + Авуоз, X. 
f. = X X; ( X; + X) (X: + X, ) + X, X; (X, + X, )X X, + X, 2 
+ X, X; (X, + X, )( X; + X), 
取 (Xi,Xs,Xs) 一 (1,1, 一 1), 则 ao 一 1,o 一 一 1,o 一 一 1 АС ж ) R 0=1+А(—1), 
РЕ А =1. 
f: WEMA Xi X, GAMA X, X, X. ), 有 
Ўз = «Ху + X, )( X; + X, )X( X, + X;) = то + Воз, 
Ж (Х,,Х,,Х;) = (1,1, — DA B= 一 1. 
所 以 Jf (X i s X, , X.) =оо t010; Tos 2003 — 0; + os. 
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(2) (X: + X, X) (Xi + X, X. )( Xs + X, X; 2 
w HA XiX X, PIVAC L, I BAR 5(4,1,1),(3,3,0),(3,2,1),62,2,2). 
经 计算 得 
f( X, ,X, ,X,;,) = o: + o2 — боогоз + 803. 
(3) X X, X, + X, X; X, + X, X, X; 
Ж РКХ, .Х,,Х,) =0іоз — 20203. 
(4) ХХХ, X, Hee + X, X, ХЗХ; 
2 6 расо, — 2010304 41-204. 
55. 在 ZLXj 中 分 解 因 式 : 
X —1, X° —1, ХХ —1, Х*”—1. 
@ X'—1=(X—1D(X+1 (X° + X+1) (X° — X+ 1), 
X: —1=(X—1)(X+1)(X +(X +1), 
X? —1=(X—1)(X+1)(X 十 ])(X 十 XX 十 1)(X 一 关 十 1)(X* 一 久 + 1), 
XY 一] 二 (XX 一 1)(X 十 D(X 十 1) СХ +1) СХ +1)(X" +1). 
“56. 设 下 为 域 ,考虑 下 上 的 无 限 序列 
f = (а;) = (ao al s823"), 
两 个 序列 f= Са) g= СЬ) BJ IE X. 2 
Cai) + (Фф) = (a, + b,) 
积 定义 为 (a;) (БӘ = (c,) ,其 中 
с; = аб; + aibi + * афо, 
试 证 明 
(1) 下 上 序列 全 体 是 含 么 (乘法 单位 元 ) 交 换 环 ; 
(2) f=(a,) нй q BM H a, 0; 
(3 记 Х=(0,1,0,0,..), 
则 X? = (0,0,1,0,.…), 
X 一 (0,0,0,1,0,，…). 
记 X 二 (1,0,0,…), 则 任 一 序列 f 可 写 为 
f = (а;) = Y'a,X: = а, X° +a, X + a, X° pee 


(于 是 下 上 无 穷 序 列 全 体 记 为 下 LLXJ]J , 称 为 形式 医 级 数 环 ); 

(4) 设 映 射 pg: F>FLLX]] gla) =aX, M ç EFS, HRF F АК An Ж 25 , Вр 
platt) =Фф(а) -Ф(БЬ) ,ф(ађ) = e(a)ge(5). (由 此 可 把 下 与 FL[LXj]] 等 同 ,; 即 把 a 和 aX? 
等 同 , 从 而 FL[LX]]=(f=aoalX+as X +: |а EF); 

(5) ЕХ F[[ X ЈЕ РЖ. 

证 QD 显然 局 上 序列 全 体 对 加 法 构成 Abel # :满足 封闭 性 .结合 律 ` 有 恒 元 (0,…)， 
(一 qi) 是 (a;) 的 逆 元 且 有 交换 律 (因为 (a;) 十 (6;) = (6) + (а,)). 对 乘法 是 半 群 : 满足 封闭 
性 结合 律 ; 且 可 交换 即 (a,)(b;) = 二 (2,;)(a;), 有 单位 元 e 二 (1,0,…), 对 任意 f, 有 ef= fe= 
f. 乘法 对 加 法 有 分 配 律 . 故 是 含 么 交换 环 . 
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D Ef, i f s g=-(1,.0,::),g= (Б), MÉ aobo = 1,08 а„5©0; 
RŽ, a = 0.) а, ÆI F Нај, М ab, — l,.,a,b, Tab = 0,а,ф + ab, + ab, 
一 0,aobs taib: + а; Ta, b =0, нп] — Ki bosb bsb 等 等 , 即 可 得 序列 g5 (gi) 
满足 /е=‹1›,0,), К f A. 
D 由 序列 乘法 的 定义 ,显然 有 X = 二 (0,0,1,0,…) 等 . 
由 ж ф\а)=0, ax? 一 0, 故 知 
а\1.0,+) = (a,0,*) = (0,0,я-), 
得 а=0, РЕЯ ç 是 单 射 . 又 
ola +b) =(a +b)X° = (a + b)(1,0,:--) 一 (Ca 十 p0，…) 
= (a,0,+.) 十 420) = aX° + bX° = gla) + ob), 
olab) =(ab) X? = (ab,0,--) = (а,0,+)(ф,0,) 
=(аХ“)(5Х°) = ф(а) • ФОБ). 
O 因为 任 /ЄЕЇХ],Ж 
f =a +а X teeta, X” 
二 Qo ja X +e +a, X” + 0X”1 + 0X”2 十 … 
ЄК Х|] 
所 以 FLXJCFLLX]] | 
X FLXj] 和 F[[Xj]] 中 的 加 法 和 乘法 显然 是 一 致 的 . 
“57. 这 4 是 FLXJ 的 非 空子 集 且 满足 : О Ef ЕСА, /—ЄА;@Ж/ЄА,АЄ 
F(X], Mj h f€ A. KERUT A 称 为 FLX] 的 一 个 理想 . 试 证 : 
(1) 条 件 吧 等 价 于 A E: Abel 群 ; 
(2) 举 出 FLXj] 的 两 个 理想 例子 ; 
(3) 对 FLXj] 中 任意 多 个 多 项 式 { S ecs EE 
‘fi ies = РУ |h; € ЕГХ)) 


是 FLXj] 的 理想 ( 称 为 {f;} 生 成 的 理想 ); 

(4) FLXj] 的 任 一 理想 A 必 是 某 多 项 式 &LX] 的 倍 式 全 体 : 

A = {hd | h € F[X]) = <d}, 

H d(X)E A 中 多 项 式 的 最 大 公 因 子 . 

证 (1) ЖЕФ, MJ A 对 加 法 封闭 , 因 对 f,g€A, 一 gE€AhA, 故 f+ g = 
S-O DEA. XE JEA, 0=f—fEA,—f=0—fEA, k A E Abel #. 

(2) A= 次 数 大 于 的 多 项 式 全 体 和 0. 

B 一 一 个 多 项 式 了 的 倍 式 全 体 , 即 
B= fg | g € FX). 


(3) 因为 
> hifi — > h: f. — > (h, — А; ) f; 
СУА) -一 > Ch.) fi» 
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所 以 (六 ies 满 足 中 ,@ 两 条 件 , 故 是 理想 . 
(4) ER A 中 一 个 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 g(X), 则 对 任 一 FCX)EA, 设 
f(X) = g(X)q(X) +r(X), degr(X) < degg(X), 
于 是 r(X)= f —gq€ A. WR СХ) 50, 5 g( X) A 中 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 矛 盾 ， 
让 rr(X) 二 0,g(X)|f(X). 也 就 是 说 A 是 g(X) 一 d(X) 的 售 式 全 体 , 从 而 g(X) 是 A 中 多 
项 式 的 因子 ;因为 СХ) 469/8 T A, W g(X) 是 A 中 多 项 式 的 最 大 公 因 子 . 
"58. 设 m(X)EFIXj] 为 非 0 多项式, f , g € FLXj] 称 为 同 余 ( 模 m(X)) 的 意思 是 指 
m(X)|1(f 一 g)( 亦 即 f 和 gg Rm 除 的 余 式 相同 ), 记 为 
f = р (mod m), 
斌 证明 ， 
(1) Ж m(X) 同 余 是 一 种 等 价 关 系 , 即 =f (mod т); Æ f==g (mod m), W) g= 
f mod m); Æ =g, g==h ,WIJ /==Л (mod т). 
(2) # f==g (mod т), ў, =g, (mod т), lI] 
J+ fi = g + gi (mod т), ffi = ве, (mod m). 
# f=g (mod m), d E: f ,g,m 的 公 因 子 则 
f/d = g/d (mod т/а). 
{т f==g (тоа m) ,h È f ,g 的 公 因 子 , 而 与 和 2 互 素 , 则 
fih= g/h (mod m). 
(3) 按照 (1),FLX] 中 多 项 式 可 按 模 mm(X) 同 余 关 系 分 为 若 于 类 ( 称 为 同 余 类 ): 同 余 
者 在 同一 类 ,不 同 余 者 不 在 同一 类 . 则 每 个 同 余 类 可 写 为 
РХ ЖЕ X m(X) = (f(X) + g(X)m(X) | g(X) € Е[Х]) 
其 中 A(X) 是 该 类 中 任 一 多 项 式 . 
(4) 记 f= 二 ff 十 FLXjm, 定 义 两 个 同 余 类 的 加 法 和 乘法 如 下 : 
+в = +в, Рев fee. 
ШЕВ ШЕ ХЕЗ, Н Е[Х 1 mX F| 282 fk F[ X]/m( X) у М“. 
(5) X aE F, a >a EF|X]/ mX ERI. 从 而 常 可 记 5 一 ac, 即 视 二 者 为 等 同 . 
(6) ig degm( X) =n, Mi 
F[X]/(m(X)> = {as da X +: das X l |a € Е). 
(7) 4 m(X)= p( X) B K n[2J К, FCX] p(X) =E RR, НА F. 
(8) X€ E 是 p(X) 的 一 个 根 , 记 a= X , WJ 
Е =ta taia t e +a, il) = (fla) | f(X) € F[X]) 


= (а f,g € FEX], gla) 50), 


因此 下 也 称 为 添加 p(X) 的 一 个 根 到 下 生成 . 

(9) ЕЕК, Р(Х) тх) = Х +1, RABS KOE). E=R[X]J/( X: +1) Ж {КЖ 
AR Н) bak ПЫ, ? | 

证 (1) Q) H ml f— Х.В m|0, 91 /==/ (mod m), 

D Ят f=g (mod т), Д] m| f— g it m| g— Р, B] g== f (mod m). 
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@ # f=g, реА, m| f—g,m|g—h. Н f —h=(f—g)+(g—h),ËK ml f —h, Fl 
f=h (mod m). 
(2) Ф 由 f=g, 所 三 gi1;y 知 mlf 一 gm| fig m 
(f+ fi) — (gi+e) = (f —-g) Ср е), 


故 m|(f+ f) etg), 
Вр Р + fe#=g+g, (тоа т). 
同样 , 因 


ffi —gg = ffi —gfi T gf, ggi = (f —g)fí T g( ig), 
故 т ffi — gg BI ХУ, = ре. (mod т). 
@ # d 是 f,g,m 的 公 因 子 , 则 可 设 
f= һа, g= gd, m= md, 
故 由 =g (mod т) Я m| f— g, В m d| а-га. m | fig Ре fi= gi (mod m.) 
Вр f/d=g/d (mod т/а). 

О ЖА E f g 的 公 因 子 , 可 设 f= А, в gih, Н f==g (mod т) Я т (fi =gh, 
ВНА Уут 18, HEB 1 7 62 91 mlf,—g Bi =g (mod m), EREA f/h= /А 
(тоа т). 

(3) Ғ+ЕГХ ]m 中 元 素 显 然 属 于 同一 类 : i& f 十 gym 和 ff 十 gm 是 其 中 任 二 元 素 , 则 

(f + g,m) — (f + вот) = (е, — gm Æ m Юі, 


f T вт = f + gm (mod т). 
另 一 方面 ,与 f 同类 的 多 项 式 h《(X) 必 然 在 f+ FLX Jm 中 .事实 上 , 因 h 与 f 同类 , 故 
m|h— f, FE: h— f=mg (对 某 g€ F[X]), 故 
h = f + gm € f + ЕХ ]m. 
(4) 定义 的 合理 性 ; 设 Р f, BI 
f + F[ X]m = f, + FÍ X ]m, 
只 需 验证 f -g= fi +g, fg= fig ВИЕ 
fi+g=fitg, ЈЕ = fig. 
H f= f, Ж т|/—/,й т|(‹/+&)—С(/,-+Ед,),т| fe Рв. ХАЙ ВН fg= fig, 
fg= fig. 
因为 FEX] mX > 对 加 法 封闭 ( 即 f + = f+ gf — 1 Fi] Ях Ж), дЕ # А ТЕ СЫП 
(f+g)+h 二 f 十 (g 十 h)) 和 交换 律 ,有 和 零 元 ( 即 0 二 FLXjm(X)), 任 一 f 有 负 元 一 了 = 
一 广 故 FLX]/(m > 是 加 法 Abel 群 . 又 它 对 乘法 封闭 ,满足 结合 律 ,还 满足 乘法 对 加 法 的 
分 配 律 , 故 是 一 个 环 . 
(5) 对 a bE F, ж a=b, BI mla—b, M) R BEE а —2=0,--а=Ь,  а|—=а 是 单 射 . 
(6) 对 任 一 f(X)€ F[ X ], Z 
f(X) =m(X)q(X)+>(X), degr(X) < degm(X) = па r (X) = 0. 
РХ) = m(X)q(X) + (X) 一 天 X)， 
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(X) =a +ахХ +‘ +a, X” 1, 
则 
TOO = YA — aa +a X + Ба, ХХ = а Ta X ++ +a "7 
《因为 a; 与 a; 等 同 ). 

(7) 五 中 显然 有 乘法 单位 元 1=1. 任 取 五 中 一 非 0 元 p8, 则 8 可 写 为 8B=r(X) ,其 中 
r(X)=a + ta, 1 X 天 0, 因 为 degr(X)<degp(X)=n, A r(X)5 р(Х)›Н Ж, 
在 и(Х), (Хә) 

u(X)r(X) +u X) p(X) = 1, 
Вр 
и(Х) r(X) + o(X) p(X) = 1. 
ЁЖрОО)=тт(Х)=0=0(Е Ж 6 J ,1=1. их) 8=1, BI вй, kk E E Eu. 
(8) Р(Х =т(Х) = >p + p ХА. + p, X" , IJ 
pla) = p(X) = p + pb. X +- + p,X" 
=p T p X F Fp, X" = p(X) = 0 = 0. 
故 a = X 是 p(X) 的 根 .对 任意 FCX)E FLX], 设 
FCX) = p(X)q(X) + r( X), 
则 
fa) = p(a)qg(a) + r(a) = ғо), 
故 
Е = {f(a)| f € FLX). 
Wit t= f(a)/g(a),g(a)Z0,f,g€ FLX]. Ж р(а) 50, gla) € E #8 3 , RH 
g(a) ! 二 h(a) ,其 中 АХ) E F[ X]J,degh( X) —n. W 
t= f(a)/gla) = f(a)h(a) € E. 
故 
E = {f(la)/ gla) | gla) Æ 0}. 

(9) í F=R,p(X)=m(X)=X' +1 时 ,E 一 RLX]/《X? 十 1) 是 一 个 环 , 包 含 R( 即 a 

AF), H 
E = {as +a, X | a; Є R} = {a +X |a, bE В), 
E 是 一 个 域 . 任 一 非 零 pE E NEA 8=а+ЬХ=а-+ЬХ‚,а-+ЬХ-=0.[Ңа+ЬХ 5X? + 1 互 
Ж, 
и(Х) (а+ЪХ) + 0Х)(Х? +1) = 1, 
故 
u(X) (a + bX) = 1, 

Вр 8 =иСХ). јс X=;,W iB 2 = ХХ 1, 

Е = {a +bX} = {a +bi | a,b € R), 即 是 复数 域 C. 

59. 判断 下 列 多 项 式 在 Q 上 是 否 可 约 (p AARM): 
J = AX? 十 pX 十 1， g = Х*— pX +1. 
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= 一 1 
# рх) хорхе РО 10 ҳо. ВР pX] 


+(pX— р) +1 
=X’ — pX? +e +2pX— р, 
由 Eisensten H HEA, A ( X)= f(X—1) € ZLXJj 不 可 约 , 于 是 f(X) 不 可 约 . ДН f (X) = 
АХР ХЖ 
РКХ 1) = fi(X—1) СХ — 1), В ACX) = h. (ХЭА, (X). 
同 理 


#(Х—1) = Xe ре +a РРО + p. 


也 不 可 约 . 


1.4 补充 题 与 解答 


1. 求 次 数 最 低 的 多 项 式 f( X) ,使 得 f(X) 被 (XX 一 1)” 除 时 余 式 为 2X, 被 (X 一 2)” 除 
时 , 余 式 为 ЗХ. 
解 ” 由 已 知 , 有 
FCX) <a (X— 2 +2X = g(xX—2) +3X = g[(X—1)—1] +3X 
=9,[0Х — 1) —3(X—1¥ +38(X—1)—1]+3X. 
于 是 应 有 qz (3X—4)+ X 是 (X 一 1) ØEN, degg 21, 9 q. = Сах +b), СЗХ 4) 
(aX+b)+ Х= Зах — 1)“, {8 
— 4а +3b +1 = — 6а „ |a= 4 
— 4b = За b =— 3 
所 以 f(X) = 0х1) (4X—3)+3X=4X*—27X? 十 66X2 一 65X 十 24， 
2. РХ) = X (1 ХХ d-2X+2u g(X)= X: iX: +u 的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 
次 多 项 式 , 求 tu 的 值 . 
解 ” 因 为 F(CX) 一 g(X) 一 X2 十 2X 二 xz 所 以 X: 十 2 久 十 为 最 大 公 因 式 . W (X: 十 2X 十 
u) |g(X). 由 长 除法 得 关系 式 
— u = 2(t — 2) ц = 
и = u(t — 2) ЕХ | 
3. 是 否 存 在 正 整数 m 使 ?7|2 +19 
答 不 存在 . XZ n=3q-+n On <2), M 
2" +1 =2%l 十 1 一 8 2" +1 = 2 + 1, (mod 7) 
二 2,3, 或 5,( 当 nn = 0,1,8 2) (mod 7). 
上 2"|+-+15©®0 (mod 7), В} 7 仆 2" 十 1,《 对 任意 正 整数 n). 
4. 是 否 存 在 整数 5 使 712" 十 5b 对 任意 正 整数 成立? 
Z 不 存在 .由 3 题 有 
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b+1 2154 Dx = 0 
ТЕ ` т = ] (тоа 7), 
ф+4 “m= 
故 
2" -р==0 (mod 7)( 对 任意 正 整 数 n)btl1=b+2=b6+4=0 (тоа 7), 
这 不 可 能 . 
s. 设 f(X)=X:+-3X:t +X: + X1+3X+ 1,g(X)= Xt +2X: + X+2 , jË R и(Х), 
©(Х),{# и(Х)/С(Х)-+%(Х)/(‹Х)<=(/(Х),е(Х)). 
解 ” 用 轧 转 相 除 法 得 
(f,g) = X + 1, u(A) =— 1, (X) = Х +1. 
6. 已 知 f(X),g(X)C€C F| X], Же, ЖЕ (Хә, (Хх) ЄЕ[Х ], (949 
uf 二 vg 二 (f,g), 试 证 uX), v X) D H Ж. 
证 AA uf+og=(/f,g), Н (Ў, р) 17, ХОР, 6) |е, 


所 以 1, 


Í £ _ 
“ку? С, 


_ J _#_ 
Же > ,亲人 不 全 为 0, H Bezout 等 式 知 «(Х), (Хх) 9 &. 
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2.1 定义 与 定理 


定义 2.1 由 1,2,…,2 组 成 的 任 一 个 有 序数 组 总，… 5 称 为 一 个 n 级 排列 . 

Г THE) ii ottein Æ a > ta M p< q, ДКС, 2 ) 为 该 排列 的 一 个 揽 序 HER iee 
in 的 逆序 总 数 记 为 tCiiso…i,), 称 为 此 排列 的 逆序 数 . 排列 1 2…n BJ m PF38228 0, 称 为 自 
然 排列 . | 

者 tCiii2…i,) 为 奇数 , 则 称 排列 2,6662, ЖЕҢЕ], КНЕУ). 

互 换 一 对 数 的 操作 称 为 对 换 . 

定理 2.1 对 换 一 次 后 ,排列 的 奇偶 性 改变 . 

定理 2.2 任 一 排列 i,…*i, 都 可 由 自然 排列 经 有 限 次 对 换 得 到 , 且 对 换 的 次 数 与 
rz…z) 的 奇偶 性 相同 . 

定义 2.2 H тхп А а, (属于 域 F,1<i<m,1=< ;=n)#EF RB Җ Ж 


а dı? ... Ain 


Am Ap 和 аһ, 
称 为 F EFEBjJ— 4 m хп 和 矩阵 ,也 记 为 А = (a; ) „х, а 称 为 其 (7) 位 置 上 元 素 . 有 序数 组 
а; 


《ai a; ) 称 为 其 第 i fT ; 纵 列 数组 


RARP j Я. n> n £B E£ t; A n BA ЕЕ, а! 9 


аљ 
az s *** am 称 为 其 对 角 元 素 . 

W mX n EBE A= Ca) 5 B= (b; ) Жж ХУ A+ B= (a; tbi) AEF 5А = 
Caj) H RR ELK ЛА = (дау). 以 Max (ORRAT F BJ m X n ЕЕ. п 阶 方 阵 
тіс M, (F). 

1Xn Ж а = (a sasta) RRA F EO 数组 ) 行 向 量 , 全 体 行 向 量 记 为 Е". 行 向 量 
的 和 定义 为 (a "a, T (bi bn) = (a Tb "а, Hon) 3 A € F ЗЫ Et E ЖИЫ 
À Cai s**t san) = (Аа, s ÀAa,). 


а] * ал» 


ЖУ 2.3 F ЕЛ A= 的 行列 式 定 义 为 下 中 数 


Чы аа, 
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detA = >) C— Di) ду, az am ° 
Жр jo, 过 12-…n 的 所 有 排列 . detA RA n 阶 行列 式 . 有 时 也 记 为 | Al. 
定理 2.3 (1) 行列 式 对 行 有 多 线性 性 . 也 就 是 说 对 任意 ASS) AK aisar € Е.А, 


EF, 29 


Ol ai 1941 

Q; 1 @;—1 @;—\ 

det | Ла; + ра‘ | = Адеї| ai |+ u| aí 
@ +1 а:++1 Xit] 

On Qn ал 


(2) 行列 式 对 行 有 交错 性 , 即 若 有 两 行 相 同 , 则 行列 式 值 为 0; 
(3) {规范 性 )det1==1, 其 中 为 单位 方 阵 ; 

(4) 对 换 两 行 , 则 行列 式 变 号 ; 

(5) 将 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 上 去 ,行列 式 值 不 变 ; 

(6) 把 行列 式 某 一 行 元 素 缘 乘 以 人 , 则 行列 式 值 是 原 值 和 fE, BB 


Ci @| 
det Да; = Adet Qi ; 


(7) #8 W4T И], MIJ4y 3 N {Н Ж 0; 

(8) detA=detA' ,这 里 A 称 为 A АЮ, В А (а, nxn ШАТ = Chj dna o E rH 
b; =a; ISi, j Sn). 

性 质 (8) 说 明 行 列 式 中 行 与 列 的 地 位 是 相同 的 ,特别 关于 行 的 性 质 (1) 至 (7) 对 于 列 也 
都 成 立 . 

定理 2.4 和 定义 在 ? 阶 方 阵 集 上 ,对 于 方 阵 的 行 有 多 线性 、. 交 错 性 .规范 性 的 函数 , 存 
在 且 唯 一 , 它 就 是 行列 式 . | 

推论 定义 于 nn 阶 方 阵 集 上 ,对 方 阵 的 行 有 多 线性 、 交 错 性 的 函数 f 定 为 行列 式 的 
f (D f. 

定义 2.4 Ú l<; <; Ki <п,1<)ј <j, 646), «п. n ARE A S= Ca PRF 
第 二 zz 行 和 第 ji，…,j， 列 交叉 处 的 元 素 按 原 序 排 成 的 方 阵 称 为 4A 的 一 个 p 阶 子 方 


| 


| ,其 行列 式 称 为 detA 的 p 阶 子 式 , 记 为 
detA | ws 
Jı” p 
M A 中 删 去 第 11 |... slp 行 和 第 7) |, "°° Jp 列 所 余下 的 元 素 按 原 序 排 成 的 n— p 除 方 阵 称 为 
。37 。 


А ”| 的 余子 方 阵 , 记 为 人 КИ Я ,余子 方 阵 的 行列 式 称 为 余子 式 , 而 


J1 °° jp Jp 


1 。 
C Daya dera | x | 
7 НЕ .. “12 


称 为 detA Ии | 的 代数 余子 式 , 也 记 为 detA* Mi ри | 
ўл), Ту 
定理 2.5 (Laplace 展开 ) 任 意 取 定 行 列 式 的 二 上 ip ASi <i 61, п) T M 
于 这 些 行 上 的 所 有 可 能 的 Cr 个 pp 阶 子 式 与 各 自 的 代数 余子 式 习 积 的 和 ,等 于 原 行列 式 . 
БП 
detA= УЛ detA т | detA И ЕК | GIT 
l<; < а Jije Jeri" fn 
其 中 11°*°*1Һ 与 jj aiar 为 ] 2 … n 的 排列 且 ipti Sip Lr <, J + 1 < з <С)у,. 
推论 RAS) K n Bi E, A; Уа, АРК, WI] 


(1) det(a; ) — >S ajA; (这 称 为 按 第 i 行 展开 )， 
j=l | 


(2) > ays A; = 0 (24 £ Æi). 
j=l 


定理 2. 6(Сгатег 法 则 ) n TREE reor, 的 线性 方程 组 
алу Жу F arz £ А ах, = b 
= Hant + +a,,z, = b, 
的 系数 方 阵 A= (а, ) 的 行列 式 非 0, 则 此 方程 组 有 唯一 解 
r; = 2+ G = 1,.… ,7n), 
其 中 D, 是 把 1A| 的 第 7 СЬ, Е.Б). 
定义 2.5 设 A=(a;),B=(b;) 分 别 为 mXs 和 s Хп ЖЕЕ, 其 壬 积 定义 为 加 XX 矩阵 
AB=C=(c;), ЯН c; JE A 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 之 积 , 即 
c; = аай + asb; + а,б. 
从 定义 中 可 以 看 出 ,C 的 第 i 行 是 由 A 的 第 i 行 与 B 的 各 列 相 乘 而 得 ,C 的 第 ; 列 是 由 A 
的 诸 行 与 B 的 第 7 列 逐 一 相 乘 而 得 . 
定理 2.7 和 矩阵 的 乘法 满足 结合 律 ,对 加 法 的 分 配 律 ,与 数 乘 可 交换 . 
需要 注意 的 是 ,和 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ,没有 消去 律 , 即 由 AB=AC, 不 能 推出 B= 
ССА 可 逆 时 例外 ) ,这 缘 于 和 矩阵 的 乘法 是 有 零 因 子 的 , 即 A0, B 关 0 但 可 有 AB=0. 
定义 2.6 对 方 阵 4 , 若 存 在 方 阵 B 使 得 
AB = PA = I, 
则 称 A 可逆 , 称 B pA й wA B= A `. 
定理 2.8 RHE А = (а;), Æ detA 关 0, 则 A 可 道 ,其 道 为 
А = (detA) 'А*, 
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其 中 A' = (A; ) 称 为 АШЫ B ВРВ, А" 0,017 a ВИЖУ ТЕА. 
定理 2.9 (BinetCauchy) ЖА УВ 分别 为 nX; 与 ;Xn 矩阵, 则 
0, H n> s; 
detA • detB, 34 р = s; 
detAB = 
. khs +k 


l 2 "°. M Ë. л 
> detA | |+ detB( ) 当 n — s. 
(лек, < Ë, kz °° k, l 2 . °. n 
定理 2.10 i AB=C, HP A, BIIH n X s,s>x m Ж Е, MRR СВР 
11 saa 1, ki ... b, 
B det Á e detB ° 当 < 5; 
| | 一 2 i N nt ч i һ Ka М ' | 
Я 0 ММ > > s. 
定义 2.7 {ЕЛ A= (а, ) 中 ,@ # j 时 ,a; 二 0, 则 称 A 为 对 角形 方 阵 ; 人 @O f > 
j ata; =0, ДЖА 为 上 三 角形 方 阵 ;@ i<j 时 ,三 0, 则 称 A 为 下 三 角形 方 阵 . Bp 


li 


detC 


J! 


411 ГЕЛ! ГЕЛ: lln а 0 +*+ 学 $ 

11 0 . . 

A = аА = |, : RA = А 
а,» 

О O An nl а 


以 上 均 有 


detA — Qdos "а... 


2.2 解 题 方 法 介绍 


2.2.1 行列 式 计 算 的 一 些 技巧 


(1) 降 阶 法 . 

D 利用 行 ( 列 ) 初 等 变换 . 1) 交换 两 行 ( 列 );2) 菜 行 ( 列 ) 乘 以 k 信 ;3) 菜 行 ( 列 ) 的 & 售 
加 到 为 一 行 ( 列 ) 上 去 . 

D 看 行 和 ( 列 和 ) ,如 行 和 相等 , 则 均 可 加 到 某 列 上 去 ,然后 提出 一 数 . 

D 逐 行 相 减 (加 )， 

D Tk l ДХ. 注意 对 称 性 . 

(5) Laplace 展开 . 
一 个 复杂 的 行列 式 往往 是 以 上 这 些 步 又 的 联合 使 用 . 

(2) 升 阶 (加 边 ) 法 . 


| Ü 0 Ü 
1 ж ж 
di] 1 x< ] © 3 
$ |} = tJ Gin 
— А = X 0 а 11 di 
С п] а м 
O) Ela] c -| 
x< Ü danl e.s Unn +2 


这 里 升 阶 征 为 了 降价 ,在 * 处 加 上 所 需要 的 数 , 即 刻 可 以 简化 detA 的 计算 ,用 此 法 时 要 
. 39 。 


注意 行列 式 阶 数 的 变化 . 

(3) 分 项 ( 拆 开 ) 找 递 推 公式 . 

| B + ү [> "°. Brn | = | B, í: °. В, 十 | Вт B e.. В, | 

其 中 B80 二 1,2,…,n) 为 n 3E2] [п] E. 

(4) 利用 公式 

det(AB) = (detA)(detB) 

其 中 А,В 均 为 n 阶 方 阵 . 此 方法 关键 的 一 步 是 能 把 一 个 已 知 窜 阵 拆 成 两 个 (行列 式 值 匈 
算出 的 ) 和 矩阵 之 积 . 

(5) 利用 公式 

det( I, Е AB) = det(I, + BA) 

ЖФ A E n Хт ЖЕЕ, В Е m X n a Е. 

(6) 若 行列 式 元 素 含 有 未 定 元 z, 则 行列 式 是 关于 z 的 多 项 式 . 


т ж ... x 

f(x)= |. Е . ` |= абх— а): (r —a,). 
e ИА * 3 
>x ... 3 x 


通过 判断 f(z) 的 根 ,并 考虑 х" 的 系数 定 出 ayal，…… av 
2.2.2 几 个 重要 的 行列 式 


(1) Vandermonde 行列 式 


1 1 1 
21 T? + 
V Gzy = z.) = | л? z + од? |= (2; 一 х;). 
Іі 
ді д! ч; рт 
(2) 三 对 角 线 行列 式 
a b 
c a b | И `4 а? = 4bc 时 
D, = c а `. 一 а — В 
Ь (n+ 1)a”/2", Ħa? = 4b 时 


C a 
Ж ap 是 方程 XX* 一 aX 十 bc 二 0 的 两 个 根 . 
(3) 循环 方 阵 A 的 行列 式 


ао 4 1 42 4—1 

rl ао ај @»„— 
detA = 

dl] d аз co 


= f (1) f Cw) e flw) 
Ф 40 Ф 


其 中 (ш) =а taut Ба, и", = ехр(2кі/п) Ж п 次 本 原单 位 根 . 1, о, о, 6, 
w” HF HI HAMIR. 


2.3 ЈУ 


1， 试 计算 下 列 排列 的 逆序 数 , 从 而 决定 它们 的 奇偶 性 . 

(1) 13524867; 

(2) 953846217; 

(3) 7162534. 

2 (1) 5, НЕ]; (2) 24, 偶 排列 ;(3) 12, 18 E). 

2. H 1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 9 个 自然 数组 成 的 9 级 排列 中 ,选择 i,k 使 
(1) 142517&986 为 奇 排列 ; 

(2) 3729:1425 (ЕНЕ); 

答 (1) 1=8,4=3; (2) 1=8, k=6. 

3. ТЕЖ 1,2, ---,п 组 成 的 任 一 x НЕ, m БЕЗЕП ТЕ РЕНО 26 F£ b? 


答 一. 因为 自然 排列 1 2 n HEFEI TOTE, еу о Кп 


排列 都 可 由 自然 排列 经 有 限 次 对 换 得 到 ,而 每 经 一 次 对 换 , 正 序数 减少 的 个 数 怡 等 于 逆序 
增加 的 个 数 , 所 以 正 序数 与 逆序 数 的 和 始终 保持 不 变 . 

4. Ë 知 排 列 adi s G; stt” sAn 的 逆序 数 等 于 k, [u] : 排列 а» Cn 一 19 *°*°*%, 42 за] 的 逆序 数 等 于 
多 少 ? 


答 anD y, 因为 rla saz," san) =k, АЖЕ ansan- azyal 的 正 序数 为 


k, H 3 题 立 得 . 
5. 在 由 ARA < оп 组 成 的 所 有 级 排列 中 ,一 共有 多 少 个 逆序 ? 


答 号 ° "т 5л 级 排列 共有 n1 个 ,分 为 二 和 对， 其 中 每 对 排列 为 is，… ,i 


Яа сәй УУ А 题 可 知 жин жлне тя, 


6. ИЕН ТЕЛ ҢЕР, а 8 HE21 4 >É. 
Ж KEHNA kT Sy #E#l| А. 
方法 1 因为 对 换 一 次 后 排列 的 奇偶 性 改变 . 所 以 每 个 偶 排列 经 过 第 1,2 位 数码 的 


对 换 后 成 为 奇 排 列 ,所 以 上 所 六 同样 可 得 ;<k , kk k= =. 
方法 2 


因 为 Д, = 一 0， 


l = 1 
又 由 行列 式 定义 知 A 一 之 С 1001 = k l= 0, 行列 式 展开 为 n! 项 ,所 以 得 一 


. 4] > 


— 


n 


{ = p 
7. 选取 i,k 的 值 使 乘积 авзйвазааьыъааав A T 6 阶 行列 式 且 带 有 正 号 . 
Ж Н аааз аваа = A41 A62 Ar A34 A:s A26 
其 前 的 正 负 号 由 (一 1)7”” ER 4 6 k 3 i 2 ЛИНЕ, ВТЕ k= 5, :—=1. 
8. п 阶 行列 式 det(a, ) 的 反对 角 线 元 衰 之 积 ( 即 a1.az,_1*…an ) 一 项 有 怎样 的 正人 负 号 ? 


A (—])у©тт 12, = (— 1) 5 


= 


9. ШЖ z 阶 行 列 式 中 所 有 元 素 变 号 , 则 行列 式 值 如 何 变化 ? 
答 ”因为 A,( 一 a; ) 二 (一 1)"A,(a; ) ,所 以 行列 式 值 乘 (一 1)". 
10. 如 果 行 列 式 中 每 一 个 元 素 aj 乘 以 c*(c 关 0), 问 行列 式 值 有 什么 变化 ? 
解 ” 由 行列 式 定义 
A, Сау) = > (— 1772 др a>x;, ***a,; ° 


ЖЕ 
于 是 
A, (caj) = >; (— D AT ha c° аз, C A pj. 
即 每 项 前 乘 以 (0o att ==], 
所 以 行列 式 值 不 变 . 
11. 计算 下 列 行列 式 . 
l 0 0 0 0 
2 3 0 0 0 1 0 0 | —2 
(1) |4 5 6 0 01|= 一 2 3 0 К | =180 
7 8 9 1 —2 4 5 6 
10 11 12 3 4 
0 1 O 0 
0 + з 
(2) э. з, з, 0 |=(—1) n n) ] e 2... (n—1) e n=(—1)” 1 + n, 
0 —, *, n—1 
0 0 0 
0 0 2 0 


(m—1)(n—2) 


(3) 0 С K e | = (—]) Tl DD Zoey o 1=(—1) 2 enl, 


n Ü 
0 0 1 
—а —a — a, 
0 0 
(4) | O `”. : |=(—])” 2" (ад) = (—1"a,. 
0 0 1 0 


12. 由 行列 式 定 义 计算 


| 1 0 1 £ 
rH xt ,x 的 系数 . 
ж BAr 只 能 由 对 角 线 元 素 之 积 得 到 ,其 系数 为 8;z 由 axanasa 53 RRA 


为 一 6. 
13. Ж а, В.У 是 方程 产 一 1 一 0 的 根 , 求 行列 式 
a B y 
Ya B 
B Y а 
的 值 . 
Ж 由 已 知 有 w = 二 8 =y`=], aßy=l, 
所 以 № =a +В? 十 7 一 3apy 王 1 十 1 十 1 一 3 三 0. 
14. 计算 行列 式 : 
a b С а ф c 
r + ra 
(1) а a+b a +b+c 一 一 一 0 а a+b|]=a. 
-ri +r 
a 2а-ЕЬ 3a+2b+c 0 a 2a+b 
一 3 1 2 
(2) 2 3 一 1 一 一 27 一 1 一 8 一 6 十 6 一 6 一 一 42. 
1 —2 3 
46 24 36 10 24 36 
— сз 十 cl 10 3 
(3) | 80 34 70 |—— [10 34 170 .1=10 10 4 = ]000. 
124 44 114 10 44 114 
5 6 7 ë 26 6 7 8 
1 1 —3 
6 7 8 5| ¿+a |26 7 8 5 
(4) = = 26 2 —2 —2|=416. 
т 8 5 61 7=3,3,4 126 8 5 6 шр —] А 
8 5 6 7 26 5 6 7 


(5) 


(c—1) é (c+1)° cete |(c=1 2 é 20-1) ce 十 1 


1 
(b-1* В (+1)? l| a+a | (6—1) & 2(56-41) +1 
1 
(4—12 а (4+1)? 1 (4—1) аі 2(d'+1) а? +1 


1 —1 1 1 2 0 2 1 
1 — 1 — ] — ] са + c; O — 2 — 2 — ] 
(6) 一 一 一 一 = — 8. 
1 1 —1 —1| )2=1,2,3 |0 о —2 —1 
1 1 l —1 0 0 0 —1 


= а? (а+1)? (а— 1)? а? 2(а +1) а? +1 
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/ 6 5 
(7) |1 2 l|=14+18—10—30+14—6=0. 


3 —2 1 
2 1 З 2 2 1 3 2 
3 1 
3 0 ] —2 ri Frs 3 0 1 — 2 
(8) = — 0 6 
1 —1 4 3| —2n Tr 3 O 7 5 А 7 
2 2 —1 1 —2 0 —7 —3 
= — 55. 
х y Z 
15. WRI3 0 2|=1, 计 算 下 列 各 行列 式 之 值 ， 
1 1 1 
LT 2y 2z r у ж 
00 | o 1|=2.-41з о 2|=1 
2 2 
| I | 1 1 1 
X y 2 2 
3r +r 
(2) |3Zz 十 3 Зу 3е+2|— 一 0 =1 
cti y+1 +1 1 1 1 
Z 一 ] y—1 2—1] £ z 
(3) | 4 1 эп 0 2|=1 
—r; + r> ш 
1 1 1 111 
16. НЯ n 阶 行列 式 : 
1 2 + n—2 n—1 n l 2 = n 2 n—l n 
2 3 …… п—] n n l =. `". 1 O 
3 4 : : 
n —r; t r;+1 
(1) 
¿=n — 1, ,1 
п n n 1 O О 
一 (一 1)2 on 


. ДА 。 


— 2 


—3 


b, a, +s ee +з а, 


(2) 


1 о T ee s. e. 0 
b, а —b, Q - s 0 
b; —b, аз — b; { _ TT (a b.) 
b, — b; . i=] 
: : : . 0 
b, bó; = b, bb, *** *** а, — b, 


(3) 方法 1 Á .| |: 0 


Ва 0 0 ав 
at(n—1)B В = o B 


$ Q 一 O + 0 
c; +a ш * * 
= 2, эп ' 
: . . 0 

0 0 + 0 ав 


=(a—B)[a=+(n—1)8]. 
方法 2 
В В 
A, јести : | pn + : = 
В В 
В 
= (о — 8)" [ +. |- (а — В)" '[a — 8+ n 8]. 
В 


1 2 3 … n—l n 1 2 3 … n—1 
1 3 3 = 7 一 ] n 0 1 
(4) 1 2 5 … n—l n 一 站 十 天 : 
: ФО: : ¿582 3 n |: . °. . : 
1] 2 e.e … 2n—3 n : `— n—2 0 
1 2 3 +. я—1 2n—] 0 … .… .… 0 7 一 
=(n—1)!. 


17. 如 果 对 从 第 二 列 开始 的 每 一 列 加 上 它 前 面 的 一 列 , 同 时 对 第 一 列 加 上 原先 最 后 
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面 的 一 列 , 同 时 对 第 一 列 加 上 原先 最 后 面 的 一 列 , 问 行列 式 值 如 何 变化 ? 
解 ” 设 detA= ес B… B,), 则 
An = іеі + Bas б Fee 6 В, › Bea TBa) 
按 第 一 列 拆 开 成 两 个 行列 式 ,得 
An = | В , В: + р: vtt s Bri + B, 十 | В, › В! + > 0 1 + В, | 
JE — 1 1т Ж ЈАН 0, Вр cet c i 二 1,2,…,n 一 1; 第 二 个 行列 式 中 先 做 
一 cl 十 c, 后 逐 列 相 减 , 即 一 ci 十 ci-1,i 一 n,… ,3, 得 
A, = | BB % е B, ГЕ! Ba Bi Be Be | 
=detA + (— 1)” detA 
=|1+ C— 1)" |detA. 
18. 如 果 在 行列 式 中 ,偶数 号 码 各 行 的 和 等 于 奇数 号 码 各 行 的 和 , 问 行列 式 值 等 于 什 


? 


> 


E ”把 偶数 号 码 各 行 加 到 第 二 行 , 把 奇数 号 码 各 行 加 到 第 一 行 , 则 行列 式 值 不 变 , 且 
第 一 .二 行 元 素 相等 ,所 以 行列 式 值 等 于 0. 

19. 如 有 果 除 最 后 一 行 外 ,从 每 一 行 减 去 后 面 的 一 行 , 而 从 最 后 一 行 减 去 原先 的 第 一 
行 , 问 行 列 式 值 如 何 变化 ? 


@\ 
解 ” 设 原 行列 式 为 detA=det | : | , 则 新 行列 式 为 
а, 
Ql Q2 О 
d? 77 аз а2 а 
ri т 
A = — O 
= 2,3, 
nr- a nri a 
n ai Qn @| 


20. 证 明 : Я F A ЖЮН) ‘TANA det Ca; ), 如果 аз =— a; 对 任意 i,; 成 立 , 则 
det(a; )=0. 
Ш 因为 det(a; ) = ега; ) = де ( —a;)=(—1)"det(a; ) 
| = — јеі(а,), 
故 det(a; ) = 0. 
21. uFBH.; ШЖ РЕХАН ХЕК BJ л ж ERA, MITI K [Н E s 37. 
证 因为 det(a;)=det(a;,;)= det(a;) =@ет(а„), 
所 以 деса, ) 为 实数 . 
22. 一 个 7 阶 行列 式 的 元 素 由 条 件 a; 二 max(i,j) 给 定 , 试 计算 此 行列 式 . 


解 ” 由 已 知 | 
1 2 3 H 1 2 n 
2 2 3 n 0 0 
. . — n + ri . . 
A=|3 3 3 з 2 + `> К = пс)", 
i = 2, ,n 
. . . „ . . . 
n n n n— 1 2 1 0 


. AH ° 


A < A 
23. Чр ; -о,жав, |7 j 


(c—b)detA. 
A А. A 0 
证 = ü x БЕ 
В c B b В c—b 
24. 计算 行列 式 
l 1 1 1 1 1 
о 0 —2 —2 —2 
1 1 1—1 —1 一 
0 — —2 0 0 
1 1 -1 —1 1 
(1) =|—2 —2 0 — 0 
1 =} —1 1 —1 1 
—2 0 — 0 0 
1 —1 1 — 1 1 
-2 —2 0 0 —2 
1 —1 —1 1 1 =] 
0 一 2 —2 —2 
—2 —2 0 O 
一 (一 2) 
-2 2 0 
0 0 2 —2 
—2 0 4 
=(—4)|—4 2 0|=—160. 
0 2 —2 


此 题 主 要 反复 使 用 Laplace 展开 公式 . 实施 的 步骤 为 :第 1 行 梯 (一 1) 加 到 其 余 各 行 , 再 按 
第 一 列 展开 得 5 阶 行列 式 ;第 3 行 乘 (一 1 分 别 加 到 第 4,5 行 上 去 ,再 按 第 一 列 展开 得 4 
阶 行列 式 ; 第 3 行 加 到 第 2 行 上 去 ,第 4 行 加 到 第 1 行 上 去 后 , 按 第 1 列 展开 得 3 阶 行 
列 式 . 


1 1 1 
b С а 
(Ь+а), Eleta), а(а+а) 


d 
(2) =(b—a)(c—a)(d—a) 


а? р? с? d’ 


а Ь < d’ 


1 1 1 1 1 І 
—=(b—a)(c—a)(d—a)|]| b с а i+al b с d 
bš c’ d? р? с? d? 


=(a--b+c+d)(b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b)(d— c). 


这 个 行列 式 与 Vandermonde 行列 式 的 区 别 是 c: B 3E ЗЕ 22 BK EK K. 它 有 两 种 解法 : 
D 仿照 Vandermonde 行列 式 的 计算 方法 ,@ 补 上 一 行 一 列 后 ,利用 Vandermonde 行列 
式 的 结果 ,本 题 是 按 中 做 的 ,第 3 行 乘 ( 一 江 ) 加 到 4 行 上 ,第 2 行 了 乘 (一 ca) 加 到 第 3 行 上 ， 
第 1 行 乘 (一 a) 加 到 第 2 行 上 ,然后 按 第 1 行 展 开 ; 将 第 3 行 拆 开 成 两 个 行列 式 . 
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a|: о | Асер |: эз. O 
0 0 В, 0 0 1 
а ар ° а, 0 |, Qy а; 0а, {, 
= Л, —а =” 
1 B, 
一 а. 0 — an-an- — *** а В оз В. 
一 一 (ap 十 … tanba). 
у 0 0 
0 y . : 
(| s о] ТЯ сту, 
. 
y 0 О |х 
1 1 1 
Xl Xz х, 
| 7 z 
217? <; ° х" 
х" тї se e ат 


解 ” 此 行列 式 与 Vandermonde 行列 式 的 区 别 仅 在 于 最 后 一 行 是 z КЕ хл; ,一 
个 自然 的 想法 是 补 上 一 行 一 列 , 再 利用 Vandermonde 行列 式 . 令 
1 1 s.. 1 1 


21 22 +, 2 
У (xı 9 ° °° + T, Z) = | ++ е сео ое езе өөө өө 
z zz zl ж") 
x= 2 T} y” 
n 
=( || (х—х,))(|[[(—х,)) 
1=< < л j=1 


=(z— xi) (z=— x,)V,(zi ,TX ) 


男 一 方面 ,把 Vati (2; x "°" | XT, ,z) 按 最 后 一 列 进 行 Laplace 展开 得 
n+l 


V," Сг, р °° ° + X, sZ) 一 >` (一 1)" М, „А: 2%) a 


而 M,,n+1 妈 是 所 求 的 行列 式 . 比较 上 两 式 中 xz 一 :的 系数 得 
— (m + о, )V, (mi É Tr) = (— 12291 M,e 
所 以 | М,„+1 = (а 4 Ln) Vp, Сау, Tn). 
此 题 也 可 仿照 Vandermonde 行列 式 的 计算 过 程 求解 ， 
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(6) | 2 0 =° 0 ... Ln 0 


.s........ ....... .... . 0.0... 1.150... 0.0. a... ...... 0.0... 0... 0. ü. 0... рот 


п 1 п— 1 n 1 
dni 21 Cn? T2 Ann En 
— — —1 
жї! 0 т} 0 e. z 0 


Ж ”容易 看 出 此 行列 式 的 第 2,4,… ,2n 列 中 第 1,3,…,2n 一 1 行 构 成 的 是 Vander- 
monde 行列 式 , 记 为 VCz，… z, ;同样 第 1,3,…,2n 一 1 列 中 第 2,4,…,2n 行 也 构成 
V, Cz XT). 把 2,4,.… ,2n 列 换 到 第 1,- ,nn 列 , 符 号 变化 为 (一 1)* ,再 把 ] ,3,.*， 
2п—1 行 换 到 1,…,n 行 ,符号 变化 为 (一 1) 2 „М п Уп [B] ay (Е, 


ninm l) 
п 


= (— 1)” П (Zi — x, °, 


V, 1<k< i= 


此 题 也 可 直接 用 Laplace 展开 定理 ; 取 行 列 式 的 第 2,4,… ,2n 51], MI PE n 列 的 展开 中 只 
有 一 个 子 式 非 零 , 即 第 1,3,…,2n 一 1 行 构 成 (其 余 的 子 式 都 会 取 到 一 行 零 , 故 为 零 . ), 而 
此 子 式 的 余子 式 恰 为 第 1,3, ,2п— 1 列 YALT ‚п 行 交 叉 处 的 元 素 构 成 . 


1 3 =. 27 一] 2 4 se 2 
所 以 detM = detM | " ): detM [ n )C 1 y!+3+-- 201 
2 4 + 2п 1 3 s 235—1 
= (— D'e V, + V, = C— 1)" П (х; — x)’. 


lgan 


25. 1 n 阶 行列 式 detA 的 元 素 а, 都 是 变数 上 的 可 微 函 数 . 试 证 明 行列 式 的 微分 可 作 
如 下 计算 : 


(1) eA) Z detA, + detA,, 
其 中 A, 为 对 A 的 第 i 行 求 导 , 而 其 余 行 不 变 所 得 到 的 方 阵 (i==1,… ,n). 


d(detA) _ <s da (D ` 
(2) dq | — >` dt A,. 


i, J=1 


证 (1) 由 行列 式 定 义 
detA — 5 (— ] aa Si ‘а (t) as;, (Z) etanj, (t) ° 


于 是 


п 


— > (— Di 5 Га, GO а (0) a, (tJ 


јуја jn i=] 


= ( > (一 1): ау, ORRA (0) ал (2)) 
i=l 


= 3132 й фй Ín 


_ SA 
i=] 
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(2) 把 A, ж: 行 作 Laplace 展开 得 
А, =a (РА, 十 … + а; (Ay 十 … 十 a, GO) А„ 


= >a; (ÐA; 
j=l 
d(detA) _ < ос, 
故 — = 21А, = 2а DAs. 
26. 15 
411 adi? Ain 
detA = 
Ani, G,-1,2 Cr 一 1 ,an 
1 1 1 


用 detA;(j 二 1,2,…,n) 表 示 把 detA 中 第 j 列 元 素 换 为 X19T2 Znas l 后 而 得 的 新 行 
列 式 . 试 证 ; 


S1detA, = detA. 


j=l 


证 方法 1 利用 加 边 的 方法 ， 
因 为 和 AH — : A = 0, 


然后 按 第 一 行 展 开 得 : 
detA — detA, — detA,—.……— detA, = 0. 
方法 2 把 所 有 的 A; 加 边 , 然 后 进行 1,7 列 的 对 换 , 再 按 第 1 行 相 加 , 即 


1 09990 0 1…'0 
41; сүс, | 
detA; = : A, : A 
A nlj Жк—1 
1 ] 
0 1 1 1 0 ...... Ü 
п Tı 11 .. °... Ain — ra + T] 
所 以 Ņ detA, 一 一 | : |=; А 
= 1 Tri Чу ° et Anaon +,—1 
1 1 e e ] 1 


= detA. 


方法 3 ЖА, ЖЖЈ 列 展开 ,用 A; 记 detA 中 (7) 位 元 素 的 代数 余子 式 , 于 是 
detA= 二 A 十 A 十 … 十 A,,, 则 有 


я n l n п—1 n 
> detA, = > (У! 2А, + А, ) = >` A, + Уух; У\А, 
j=] j=1 i=l j= i] =1 


= detA. 
e 50 e° 


这 里 用 到 detA= УЗА, ШЖ >) А, = 0, 后 者 相当 把 det A 的 第 ; 行 换 成 1,…,1 所 得 行列 
式 按 第 ; 行 的 展开 ,i 一 1,…,n 一 1. 这 一 1 个 行列 式 值 均 为 0( 因 其 都 有 两 行 元 素 对 应 相 
等 ). 

27. ШЖ a, > 0 (= 1,2, ,п),а < 0 GZ. ЖУ а, >0 G = 1, , n). 试 
证 行列 式 Е 


dnl *** Ann 


证 对 行列 式 的 阶 数 用 归纳 法 . п=2 HJ , A; = aiaz — ага 220 成 立 . 今 假设 z—1 Br 
时 结论 成 立 , 则 当 n 阶 时 ,把 第 一 列 乘 ( 一 全?) 加 到 第 j 列 上 去 (一 2,…,n) ,于 是 


аз 0 ... 0 


/ N # 
р U22 **° аә, 


Anz 


Ann п— 1 


x айал аш * a, 
其 中 ai 一 а; апа; /ali ,我 们 要 证 明 上 面 这 个 п— 1 阶 行列 式 仍 满足 已 知 条 件 : 


, апа: _ Aå апал: 
(1) ааа — C = 0а 


>0, (因为 a, > |а), | ‚ау > |an |). 


а \\ а 11 

/ 4:141; . | 

(2) ai 一 他 一 一 < (1373, HX а; <0, —ana <0). 
11 
п П л п 
/ апа; | а ;1 

(3) Уа == Уау 一 Ai > 一 an 一 an 2) 一 

i=2 i=2 i=2 бї i=2 б11 


=— а; (1 + (Ја )/ ал) 


=— @\; (an + Dlan )/an > 0 
所 以 由 归纳 假设 


f Ё 
Q. e а, 


> 0, 
an? а, 
从 而 得 
detA > 0. 
28. 用 Cramer 法 则 解 线性 方程 组 
2x + о x;—5zxz,+ х, = 8 х; = 3 
(1) xz, 32, —6x,=9 х == —4 


202 —т,-Е2л,=—5/ xz; =— 1 


х 4х5 7 23 +6xz,= 0 204 == |l 


. 5] ° 


х +23 +z, =1 


B 
| 


XI +r, +x, 二 2 
(2) => 
x=, T+ x; +. = 3 T3 


Б 


оо|ке |> со | з 


2 
xı Fr: + xs =4 Z4 一 一 了 
221 十 3zy* 十 11zs 十 5z 一 2 21 = ~ 2 


z+ Xs 十 5r; 220, =] х = 0 
221+ x 十 3хл,+2лх=—3' 7 03 =l 
Xi 十 zz 十 Заз 十 4z 一 一 3 xı, =— i1 
Зх, -4=; + z, +2z, +3=0 z, =2 
Зх +52: 1323 Tom T650 _ zr, = —2 
бх, + 8x=; + zi 十 5z 十 8 一 0 z, =l 
Зх, +52, +3z, 7х, +8= 0 2 一 一 ] 
29. 设 а,,а,, ,…,a TERUR F 中 互 不 相同 的 数 ,2 ,5s,…,b, 是 数 域 下 中 任 一 组 给 定 
的 数 , 用 Cramer 法 则 证 明 : 存在 唯一 的 数 域 玉 上 ,次 数 小 于 的 多 项 式 f (X) ,使 
f(ai) = &;. 
证 i f(X) 二 co 十 cl 六 十 … 十 c,_1X”', 则 有 
co H ciai + алат = b 
Co + суа; 十 … + с az = b; 


(3) 


(4) 


co 十 cla + ` + сат, = b, | 
因为 a; 关 a;(i 关 站 ,所 以 系数 行列 式 V,(ai а," ,a,) 关 0, 于 是 由 Cramer 法 则 知 , 此 线性 
方程 组 有 唯一 解 co，,…,c,_1, 即 ACE. 
30. 用 古典 伴随 矩阵 求 下 列 方 阵 的 着: 


а b7? ] d —b 
D| | = | 
С d ad bc — с a 
—2 3 -i —3 5 9 
_— 1 — 
(2) | 6 0 ] -+| 18 6 sl 
4 1 —]1 6 14 —18 


cos0 0 — зіп] cos0 0 sing 
ө] | U -| 5 а I 

sinf O cos — 5100 О соѕӣ 
31. 32. 是 矩阵 乘法 ,直接 乘 即 可 ,解答 略 去 . 


33. (1) 证 明 两 个 上 三 角形 方 阵 的 乘积 仍 为 上 三 角 阵 (A=(ay ) 为 上 三 角 阵 是 指 当 
¿>J Bra, = 0. 
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(2) ЖЕНЕЛТУ F = # ЖЛ BE 38345 2 F = ñE G 4 i<j 时 az 一 0, 则 称 A 为 下 三 
角形 ). 
证 (1) 议 A= (a; ), B= (b; ) ,由 已 知 ¿g 时 ,有 Aij =0,b; = 0. 令 AB= (c; ), 24 
> hf, 
© = >T asb, — X anbu + ` aD 
k=] k=l 


k= j+] 


= 50 e by + Ya 。 0 = 0. 
k=1 


k= j+1 


(2) 9 А = (a; ) ,B= (b; ) ,由 E 知 1<.] 时 ,а; = р, = 0 w AB= (c; ) , l] 34 < 时 有 


п t # 
Cj — › аъбь -一 > ab; + > | asb; 
Ë = 1 Ë=] 


k= +1 
= X aa * 0+ 20 + b, = 0. 
k=1 k=l 
34. 计算 n 阶 行列 式 det(a; ) , 它 的 元 素 由 条 件 a; 二 11 一 ;| 所 给 定 . 
解 ” 由 已 知 
0 1 n — 1 0 1 п— 1 
— ri tri l — 1 — 1 
det (a; ) = 1 1 = n— 1, °. 1 
п — 1 1 0 1 1 — 1 
n— 1 n— 1 
0 — 2 — 1 
Са + c; . 
= (— 1)" (п — 1) • 27°, 
j= 1," ,n—1 
: . —2 : 
0 ... ... 0 — ] 


35. Z xn BF Jy FEF А 的 元 素 全 为 1 或 一 1, 求 证 detA Ж 2 一 :整除 . 
证 把 第 一 列 中 元 素 为 一 1 的 行 都 乘 一 1 后 ,第 一 行 的 一 1 倍加 到 各 行 上 去 得 


1 х se. 5 

detA = 0 = detA, |! = 2” detB,, , 
. А, 
0 


其 中 A, 的 元 素 由 2,—2,0 组 成 ,B,-: 的 元 素 由 1, 一 1,0 组 成 ,( 若 A 的 第 一 行 与 某 行 成 
比例 , 则 A 有 一 行 全 为 0, 此 时 detA ==0, 也 看 成 可 被 2 一 :整除 ) 故 证 得 detA 被 2 一 : 
整除 . 

36. 计算 n 阶 行列 式 


2п n 0 … 0 2 1 0 О 
„о: . . . ] A 
(1) |0 0 | 一 和 | 0 0 | =(n+1)n" 
. н . 
0 О n ?п 0 0 1 2 
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此 题 是 三 对 角 线 行列 式 , 提 出 nn 后 相当 a 二 2,6= 二 c= 二 1( 见 几 个 重要 的 行列 式 中 结论 ). 
«+8 aß 0 … 0 


1 
(2) 0 0 
aB 
0 0 1 atg 
а aß 0 0 B aß 0 0 
l atg О atg 
一 | 0 э, 0 | 十 |0 ] 0 


0 … 0 1 a+ 0 … 0 1 ав 


а aß : 
=a| 0 1 ав `. 0 | 十 ppA,- =a" FBA: 
э, ЭЭ, B 
0 = 0 1 «+8 
由 a,B 的 对 称 性 ,又 有 A 二 8B "十 aA,_i 
所 以 A A (a=). 
注 上 面 第 一 个 等 号 是 按 第 一 列 分 项 ;第 二 个 等 号 是 第 一 个 行列 式 中 第 一 行 提出 a 后 ,再 
乘 ( 一 1) 加 到 第 二 行 上 去 . 


1 0 0 ... 0 
ltz, 1+< ° 1+ x 
1] 1+а 1 十 z + 1+x*" 


1+5, 1+2 … 1+2 
(3) ⁄ i T2 юй], 1+5, 1 十 zx? e 1+2 


1 十 Z 1+2 + 1+2" | 
1 1 + z, 1 十 元 ... 1+5" n+l 


1 —1 —1 … —1 


2 
1 | £] Ф оф x] 
— e tc; Я 
1 => 2: ** 25 
J=2, n 
1 x< д? ж" 
2 0 0 ] 1 
2 
l zn мт] 21 ху = TY 
_ 按 索 一 行 _ ; А n 
拆 开 T2 T? X> | 一 Хә Xx; 22 
2 
l жх, х,у + z’ 1 жх, жі ++ д" 


— 2T1T L Va (x, „Бо tte , Z, ) — V, (1 +£] , "°" T, ) 


e A ° 


— 2[[х-—-[[ = —1)| T (2; — хь). 
i=] i=1 le Ё< гсп 
À 4—1 Ü s.. Ü f(A) 
— |] ri XÀ tri- 1 : 
4 = fO) 
( ) À 一 Qi 1= n," 2 Ü f 
—1 A— ao —1 А —а, 
=)" — aA а, -1 
Co Ст (Си 1 Ст @ 
(5) gT? pol mr —ri tri+ 0 Co n — 2 
1==п— 1, . e ° 
Ст"! Crt» ta~] 0) Ст"? Сл? 
这 里 利用 了 公式 CG? 十 C* =C ВС СС, СС Ср], 
所 以 де:А (т, п) = деА(т,п — 1) = +. =detA (т, 1) = |С | =1. 
а; 0} a, b; а; бз а,б, b, a, b; а, b; a, b, 
a, b; a, фә d° b; 4.9 b, Si mr b; аә б, Ur b, a, b, 
(6) a, Ё A» b; asb; азб, = b, b. a» b3 аз б; asb, 
aib, a,b, азд, а,б, 1 а» a; a, 
а: фб —a;b, а | b, — asb, аі, 一 CD 
0 a:b; — a;b: azb, —a,b; 
— bira + r; Ü 0 e 
1= |, ++, ] а16, ° ° 
0 0 ° 0 а,-10, —a,b, 1 
1 а, а» a, 


п— 1 
— 4} b, JI (ai b; -一 аф ). 
:1 二] 


37. Fibonacci СБА) Е, 由 条 件 F,= 二 FF 二 1,F,==2,F,= 二 FF,_j 十 F,_,(n 之 3) 
所 定义 ,求证 : 


F, 


38. 计算 ” 阶 行列 式 


тхл 


F, = F, + F, >. 


° 55 ө 


Б] 
1 41 тов at а? Фо 2 ar 
1 
l а; ° аў аў? се а 
А„ = : 
1 
l a, ° а а се а 
解 ” 把 A, 添加 两 行 两 列 得 到 一 个 2 十 2 个 变 元 的 Vandermonde 行列 式 . 
1 3 1 
1 41 тар а? at" а? až" twt а" 
Am: = |1 а, аа ak ак? ak” an” 
3 +1 
1 т o ee m 21 2012 x .. z 
1] z ` 2 Т а z з е! 


= V (а, УРА sZ ) 
#+ 1 kt? 


显然 A, 是 Ars 中 子 式 | O “| 的 余子 式 ,也 是 it: 的 系数 
再 看 等 式 右边 аба" 的 系数 ,为 此 把 右边 写成 如 下 形式 


V m (ai yet san 521 85) = (25 一 21) (х — а) (Xo 一 ami) "(Zo 一 а) 


e (2 — а, ) (zı 一 Qi) (zi — а) 
У, (а а, ) 
(0#а ' £ H3 2 47, ДЖО V, оъ t оаа (1092—70 
(2) Жл ERLE za MRR V, + One * orni( 一 1) 0091 
所 以 在 右边 的 乘积 中 zi Z ° 的 系数 为 У аа-а — Gn 40n— -2 
所 以 A, =| o, сыкак ЈУ „ба TET OF 


其 中 o= >` di a, да,а, 的 初等 对 称 多 项 式 


isj < < r «А 


39. 1 a; , b; 分 别 为 71 除 行 列 式 detA, detB 的 元 素 , 且 满足 b; 一 Уак ~ a; (7 


1,'#*,›,] 一 一 1,...,п), ИЕ. detB — (— 1) (и — l)detA. 


证 ”方法 1 Ws = Уа, BJ b, = s; 一 ay， 于 是 
k=l 


1 0 0 1 一 1 — 1 
JH |5 5р T а 517741, 51 — 41] Ain 
Sn Sa am ° Sn а, Sn — am * — Apn 

一 (2 一 1) —] — 1 

0 Tal ° — Aln 

Ü — 4,1 эте — Ann 


=— (m — 1) (— |)" detA. 
. 56 • 


—r 
p—s 


方法 2 ”利用 矩阵 乘法 和 公式 det, —aa)=det(1—a'a). 


1 
detB =4еї(5; —a;) = |A| : |(1---1) — А 

1 
1 

=(detA)(— D" | I— | :| (1…1) 
1 

1 

=фЧеїА,(— 1)" • |1 — (1.1) |: 

1 


=(— |)" (1 — n) • detA. 
40. iZ n 阶 行列 式 detA 的 元 素 为 az ,行列 式 


аі + х © 12 + x е Cin += 
4921 + ж (之 22 + x *° ° An + z 
detD = . 


аһа х ap H£ °` a, іх 
试 证 detD = detA + УЈА, ,其 中 A, 为 ai 在 detA 中 的 代数 余子 式 . 


1,J>= 1 


证 把 detD 升 阶 得 到 | 


l =x + 一 位 l —< — = 
0) ry + r; ] 
: D i 一 2,--,n+1 А 
— Ж °* — Ж — x — 2 
按 第 1 列 2 А А 
detA—| ” +. +] "|C p 
ал Ann 4—11 @л—1п 


detA + ж УА, +++ rS1A,, 
j=l j=l 


= detA + z X A;. 
i j=l 
41. 设 A= (aj), A; Жа, detA 中 的 代数 余子 式 , 求 证 
ај йз; Aiz T Ais °° аі-1 а» 1 
а — аз @ 2  @3 


УЈА,. 


азһ-1 С ат 1 
° i j=] 


dnn—l  ФЧял 1 
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Ain aiu Qa Я] Ain l Ain ај 1—1 
升 阶 Е 
左边 аһ а С 22 A2n—1 a), ] — Ido, a2 onl 9 
Ann Am 7 ap "Anni — Ann 1 n+l Ann Am ` Qnn- 1 n+] 


上 述 第 二 个 等 号 实行 的 操作 是 :c Hersen Бс, FC. 下 面 把 最 后 一 个 行列 式 先 按 
第 一 行 展开 ,得 n + n 阶 行列 式 , 然 后 再 把 每 个 п 了 行列 式 按 第 n 列 展开 即 得 结论 . 
42. 计算 n 阶 行列 式 
aitb, aitb, + a, +b, 
aztb а Б, + a,+b, 


(1) D, = 
a, +b, a, + b, s.. a, +b, 
аа 1 0 . 0 l .… . .… 1 
d° : : : б, b, °... “+ b, 
= ° M M ° > 0 ... ... ... Ü 
a, 1 0 0 0 0 
0, #n— 3 
= 一 ai th, n=] 
(al —a:) (b: – 6), п= 2 
sin2a sin(a Faz) … sin(al 十 ay ) 
(2) sin(a +a ) sin2a; ... sin(a; +a, ) 
sin(a, a) sinla, Faz) + sin2<a, 


Sinar Cosa 0 + 0 COSal СО$а; + ，… соба, 


Sina? соз; 0 = 0 slnal Sim; … … sina, 


一 : : : : 0 0 ese e 0 =0, (n>2). 
sina, cosa, 0 0 0 0 0 
À 2 3 n 
1 A+1 3 n 1 
(3) |1 2 A+2 + : == | (А—1)1, + |: |(1,2,++›,л) 
. . . . н | 
1 2 和 人 十 ?2 一 1] 
1 
— raan l s.. : 
一 (A 一 1) 112401,2, n) | : 
1 


. K ° 


==(А— 1" wu 


do di аз ste Cn 一 1 
На.-1 до 。 。 ° 
(4) : ээ, 7, a, | 一 detA 
. . . . а, 
ца; б бб да а» 


E b G r uN u 的 ?次 根 ( 即 и" ==), 


1 
do 十 CU 十 … фа, ри" 
u 
а taut + apru 
А| |= [TE |= fa 2 
п—1 Ha tau + w Бауи" а 


и 
其 中 Jf(u)=a Tau a,- iu" ,这 里 用 到 и и" „пи == и"! ЗЕ. 
RIJ о = ехр(2кі/п) A п KERAMA =l, wl, 0< <и) ;于 是 对 任意 取 定 
的 一 个 a 二 Yu Є С,а,оа зоа», "а" la 互 异 且 均 为 4 Юп ЖА. іс 


W, — wa ° 方 阵 W = (W, , W, °. W, ) 


则 由 上 述 知 AW, = f(ola )W, , ñ 
AW =(AW,,AW,,--- , AW, ,) 
= ( (а) М, (оа) М, +, flo la)W, ,) 
fla) 

— (WWW, ) .. | 
L fo la) 

=W < diagi fla), (оа), t, flo la)) 
因 detW 是 Vandermonde 行列 式 , 非 0, 故 上 式 两 边 取 行 列 式 知 有 

detA = f(a) (оо) + flo la), 


а} а» аз ... a, 
а, а 1 42 an-ı 
(5) " 
а: 
~ d? Яз а, а | 


解 ЛЕ (4) 1, РС) а Ta z+ Бах"). 
43. 设 Si 一 入 十 如 十 … 十 入 (二 1,2,…), 求 证 
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S, S, S m s.. Son 
证 明 ”把 左边 拆 成 两 个 行列 式 之 积 , 即 有 
] aas bss оне 1 1 À) s... ове дт! 


дт: çs — sos онә А! 1 д, sse ое Д”! 
= (V, (А; 9 人 2 > ° °° ‚„А,))* 一 右边 . 


2.4 ЖЭ УЖ 
1. 计算 行列 式 
1-а, + Р; 41 + b; ... a, + b, 
а; + bı 1+а +b `°: а; + b, 


a, + b, a, + Ё, s.e 14-а, tb, 


а +b atbh: °“ a + b, 
@» + b, @2 + b, ... d> + b, 


п + bi a, + b; "° аһ + b, 


а 1 
a. 1 ñ 1 d ñ 1 | а» 
= | I, 一 了 + 
u : b b, b, í b b, b, 
a, 1 
>a, n 


= |+ |. | = (1+ Pa) (1+ 515, )— л Уа. 
S'ab, So, k=1 k=1 k=1 
k=] k=] 


方法 2( 加 边 ) 


— bi — b; ... 一 b, 
Wz 0 1 十 а + Ё; а + b, ... Ul + Ó, 
和 ,一 一 一 0 12 + б, ] + а, + b. ... а» + Ё, 
0 a, + b. a, + b; о. 1 + a, + 6, n+l 
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1 — б, — р, — р, 
1 ] +a. а} а 
r, + r, 
а; 1 十 as а; 
(= 2, n + 1 
1 а, а, 1 + a, n+l 
1 O О Ü О 
0 1 — б — b; — b, 
加 边 | 一 QI ] 1-а; а a, 
— do 1 Ay 1 + а, а: 
а, 1 An An 1 + a, п+2 
I 0 1 1 1 
О l — b, — р, — b, 
сі + c; — @, 1 ] O $ 
j=3,-n+2 |а 1 0 
: : : .. 0 
— An 1 0 Ü n+? 
1 十 >》a 一 7 l l 
£= 1 
Басо |— фаб, 1+ УЬ, —Ь — b, 
ajej 十 cl 一 Cl i=] i=] 
J = 3, n + 2 0 0 1 0 0 
. А 0 。 : 
: : : >. 0 
0 0 0 0 +2? 
-一 (1+ У\а,)(1+ Хь) пу ab. 
k=1 k=1 k=1 
1 1 | 
1 十 ai ] 1 
| 14 ' „ 0 I] +a, 1 ] 
a `. : 加 边 . . 
.方法 1 | . А 一 一 | 0 1 1 十 az `+, : 
| : : э Ээ, 1 
1 1 1+а, |, 
0 1 1 lta, 
1 1 .. 
— ] d] 0 0 
— ri +r; _1 0 | 
¿= 2, #n-+ 1 аг ° 
оро 
— 1 О s Ü а, | a+1 
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ден ta 0 а 0 0 
j = 1 : 0 КО 
ar 
0 0 0 а, | 
一 (1+ 1) а. 
i=] Ci/ is] 
а, 1 1 1 
方法 2 A,= +|: | 
а, l `` 1 


记 A=diag{a ,Qs › ***,а,) а= (1,1, 1) MÉ 
A, =det(A + ос!) = (detA)det(I, + A la • ат) 


=~(detA)det(L +a! + Аа) 
_ T ~al 
=(Haj)(+ > z}. 


3. ЙА п Л ӘЛ ААТ =1],|А|<0,|А-+1|.. 
解 ” 由 已 知 (detA)*= 二 1, 有 日 |A| 二 0, 所 以 detA= 二 一 1, 又 因为 


| А+1|=| А+ААТ |=] A|| I+A7 |=—|(1+А)Т |= I+A], 
所 以 | A 十 了 = 0. 
4. Z A,B 均 为 n ИУ. 1А =2,|1В|=— 3,1% |2А* В! |=? 
解 因为 A-! =A ,所 以 A"=|A| -A1=2A1. XH AA =I, BB `=]. M 
‚_ _ 1 l 1 1 
| l] >  =—-— — l| — — -一 ~ 
行列 式 知 1B | B| 1А | ГА | СМ 
2А" B |=] 2 + 2А1В |= 4" | A7 || B? |= k 29, 
1 1 —1 
5. 已 知 A=|0 一 1 1|, 目 A 一 AB=L, 求 矩阵 В. 
О 0 1 


解 ” 由 已 知 detA 二 一 1, 故 A пй. Н А! ДЖ Л E А –АВ= І, 两 边 得 
A—B=A'— В = А – Ат! 


М. 
Ап An А 1 1 O 
А 一 一 Аз А» Аӊ|=|0 —1 1l, 
ao Аз А, 0 0 1 
故 
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0 0 —1 
sa 0 0 |. 
O 0 О 


6. 设 三 阶 方 阵 A,B 满足 :4A-1BA 一 6A 十 BA, 且 А= ав зот) , 试 求 B. 


解 ” 因 为 A 可 逆 , 所 以 在 已 给 矩阵 方程 两 边 右 夹 A“ 得 : 
АВ = 61+ B—> (A — DB = 61, 
3 ` [3 
所 以 В = 604 – р = 6 | 4 |—1, -| 2 | 
7 1 


• 63 ° 


3.1 定义 与 定理 


定义 3.1 设 下 为 任 一 域 ,方程 组 
atı F aux; + * + az, = b, 
| soos soto rrr, (1) 
am Ti + a,2 z, Б Ба, = бы, 
称 为 域 下 上 的 n( 变 ) 元 m 个 方程 的 方程 组 . mXn ЖЕЕ А = Ca) PRA Б ВЕ. 此 方程 组 
也 可 以 用 和 矩阵 乘法 写 为 


Ах = b 
其 中 r= (z, ,z,)' 为 未 知 元 列 ,5 二 (61,… b.) ЕЩ], тх (+ 1) (А,Ь) 
Ур ЖЕ. 
当 b=0 时 ,方程 组 
Ar = 0 
称 为 齐 次 线性 方程 组 . 


定义 3.2 对 方程 组 的 初等 变换 是 指 
(1) 交换 两 个 方程 的 位 置 ，; 
(2) 用 非 零 常数 和 AEF ЖЖ 7 ЖЕН) ЙЛ; 
(3) 把 一 个 方程 的 常数 倍加 到 另 一 方程 上 去 . 显然 这 三 种 变换 都 是 可 逆 的 . 
定义 3.3 Ж ШП 
Zi Баар Zi + Ох, He Hor, + +a, xX» = 有， 
Ti 十 … 十 0Zi He +a, z, = b; , 
... ces sue (2) 
z, He ar = bl, 
0 一 5- 
的 方程 组 称 为 ( 既 约 ) 阶 梯形 方程 组 . 
定理 3.1 (Gauss 消 元 法 ) nn 元 线性 方程 组 (1) 经 过 初等 变换 可 化 为 同 解 的 阶梯 形 
方程 组 (2). 此 时 若 br 关 0( 即 存在 着 未 知 元 系数 全 为 0 而 常数 项 非 0 的 方程 ) , 则 方程 
组 (1) 无 解 ; 若 6,+1 二 0, 则 方程 组 有 解 , 且 恰 有 7 一 r 个 自由 未 知 元 (r 为 非 0 方程 个 数 ). 
Ж 当 n( 未 知 元 个 数 ) 二 m( 方 程 的 个 数 ) 时 , 齐 次 线性 方程 组 定 有 非 0 解 . 
定义 3.4 以 下 三 种 变换 称 为 对 矩阵 的 初等 行 变换 : 
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(1) 交换 和 矩阵 的 两 行 ; 

(2) 以 非 零 常数 乘 以 矩阵 某 行 ; 

(3) 把 矩阵 某 行 的 非 0 常数 倍加 到 另 一 行 上 去 ， 

定理 3.2 每 个 矩阵 均 可 经 行 的 初等 变换 化 为 行 既 约 阶梯 形 : 


Ü ... 0 1 ... Ü ... 0 x ... y% 
] 0 x x 
] x x 

Ü 


其 特点 为 : 

(1) 非 0 行 的 最 左 非 0 元 素 为 1, 且 此 1 所 在 列 的 其 余 元 素 为 0. 

(2) 各 非 0 行 最 左 非 0 元素 1 的 位 置 , 随 行 号 增加 而 右 移 , 若 有 零 行 均 排 在 最 后 . 
最 后 的 0 可 能 是 子 方 阵 ,也 可 能 没有 . 

定义 3.5 Ж [ЖМ 的 秩 即 其 最 高 阶 非 0 子 式 的 阶 数 , 记 为 rankM 或 rM). 

定理 3.3 行 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 

定理 3.4 nn 元 线性 方程 组 Az=b 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 和 矩阵 与 增 广 和 矩阵 的 秩 
相同 , 即 rCA)=r(A.b), m BR 345 RERA Azx=5 有 人 解 时 , 解 由 nn 一 r(A) 个 自由 未 知 元 决定 . 

Ж n 元 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 有 非 0 解 的 充分 必要 条 件 是 n—r(A)>0. 

定义 3.6 设 4 为 方 阵 ,如 果 存 在 方 阵 如 使 

АВ = ВА = I 

则 称 A 是 可 逆 的 (或 非 奇 异 的 ,或 满 秩 的 ) ,此 时 称 B AA 9,027 B=A 1, 

定理 3.5 „ИРА 可 闭 的 充分 必要 条 件 为 detAzS0,(ËB] г(А)=л) B 4 A прв 
A А '=(detA) A* ,是 唯一 的 ， 

Юй ВШ ЕШ. 

(1) (А) :=A,， (2) (А!) !=(А7!)т; 

(3) (АВ) = Вв'А'; (4) (АА) = 4 (AC F,AZ0); 

(5) detA ‘= (detA) 1; 

(6) 如 果 A пй, A Ах=5 #HE—ff x = A b. 

(7) НА жтхХпЖЕ,Р Ж m МАУ, О E: n E; n] ‚ШЖ 

r(A) = г(РА) = r(AQ) = r( PAQ). 
ЖХ 3.7 设 下 为 任 一 域 ,F 中 的 n 个 数组 成 的 有 序数 组 
(а, sas" ,а,) (a. € Е, 1=< ¿< n) 

称 为 下 上 的 一 个 半数 组 行 向 量 ,a; 称 为 其 第 i 分 量 (1 志 i 志 n). £ IK n 数组 行 向 量 记 为 
所". 规定 两 行 同 量 (a1,…,a,) 与 (51,…,b,) 相 等 意义 为 a, = 5b,(1<¿=<n). 

定义 3.8 行 向 量 间 的 加 法 定义 为 

(al，… san) F Cbi b.) = (gb a, + b,), 
域 丰 的 元 素 也 称 为 常数 .GE 下 与 行 向 量 的 乘法 称 为 数 乘 ,定义 为 
ÀA Cai stt san) = Qa, ÀAa,). 
。 65 ° 


F" 中 行 向 量 的 加 法 和 数 滋 满足 如 下 规律 : 

(1) 行 向 量 集 F" 对 加 法 成 Abel 群 , 即 满足 : 

O 加 法 交换 律 a 十 8 二 Bp 十 a， Va BEF”, 

D 加 法 结合 律 (а у= а+(8+Уу), 

О 存在 零 元 素 0=(0,… ,0) ,使 0 十 a 二 a， 

Ф ff — а] 8 a= (la stan) B 6 о (а ,一 Ga) 使 一 xc 十 ac 一 0. 

(2) 数 乘 满足 (与 域 F 的 运算 及 回 量 加 法 的 协 合 性 ): 

D AGa T) =Аа+АВ, 

D (А. РА )a 一 Ma 十 12a， 

(3) (inz)a 王 人 (AMza)， 

D la=a. 
ОЧЕВА, ,А,АЄ Е, а, B, УЄЕ"). 

定义 3.9 域 下 上 ”数组 行 回 量 集合 F 对 于 上 述 定 义 的 加 法 和 数 乘 ( 及 其 满足 的 8 
条 性 质 ) 称 为 域 下 上 的 2 数组 行 向 量 空间 (或 ” 维 行 问 量 空间 )， 

类 似 地 ,可 以 定义 半数 组 列 回 量 空 间 F°, Вр 

F% = (Cass a,)' (азба, € Е}. 

定义 3.10 (1) Заа 8€ F° ЖУ Е" РУН Ва, , a, НЕМАВ. E dB ff £ W 

数 4 ,… ,4,;EF 使 
B= Ма T" Аа; › 

此 时 也 称 8 可 由 ai，a RER tH. 

(2) 行 丫 量 组 1 BC 天 称 为 可 由 网 量 组 ta ,ay CC 天 线性 表 出 ,是 指 每 个 
&С1< т<) HÍ Hi ar, a, 线性 表 出 . 

(3) FW fr ЖН Si 与 S, 可 以 互相 线性 表 出 , 则 称 二 者 等 价 或 线性 等 价 5 
S, ~S. 

显然 零 回 量 可 由 任 一 组 向 量 线性 表 出 . 单位 向 量 组 a. 一 (1,0,…;0)，…,e 一 (0,，…， 
0,1) 可 以 线性 表 出 任 一 向 量 . 

定义 3.11 АЕ asa E 有 (之 1]) 称 为 线性 相关 的 ,如 果 存 在 不 全 为 0 的 常数 
АУА € F f 

Моа + °° + Аа, = 0; 

否则 称 al ,… о, 是 线性 无 关 的 或 线性 独立 的 . 

所 以 al，…,a; 线性 无 关 意味 着 : 符 Miai 十 … 十 Ma =0, ДИ А, = 6 А, = 0. 

引 理 1 HEH a, CF 线性 相关 当 且 仅 当 其 中 某 一 个 问 量 可 表 为 该 组 其 余 问 
量 的 线性 组 合 . | | 

引 理 2 C) GEH а; = (а, a, )€ К ( 1 < s)ZË FE G 2 A, ШВ <” B [u] Et zB 
a, = (Qa di заа) Є Е” (1<¿=< s) 152823. 

(2) # Ж#Н В = (Ба, b, ) € F" (1< ¿=< s) FE 38 2 , АНА ЖН 8* = 
(Ба, ba Í) € FE GX kn) (1<2<5) фа ЕН Ж. 

定理 3.6 ЖІП ar, a, 可 由 个 数 比 上 少 的 向 量 构 成 的 向 量 组 线性 表 出 , 则 
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Ai s**t 0, 线性 相关 . | 

жі 若 线 性 无 关 的 向 量 组 w ,……o 可 由 81,7, 线 线 表 出 , 则 < s. 

&2 F 中 任意 n 十 1 个 向 量 必定 线性 相关 . 

系 3 两 个 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 具有 相同 的 向 量 个 数 . 

定义 3.12 设 S 是 一 个 向 量 组 ,TT 是 S 的 子 集 . 如 果 工 是 线性 无 关 的 , 且 S 中 没有 
包含 TT 的 更 大 的 线性 无 关子 集 , 则 称 T E: S 的 极 大 无 关 组 或 极 大 线性 无 关 组 ， 

定理 3.7 一 个 向 量 组 S 的 各 个 极 大 线性 无 关 组 相互 等 价 , 含 有 癌 量 的 个 数 相 同 (此 
个 数 称 为 向 量 组 5 的 秩 , 记 为 7(S)). 

定义 3.13 和 矩阵 A 的 行 秩 即 为 A 的 行 向 量 全 体 组 成 的 同 量 组 的 秩 , 记 为 rankr (A) 
或 r.(A). 同样 矩阵 A 的 列 秩 r.(A) 即 为 A 的 列 向 量 组 的 秩 . 

定理 3.8 行 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 行 秩 , 也 不 改变 矩阵 的 列 秩 . 更 进一步 , 行 的 
初等 变换 不 改变 矩阵 任意 列 间 的 线性 相关 性 , 即 若 矩阵 的 第 jione, 列 原 是 线性 无 关 
(或 相关 的 ), 则 行 初等 变换 后 这 些 列 仍 是 线性 无 关 ( 或 相关 的 )， 

由 此 定理 得 到 求 向 量 组 a,oa EF 的 极 大 线性 无 关 组 的 方法 . 

把 xz 作为 矩阵 的 第 i 列 , 即 令 А = (ат, +. ,аі ) ,对 A 做 初等 行 变换 化 为 既 约 阶梯 形 
A , 设 A 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 为 &， ，… G. „а: ,… a, Да, a, 的 极 大 线 
性 无 关 组 . 

定理 3.9 和 矩阵 的 秩 . 行 秩 和 列 秩 三 者 相等 . 

系 detA=0 АХ 4 A 的 行 问 量 组 线性 相关 . 

定义 3.14 УВЕ" (= (Ca, .a,) la, € F))8J— + ЧЕЗ f ЖНА F 中 的 加 法 
АЖО +J, B| МУ БЕ" BJ 25 ia]. W 的 极 大 线性 无 关 组 称 为 W 的 基 ,W 的 秩 称 为 W 
的 维 数 , 记 为 dim(W). 

定理 3. 10 (1) 设 Ах=0 HR F Ел 元 齐 次 线性 方程 组 ,Wa 为 其 解 ( 列 ) 回 量 全 
体 , 则 W, 是 列 向 量 空间 F? BJ n— r ( A) 925 [B] , 称 为 解 ( 子 ) 空 间 . 

(2) 设 Az=b HRF Еп 元 非 齐 次 线性 方程 组 , 则 其 解 ( 列 ) 癌 量 全 体 为 

zo Wa= (zx | < € МА}, 

其 中 r 是 Ar= b 的 任 一 固定 解 ( 称 为 特 解 ),Wa 是 相应 齐 次 方程 组 Az = 0 的 解 子 空间 
(zo 十 Wa RH Ах=Ь 的 解 陪 集 ). 

Ж У, 的 方法 : 用 Gauss 消 元 法 化 Az= 0 X Br 6 E y Н, 2 r (A) = r, Н iZ 
Lrt Ln 为 自由 未 知 元 ,分 别 令 


Ü 
О 
Ert] 1 . 
| 0 
M = ‚|0 |, , , 
: ‚ O 
x, . 
0 1 
0 


得 Ах =0 的 2 一 > 个 特殊 解 
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bii N bi, 
‚ Ь м 
б.д ñ b — 
0 
Th 一 一 1 ‚ 7}; 一 9 ° a — 0 
0 : 
: 0 
0 1 


称 为 Ах=0 的 基础 解 系 ,nh ，,… ,wp,-; 就 是 Wh 的 基 , 即 
Wa = cim +T cm + cr rr Cci s**t c, € F) 
EX 3.15 FEE C 的 列 向 量 组 线性 无 关 , 则 称 C 为 列 独 立 阵 ( 或 列 满 秩 阵 ). ЖР 
EE R 的 行 回 量 组 线性 无 关 , 则 称 尺 为 行 独立 阵 (或 行 满 秩 阵 ). 
定理 3.11 (1) Cr=0 只 有 零 解 合 C 为 列 独 立 阵 . 
(2) Rr=b 总 有 解 ( 对 任意 БӨК 为 行 独立 阵 . 
引 理 3.3 域 正 上 两 个 非 零 多 项 式 
f(z) = az" Балх" 十 … 十 av， 
g(X) = bz" + biz”! + --- + bn, (ao ,bo 不 全 为 0)， 
不 互 束 ( 即 有 非常 数 公 因 了 于 ) 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 不 全 为 0 的 两 多 项 式 и(х),о(х)Є 
FLzj 使 得 
и(х)](х) = v(x) р(х), 
其 中 degu(z) < т, дево(х) < n. 
ЖХ 3.16 W (2) =ах" Балх" +. +а,, р(х) = 6х" КЬ х" +. +b, 为 下 
上 两 非 0 多 项 式 , 记 


as a a, 
A= do a 
ао An | љх(т+а) 
bo b,, 
B= bo bn 
bo … b, nx (mn) 


A 
则 det| |Ж% (х) 5 g(x) 的 结 式 , 记 为 R(f,g). 


定理 3.12 城下 上 两 非 0 多项式 f(z)=a z" teta, р(х) =b z"+ + +b, (ao, 
b F£ О) Н ЖН yr ЖЖ tE: 


A 
| |= 0. 
fg et| 5 


定理 3.13 两 多 项 式 J(z=)=a (z=—zi)*(z—<x,),g(z)=b (xz— у): (х= yn) BJ 
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Кр, е) -一 ao DO Ili (ж; — y; ) — а" [| gx;) 一 (— 1)™"bs || /СУ,;). 
1= =< 1 j=l 


1= =< m 


定义 3.17 多 项 式 f(x) 二 (x 一 Xz1)…(X 一 Zz;) 的 判别 式 定 义 为 
disc(f) =a || G z)’. 


定理 3.14 f(x)EF[x] 的 判别 式 是 下 中 元 素 , 且 
dise O = РОР, Р) ао (1). 
Р(х) = 0 


Ж со асо ЄСГх). ва ，，_。 有 复数 解 当 且 仅 当 结 式 R D= 
Бу 


(z,y)=(Ü0 . 
定理 3.15 复数 域 上 二 元 高 次 方程 组 | "” 的 求解 问题 归结 为 其 结 了 


_ f(z.,y )= 0 
Е.С / o =0 的 求解 ( 变 元 为 y), 即 у, Аа мн ООН л, 或 者 


а, (ус) =, (уо) =0,} E а, (y),b (у) Ж (х. yp H elr, у) ЕЎ х ZMAN A I. 


3.2 8177157121 


3.2.1 判断 行 向 量 组 a G. 线性 无 天 的 方法 


(1) 用 定义 , 即 若 局 ol 十 … 十 &a, 一 0, 则 必 有 局 一 已 一 … 一 有 一 0. 

(2) 令 4= (ol,…,a7), 对 矩阵 A 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 A S (af ,…,ar), 若 
r(A)=s (BD А К). Д] a , ,a, 线性 无 关 . 

(3) 对 于 个 F" 中 向量 所 构成 的 向 量 组 ( 即 向 量 的 个 数 等 于 分 量 的 个 数 ), 则 À = 
Cai o Qa I ) 是 方 阵 , 于 是 可 计算 A 的 行列 式 : 

detAZ0= r. (А) = па, °° TH EEEa pa, 线性 无 关 . 

(4) # m КЕ" rh [sj ТЇ) НЕҢ, li] 

D `4 m> n 时 , 必 线 性 相关 

D `4 m= n 时 ,detA 关 0 二 a ,… ,as 线性 无 关 

图 当 mn 时 , 则 截 短 为 F" 中 向 量 ( 即 在 a 中 选取 m 个 分 量 ), 记 为 谋 ，…, 诺 , 若 

деВ = дет, +. BI 560, M] а, a, 线性 无 关 . 
此 时 А = (ај, a, ) Е п Хт ЖЕ, БЕЙНЕА 有 一 个 m 阶 子 式 关 0 W| r (A) = 
r.(A) 二 mm, 于 是 A IAP, BI oj,…: ,a 线性 无 关 . 


3.2.2 关于 求 多 项 式 的 结 式 和 判别 式 的 方法 


(1) 结 式 
М Р(х) = aglr х): (z х,) = ах" Бах" 二 十 a, |z + a, 
g(z=) = bilr у): (х y,) = Бх" + Вх" +e + b, (x + Б, 
. 69. 


其 中 ao bo 天 0, 则 和 定义 


на 
а ° ° а 
b, + e b, 
b, = + BD, 
具体 计算 时 ,要 注意 asb 的 位 置 . 此 定义 可 以 用 来 计算 ,但 在 某 些 情况 下 是 不 方便 的 ,所 
以 我 们 又 有 计算 公式 


R(f,g) =а в [| [I Cx; — у) (1) 
j=1 k=1 
=а [| gx,) (2) 
=(—1)”"а [Цо — z) = С" [АО (3) 
ј=1 k=1 k=] 


《上面 实际 是 3 个 公式 ) 还 有 如 下 绪论 : 
@ fsg Жу 3 R(f,g)=0; 
© R(f,gig.)=R(f.,g) ° R(f,g;); 


R(f,g), + m>n, 
RCF, f+g)= 
@ f f Б anu O, MIn. 
的 证 明 如 下 :由 公式 (2) 有 
аё || Z+ 8) (x) = аў [| eC) = КС, е), m > n 
RE, f+) = 7 im 


п 


a [| +2) (с) = а"а || g(x) = а "РО, в), т<, 
j=l 一 


Ф ж g=q (z) ftr ,.f=q r +r, W 
R(f,g) = ат en R(f,r,) = аў dn сә ре, у), 
其 中 co 为 ri 的 首 项 系数 ,degri deg: FIA n 5 r 的 次 数 .第 1 TAERAA m= 
degg>— дер f =n 时 


R(f,g) =R(f,a f+ ri) = аў [| Q f T r) (z) = a? 
j=l | 


Пл) 
=] 


F — 


n 
== az 4%" qler | | r (т;) 
j=l 


=аў “en (Р, р). 
同 理 得 第 2 个 等 号 . 
(2) 判别 式 ”和 定义: 
dise( f) =a3! + — DE RCS, f) 一 as (zi — x)? 


1<22< усп 


su s ва 
HP 5 = trite d zE(R=1,2,--). 关于 判别 式 的 定义 有 些 书 上 定义 为 : 1) КС, 
FARD (一 1)” RESO ,我 们 分 别 记 之 为 A() 和 DC 了 ), 则 显然 有 我 们 给 出 的 定义 
与 1) ,2) 的 关系 如 下 : 
disc( f) = a С DT ACS), 
disc(f) = aç' D( />. 
请 读者 注意 它们 的 差异 . 关于 判别 式 我 们 给 出 以 下 重要 绪论 和 性 质 : 
D FAAR ff KH 3R)= R(f,f')=0= disc( /)=0; 
D 设 f(x) 二 gg(h(X))，, 则 
АСР) = [A(g)]” + лос — 2;) 


j=i 


证 © 由 已 知 有 f(z)= |[ AC) с), ЖШ 


7 一 1 


f (z) = У П (Ах) — хь) |h’ Сх). 
т== ] kÆ 1 


AC) =R( [J EAC) — z; J), > BIKI — ze) |h (x) ) 


= Це h(z) 一 z; +h У (AGO — т) 


s= l ki 


= [RA 2, (z)) + R(h(z) — z, БУП Фә ао) 


j=l 


= (I [Ra — z; shx) — z) } {IT Ah) — z;) ) 


}=1 #35] j=l 


= ЦП 2o” {J[ AGG а) 
j=] 


j=1 в) 
= | A(g(=)) J = л — х;). 
倒数 第 二 个 等 号 是 由 于 : 设 hea) а, RARD Eits En Ш АС) — r= hlr) r; tar 
x, + BX 
R(h(z) — z; h(z) — хь) = П, — ж) = (2j Tn)". 
此 性 质 的 两 个 特例 : D 若 f(z)= g(x>°) , Д] 


ACD = [A(g(z222] + [| 2 x) = 22а, ГАЕС); 


j=l 
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2) Æ f(x) 二 g(x”), 则 


ACP = [A(g(—%)) ]” ° П" ху) = (1) e m” e ay АС(д(л)) |”. 
j=1 


@ A((=—a) f(ia))=(—1)“A(f(z)) • ( f(a))° 

证 左 一 2” (Ц С, та) JO 1)" (ат) (ата, = Яң. 
@ ру ЖЕЛШ RE: HJ A( 户 的 关系 式 给 出 的 ,很 容 多 把 它们 转化 成 关于 disc( /) яй DK 
关系 式 , 请 读者 目 己 给 出 . 


3.3 习题 与 解答 


1. Bj Gauss 消 元 法 解 下 列 方程 组 ， 
2х\-Е zz 十 2 一 2， 
Xl 十 3ZX: 十 一 5， 
Xl 十 z: +5r,=— 1, 
27 F3x; 一 373 = 14. 
解 ” 用 初等 行 变换 将 增 广 和 矩阵 化 为 阶梯 形 


(1) 


] 1 2 1 1 o 一/ 1 1 5 一/ 
1 3 1 О 0 —1 —9 16 0 —1 一 9 16 
] 1 5 —7 К 0 2 — 12 И 0 0 —1 2 
3 —3 14 0 i 一 13 28 0 О О 0 


1 
0 
0 
0 0 0 Ü 
бх, 十 6zy 十 973 十 18z 十 20xs = 14, 
10z +92 +7z; 十 24zs 十 30zs 一 18， 
12х, +122, К1Зх, +27=z=, +355, 一 32， 
8х, +6xz,+6z;+15z, 十 20z = 16, 
421 5х, Б4хз +15z, + 1525 = 11. 


解 
2 1 1 3 5 
Setro 2 3 1 9 10 
(Ab 72 36 3 5 M 
=ъ+т”л |2 0 1 —3 0 2 
4 5 4 15 15 11 


. 7? ° 


2 0 1 — O 2 2 0 1 —3 0 2 
0 3 0 12 10 0 0 1 0 6 9 1 
10 3 9 6 5 121-0 0 0 一 —5 —3 
0 1 0 6 5 1 0 0 5 —12 —10 9 
0 3 2 9 5 5 0 0 2 —9 —10 2 
2 0 1 一 z 0 2 2 0 0 0 1 
0 1 0 6 5 1 0 1 0 0 —2 
—|0 0 1 6 10 5 |>]|0 0 1 0 3 
0 0 0 一 3 一 1o9 ] 0 0 0 — 0 —2 
ооо 0 25 —5 0 0 0 0 5 —1 
所 以 — T s 


注 ” 当 方程 组 的 系数 是 较 大 的 数字 时 ,直接 消 元 计算 较 繁 ,可 先 做 一 些 初等 变换 , 表 
消 元 ,以 简化 计算 . 
2z,+ 72, +30531 х, 一 5， 
z+ Зх 5253—20. 73, 


(3) 
х + 52, — 9x; +825, =l, 
Sx, +182, +42: +52, = 12. 
解 
7 З 1 5 1 3 5 —2 З 1 3 5 —2 3 
1] 3 5 — 3 0 1 —7 5 —1 0 1 一 7 5 一 
1 5 一 9 8 1| lo 2 一 14 10 —2 |0 0 0 0 
5 18 4 5 12 О 3 一 2 15 —3 0 0 0 
分 别 令 


(хазл) == (1,0)1;(0,1)1;(0,0)', 
得 W , 的 基 VERE 及 Ar=b 的 一 个 特 解 To : 
Th = (—26,7,1,0)1; 1] = (17, —5,0,1)!; m = (6, — 1,0,0)". 


Xl — 26 17 6 
x 7 —5 一 ] 
所 以 =c] +c; + ‚ (fE clycz ER). 
ә 1 0 0 
А4 Ü 0 


221—2 Ft; — x, 3, 
(4) 21 W #3 24 

220—0 5236ж, =l, 

дж, — ЖШ» — 3 zx; + zx, =5. 


. 73 ° 


— 1 1 —1 3 — | 1 —1 3 — 1 l 一] 
4 一 2 —¿ 3 2 0 0 —4 5 —4 0 0 —4 
2 — ] 5 —6 1 0 Ü 4 —5 —2 О 0 0 


—1 —3 4 5 Ü 0 —4 ° 2 0 0 0 
所 以 无 解 . (因为 (A) 关 r(A ,05)) 
2. a,b 取 什 么 值 时 ,下 面 方程 组 有 和 解 , 并 求 出 它 的 解 . 
Зх, +22 + xz; + xz, 一 3Xs 二 a， 
5z, 42, Заз +3x, 一 z;= Б, 
ti x= + x, -+ +z, + x;= 1, 
х, +2x, +2zxz, 十 6X; 二 3. 
解 ” 为 简化 计算 , 先 一 x; 十 r, 一 r; 再 rí >r; 后 消 元 . 


1 1 1 1 ] l l 1 1 ] 1 

2 2 2 2 2 b—a 0 0 О 0 0 b—a—2 
3 2 1 1 一 3 a 0 一 1 一 上 —2 一 6 а — З 
01 2 2 6 3 0 0 0 0 0 а 


显 见 , 要 方程 组 有 解 必 须 а=0,Ь=2. 分 别 取 
(z; Z z) = (1,0,0);(0,1,0);(0,0,1);(0,0,0), 
得 Wh ВЖ т. рт 及 非 齐 次 的 一 个 特 解 mp: 
m = (1, —2,1,0,0)", m = (1, — 2,0,1,0)", 
} = (5, — 6,0,0,1)", 办 一 (一 2,3,0,0,0) ， 
则 方程 组 的 全 部 解 为 
(Ei sE TI 524525) = сүт + сор + cs Ei» 
其 中 ci ,cs ,cs 为 任 实数 . 
3. 对 下 列 各 和 矩阵 , 求 的 值 ,使 矩阵 秩 最 小 . 


3 1 1 4 
1 à —1 
à 4 10 1 
(1) ; (2) |2 —1 À 5 
1 7 17 3 
1 10 —6 1 
2 4 3 
@ d) 
1 7 17 3 1 7 17 3 
A |o = —3 — 0 —4 —10 —1 
0 —20 —50 —5 0 0 0 0 
0 47А 10-174 1-34 O 7А 17А 3A 
所 以 А =0,гапКА = 2. (А50, rankA == 3) 
(2) 
^ 12 А+2 = 5 
B— |0 —1-—2 1 十 2 1|=; 需 满足 方程 
14 2А = 10А 
0 10-4 —5 —1 


. TÅ ° 


所 以 A=3, rankA=2 (А453, rankA=3) 

4. 证 明 : 如 果 和 矩阵 包含 m 行 并 且 秩 为 r, 则 它 的 任何 ; 行 组 成 一 个 秩 不 小 于 rr 十 s 一 m 
ВЖ ЕЕ. 

iF jJU BEBE A KITEA aisean НЕ ЯСА) =r, КЎ а. ，… a, 为 行 问 量 组 
的 极 大 线性 无 关 组 ,于 是 w+l,…，an EJE] а, a, 线性 表 出 . 任 取 A 的 * 行 ,即使 
a+ an 全 被 取 到 , 则 它 至 少 包含 ,ar 中 5 一 (m 一 让 个 同 量 ,所 以 在 ; 行 中 至 少 有 
s 一 《mm 一 7) 三 r 十 s 一 m 个 线性 无 关 , 所 以 其 秩 不 小 于 rr 十 ;一 m. 

5， 用 行 的 初等 变换 把 下 列 矩 阵 化 为 既 约 阶梯 形 并 求 矩 阵 的 秩 . 


5 31 17 43 5 31 17 43 5 31 17 43 
Од» 75 94 53 132 0 1 2 3 0 1 2 3 
75 94 54 134 0 0 1 2 0 0 1 2l 
5 32 20 48 0 1 3 5 0 0 0 0 
所 以 rank A= 3. 
4 19 36 72 —38 24 19 36 72 —38 
(2) 25 21 37 75 一 42 1 2 1 3 —4 
73 59 98 219 —118 1 2 —10 3 —4| 
47 36 71 141 —72 一 1 —2 —1 —3 4 
所 以 rankA=3. 
1 O 1 O 1 0 1 0 
1 0 1 O 
3 1 2 1 0 1 —1 1 
0 1 —1 1 
(3) 1] 2 — 2 |0 2 —2 一 > ; 
оо оо 
—1 0 —1 0 0 0 0 O 
оо оо 
0 一 1 1 一 1 0 一 1 1 一 1 
所 以 rankA 一 2. 


6. 举 出 一 个 无 解 的 线性 方程 组 的 例子 ,并 化 为 阶梯 形 ( 要 求 3 个 变 元 以 上 ). 
解 ” 利 用 题 5. (3) 构 造 线性 方程 组 如 下 

£) + т» =] 

Зх\+ zz 十 2z3 十 х,=2 

х +20 — Zi 十 2z 一 ] 


— x + 2037 х. = 0 


1 0 1 01 l 0 1 01 10 101 
3 2 1 2| |0 1 -—1 11 0 1 —1 1 1 
1 2—1 21l lo 2 —2 20 j o oo ii 
0 —1 1 — o) lo — 1 — o lo ооо 


B r(A,b)=r(A), ,所 以 无 解 . 
7. 研究 下 列 方 程 组 的 相 容 性 并 求 其 通 解 和 一 个 特 解 ， 


о /5 ° 


3zi 42 x,+ 27 一 3， 
(1) <62, 十 8z, 2z; 十 5x,= 7, 
92, +122 + 3x; 102, = 13. 


解 
3 4 1 2 3 
(А,#)-+ 10 0 0 1 1|, 
0 0 0 0 0 
分 别 令 (z;,z,) 7 == (1,0)7;00,1)7;00,0)7, 


则 得 4z=0 的 基础 解 系 和 Az= 的 一 个 特 解 ， 


4 I 1 T 1 
ж = (31060), p= (0,1,0), ъ= (000.1). 


TÆ 
(Eis Z23324)! = am + cem tih, (ci c; € R). 
За — 5x: +F2z, 4л, =2, 
(2) < 75—42, pz, 十 37 = 5, 
бх 7х5 — 4x; — 6x, == 3. 
解 


一 2rl + r — r] ] 6 — 3 — 5 1 1 6 — 3 — 5 


一 3r) + ғ: 


(А,Б) ———— |0 一 23 11 19 —1 — |0 一 23 11 19 
0 —23 11 19 一 人 O 0 0 0 


— əri + rs 


KAA rA, bD ÆErCA) ,所 以 无 解 . 
221 5х — 8х3 一 8， 
42; Зх, — 9z; = 9, 


(3) 
22 3х5 一 573 = 7, 
=, 82 — 7х3 = 12. 
解 
] 8 — 7 12 ] 8 一 7 
rı +974 — 3r2 + Žr + r3 
— 2кз гә 0 — 3 ] — 5 ra + r; Ü — ] — 2 
(A, b) 一 ~ 
— rs T ra о —13 9 — 17 2r2 + rí — r 0 0 —7 
— 27 +r 
Ü 2 — 3 1 0 0 О 
PH A — (>, s T2 3 23 一 (3,2,1)1. 
8. 求 方程 组 


2а — 2 + 3x; + 4=z, = 5, 
42р — 222 + 5z; + 62, = 7, 
бху— 3z: + Tx, + 8z, = 9, 
Ах — 4x: + 9<x; + 10е, = 11, 
依赖 于 参数 4 的 通 解 . 
解 
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2 — ] 3 4 o 


А,Ь) 一 | 
| ) — 8 0 Ü Ü Ü 
Ü О 0 О 0 
对 任意 8 8 А568 时 
(m sz z z O l = e(0, —2, —2,1)! + (0,4,3,0)! ; сЄ R 

当 4 二 8 时 

Tı 1 = — 2 

T2 () () 

— C] 十 cy 1 + C1 +s Co = R 
£3 — 2 3 
Ü 
Ta 0 Ü 


9. i A HKE, IHE: ТАА) =:‹А). | 

证 首先 证 明 ATAr=0 与 Az—0 是 同 解 方程 组 显然 ,由 Az 一 0, 两 边 左 乘 AT 得 
АТАх=0, И СИА: MH A Ахт=0, Л 2:3 r 得 z А Ахл=(Алхх) Az 一 0, 设 
Ах== (у; stts Yn) ， 则 由 

(Ах) (Ах) = yí + + у] = 0,31 у = 7 = y, = 0, 

Ёр Az== 0, ВТЕ атас МА. К W A= WATA 
又 因为 dimy ”一 7 一 r(A) 一 dimWaT 一 7 一 r(A A)， 
所 以 r(A A)=r(A). 

10. ШЖ А,В 的 例子 ,分 别 使 

(1) r(AB)<min{r(A).,r(B)}, 

(2) r(AB)=min{r(A),r(B)}. 


1 0 о 0 
0 0 0 1 


Ж ыр ` ML CAB) = rB. 

11. 判断 下 列 行 问 量 组 是 否 线性 相关 . 

(1) (1,2,3),(4,8,12),(3,0,1),(4,5,8). 

解 ” 线 性 相关 (因为 F° 中 4 个 向 量 必定 线性 相关 ). 

(2) (1,2,3,4,5,6),(1,0,1,0,1,0),(—1,1,1,—1,1,1),(—2,3,2,3,4,7). 

Ж AT EIR fE C A m E АН BJ) НЕЛЕ ИК ЖЕ — + (X + 5 tn E ТАЈ Ж ТЕН СА) Ж 
性 ). 于 是 


[1 
(2) А == [= Lo 


1 —1 一 2 1 ] — I 一 2 1] 
0 ] 3 2 0 1 3 2 
А = (аз заз заа sai) = | | 2 3 一 > 1 
0 — 1 3 4 О О 0 0 
1 1 A4 5 О 4, 0 о 
0 1 7 6| |0 0 оо 


. TT ° 


ВТЕ т. СА) =3, ai saz заз sas 线性 相关 . 

(3) (1,2,3,4),(1,0,1,0),(—1,1,1,—1),(—2,3,2,3). 

解 ” 线 性 相关 (这 是 (2) 中 向 量 组 的 “ 截 短 ”向 量 , 由 上 题 结果 显然 其 前 4 个 分 量 排 成 
的 矩阵 列 秩 也 为 3). 

(4) (1,0,0,2,3,1),(0,1,0,4,6,2),(0,0,1,—2,—3,—1). 

解 ” 因 为 这 三 个 向 量 的 “ 截 短 ? 疝 量 (只 取 前 三 个 分 量 ) 是 线性 无 关 的 ,所 以 这 三 个 回 
量 也 线性 无 关 . 

(5) (2, —3,1),(38,—1,5),(1,—4,3). 


解 
2 3 р 0 —7 一 5 
因为 det|—3 一 1 Е 7 0|=35==0 
1 5 3 1 5 3 
所 以 ai заг заз REAR. 
(6) (4,—5,2,6),(2,—2,1,3),(6,—3,3,9),(4,—1,5,6). 
解 
4 2 6 4 4 2 6 4 
—5 —2 —3 —1|-а+ |—5 —2 —3 —1 
йя dt 1 3 Б 2 1 3 5129 
6 3 9 6 0 0 0 0 


所 以 а1 | Q2 sQ3 504 线性 相关 . 
(7) (1,0,0,2,5),(0,1,0,3,4),(0,0,1,4,7),(2,—3,4,11,12). 
E ”考虑 各 向 量 只 取 前 4 个 分 量 的 向 量 组 ,有 
0 2 
det T3 211-4750 
0 


1 
0 
0 4 
11 

故 “ 截 短 ” 的 问 量 组 线性 无 关 , 于 是 原 向 量 组 亦 线性 无 关 ( 短 无 关 , 长 亦 无 关 ). 


12. 对 上 是 中 每 组 癌 量 , 求 出 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 


0 
1 
0 
3 


1] 4 3 4 4 3 4 
解 (1 |2 8 0 5|—]0 0 一 6 一 3 
3 12 1 8 0 0 一 8 一 4 


所 以 а за 为 极 大 线性 无 关 组 . 
(2) Ql 02 #033; 
(3) ау yaz аз; 
(4 目 身 ; (5) 目 身 ; 
(6) al saz ya4 3 (7) 5. 
13. 求 满足 下 列 等 式 的 行 向 量 x. 
(1) а 十 2az: 十 3a3 十 4z 一 0 
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HHR a = (5,8, — 1,2), a: = (2,1,4, —3), as 一 (一 3,2, 一 5 4). 


解 xz 一 一 工 (w 十 2 十 3as) 


= —100,—4,—8,8)= 00,1 ‚2,— 2). 


(2) 3(a —z)-+2(a; +z)=5(a; + xz) 
Ж а, = (2,5,1,3), аг == (10,1,5,10), аз = (4,1, — 1,1). 
解 ” 由 已 知 得 Зо, +20, — баз 一 67z， 


Рн ИД х = (3a + 2а — баз) 


= 二 (6 十 20 一 20,15 十 2 一 5,3 十 10 十 5,9 十 20 一 5) 


=(1,2,3,4). 

14. 证 明 向 量 组 S 的 极 大 线性 无 关 组 可 这 样 选取 : 先 任 取 非 0 АЕ о Є S;iX IK а 使 
之 非 а, 的 线性 组 合 ; 再 取 a; ,使 之 非 ar a, 的 线性 组 合 ; 如 此 下 去 ,直到 取得 了 了 asats 
a; ,而 不 再 能 取得 aa JE al ，… a, ЮНАН, а, о, WA S 的 极 大 线性 无 关 组 . 

证 首先 ，…a: 线性 无 关 . 否则 , 3 不 全 为 0 KR kiok 使 

Ра 十 … 十 Ra, 一 0， 
从 后 往 前 数 , 设 第 一 个 不 为 0 WA k MA 
kiai +e Бла + kai = 0 


于 是 有 а; — — (һа 十 … 十 有 1ai-1 ) 与 已 知 a; АЕ CQ19? sai- 的 线性 组 合 矛 盾 ， 
Еж, a C S, 则 或 «Є {a | °° , G; ) ,或 аЄ {a | °° sas}. 然 都 有 a 是 ai 9"""sQ; 的 线性 组 


合 , 即 a 都 可 由 æi s °" s G, 线性 表 出 . 
所 以 Q1 s °° + G; J 5 的 极 大 线性 无 关 组 . 


15. 设 有 s Т Ж а; = (ал ‚***,аы) (1<<1<5з3,5<5л), Rna EWE la; |> >° | Aij | 
i=] 
176 ў 


(1 < j < s), MI Z s 4 p] # zh FE X; Ж. 
证 取 


， 我 们 要 证 detB Z 0, 


ад * a, 
# МК, ШЕН десВ=0 可 知 B'z==0 有 非 0 Ж, == (z, ,z,)', |) = тах! z; | , 则 由 
алысу T aT Te F aTi T ` ах, = 0 


得 
s š 3 
az, |= | Jaar: |< > las || z; |< | x; | У) агь | 
Э 地 к 
Вр 
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| аш < >; | dik | ,与 已 知 歼 导 . 


所 以 detB 关 0, 即 知 B 的 各 行 线性 无 天, 于 是 得 其 "加 长 " 同 量 asea 线性 无 天 ( 短 
EAR KIER). 
16. # JE ZH al ，… a, 线性 无 天 ,而 a t aryart1 线 性 相关 , 则 wri 可 由 ar a, Җ 
性 表 出 . 
证 由 已 知 er, a, ,ait1 线 性 相关 ,所 以 存在 不 全 为 0 的 数 A，… A sA E 
Дуа F ee + Àa 十 arl = © 
而 A10 (否则 ai ,…' ,as 线性 相关 ) 


于 是 得 | =— Qa 十 … + ÀjA;a,), 
k+1 


17. 如 果 在 有 序 线性 无 关 癌 量 组 ay ,az ，,… ,a 的 前 面 再 添 写 一 个 向 量 8, 则 在 所 得 到 
的 组 中 ,能 用 其 前 面 问 量 线性 表示 的 向 量 不 多 于 一 个 . 

E HARES. НИТЕ asa; СЛИ J>) nj Fj E: Bi ШЕ Л: 

о; = AB Ао + Аа (1) 

а; = В + шо al + Арла (2) 
В о, ,… ,a; REER, ВТЕ А50 зот, "а; 线性 无 关 , 所 以 p0. FE (1) хо (2) ХА 
18: 

на: — Ла; = Qiu màla + + СА Аира агр Аро: — *** Ди рау + 
因 520,430, ТИ ЕВН ai ，,…,a;,…,aj А ЖАН, УБ 278,5. 

18. 证 明 : ШЖ 58 aras ,as 线性 相关 , 且 向 量 a, 不 能 用 向 量 а 和 а, 线性 表示 ， 
ШЕЕ а, 和 仅 差 一 数值 因子 . 

证 由 已 知 ,存在 不 全 为 0 的 数 AL ,hz ,hs 使 得 

Ма 十 AMzaz + Азаз = 0, 

而 3 二 0,( 和 否则 ,as 可 以 用 al Жа 线性 表 出 ) 所 以 А.А 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0, 于 是 其 
中 一 个 是 为 一 个 的 售 . 

19. WE AE a,b,c 线性 无 关 , 则 向 量 atb, btc, cta 也 线性 无 关 . 

证 ”大 有 线性 组 合 

b (a +b) +k: (b+c) + ks (c +a) = 0 
整理 得 
(kı + k,)a + (Ë, + k, )b + СА, + А, )с = 0 

HEH a,b,c 线性 无 关 , 所 以 必 有 ki БА =k +k: =k; +k, 0, 8 ki =k: =k; = 0, ВТ 
atb, b+c, ста 线性 无 关 . 

20. EEH ai, a, 的 秩 为 7 ,证 明 其 中 任意 7 个 线性 无 关 向 量 都 构成 它 的 一 个 极 
大 无 关 组 . 

证 设 a,，,…,a 为 向 量 组 中 任意 x 个 线性 无 关 向 量 , 则 有 (1) 它 们 本 身 线性 无 关 ， 
(2) 任 取 a€ (о, "а ) o Со, ,Qs) 王 r+, 所 以 都 有 a; ,… ,a; ,a 线性 相关 ,于 是 a 
可 由 a oai 线性 表 出 . 由 定义 知 а э a, 契 极 大 线性 无 关 组 . 
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21. 对 第 ТНА ZK PE Jy Fe zH BJ PB J Ж BE , K th ЖУ I] E Н ВИА КОСЖАН , A 
求 出 其 行 回 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

解 ” 记 第 1 题 中 各 增 广 和 矩阵 的 列 向 量 组 为 8 ,…,B,, 行 辣 量 组 为 gy ,…,ar. 则 由 1 题 
所 化 的 阶梯 形 和 矩阵, 很 容易 看 出 

(1) 8,6: MARB 为 刚 的 极 大 无 关 组 ;al о as 为 行 问 量 组 的 极 大 无 关 组 . 

(2) Bi ,Bo ,Bs , B. ;Bs Ж %,%,%,{%,% 为 列 的 极 大 无 关 组 ;yal ,az sas sa, оз 为 行 的 极 大 
无 关 组 . 

(3) @› M 8 ,ps; а1 »03. 

(4) &›%›% Ж в, ,ps; QI sQ? ,@з. 

22. 证 明 : 和 矩阵 的 非 0 子 式 所 在 的 行 向 量 组 和 列 向 量 组 均 是 线性 无 关 的 . 


Ш W A= (a; ) ,其 r 阶 子 式 detA (20. 于 是 子 方 阵 


11° 2, 
Jı "jer 


的 行 问 量 组 和 列 向 量 组 均 是 线性 无 关 向 量 组 (因为 Вх=0 和 BT7z=0 只 有 0 解 ). 

M A RI iti, ITEE B 的 行 向 量 " 接 长 ”, 所 以 仍 线 性 无 关 , 同 理 A É j i, J, 列 是 
В 的 列 的 “ 接 长 ”, 所 以 也 线性 无 关 . 

23. 第 22 题 的 逆 命 题 是 否 成 立 , 即 位 于 线性 无 关 行 向 量 组 及 线性 无 关 列 向 量 交叉 处 
的 子 去 是否 一 定 非 0? 证 明之 . 

证 ARZ. (1) 线性 无 关 行 ( 列 ) 的 个 数 二 r(A) 时 ,该 子 式 不 一 定 非 0. 例如 
1 0 0 
0 1 O 
0 0 1 


A = 


= 0, 


A 的 1,2 行 线性 无 关 且 2,3 列 线性 无 关 而 交叉 处 的 子 式 | N 
(2) 线性 无 关 行 ( 列 )? 的 个 数 =r(C4A) 时 , 子 式 定 非 0. 证 明 如 下 : 记 re A) = r. 
不 防 设 A 的 前 > 行 及 前 > 列 线性 无 关 , 记 


其 中 A 为 r ИУ, н Р (А) =, ВТ 全 | 的 列 向 量 均 可 由 И [вола аен ; 
В A, 的 列 可 由 А, 的 列 线性 表 出 , 故 r. (А) =r (А ,А,) =r, (A, ,А,) Sr, Р rA) = 
r, det A, = 0. 
24. ЕЕН] 矩阵 的 行 秩 、 列 秩 、 秩 三 者 相等 ?这 一 事实 ,尽量 清楚 地 解释 线性 方程 
# ”首先 ,对 方程 组 Ах=5 考虑 A 的 列 向 量 PB，…,p,. 由 矩阵 乘法 知 Ar=b УНУ 
. 8] 。 


当 т. T+ rp =b. IB, Az=5 ЖЭ 4 B Rq Ь 可 表 为 A 的 各 列 的 线性 组 合 , 这 相当 
于 
r.(A) = г.(А,6), 
特别 Az=0 有 非 0 解 当 且 仅 当 A 的 列 线性 相关 即 r. (А) <и. 由 于 列 秩 == 秩 , 故 Ar=b A 
# 4 НАЯ У +(А)=г(А,Ь); Ar=0 8 4eg R 4 Н/У r(A)<n. 
其 次 ,考虑 A WBITE asesan й а= (aa an) MW Az=0 相当 于 
ах = аах + °° +a;,z, = 0 (z = 1,++*5,т). 
注意 aiz 是 与 x 的 内 积 ,aiz 王 0 相当 于 a, 与 zx EX. f z E Az=0 的 解 相 当 于 工 与 A 
的 行 向 量 均 正 交 ,假定 ar. a, Eao a, НЕКАЯ AE х Уа, а, 均 正 
交 当 且 仅 当 z Haoa, 均 正 交 ,而 “与 a) ,…,a, 正 交 的 工 全 体 是 nn 一 r.(A) 维 子 空间 ”， 
这 相当 于 说 Az=0 的 解 集合 是 2 一 mr(A) 维 子 空 间 , 由 于 行 秩 王 列 秩 即 得 解 空 间 是 
n 一 r(A) 维 子 空间 . 
再 考虑 A 的 子 式 .不 妨 设 其 r= 二 r(A) 阶 非 0 子 式 在 左上 角 . 此 时 A 的 后 mm 一 r 个 方程 
可 以 删 去 (因为 (A) 二 r.(A), r(A,.,b)=r,(A,.b), Аи m 一 r 个 方程 可 由 前 7 个 方程 线性 
组 合 得 出 ), Ж Az==b 与 下 列 方程 组 同 解 
(А,,А,)х = 二 5*，( 即 Az = b 的 前 r 个 方程 )， 


yı 
记 == , 则 有 
== |> | 
А, у) + А, у, = р" 
即 得 
У 一 AT (b* — А, y2). 

的 分 量 是 自由 未 知 元 ,任意 取 值 后 由 上 式 算 出 y ТАНЕ „=[”| 

2S， 写 出 通过 点 (1,1,1),(1,1, 一 1),(1, 一 1,1),( 一 1,0,0) 的 球面 方程 并 求 其 中 心 
和 半径 . 

B REBEX tty 十 2 十 az 十 py 十 cz 十 Gd 一 0, 把 已 知 条 件 代 人 得 关于 а,Ь,с, 
d 的 线性 方程 组 


a+b+c+ d 二 一 3 a =— 1 

a+b—c+d 一 一 3 |5 一 0 

4 一 0 十 c 十 d 一 一 3 解 得 c =0 
—a +d =— 1 d =— 2 


所 以 球面 方程 为 Hy tHe —r—2=0, а (700) 3 R— 


26. F HÑ 5 点 М, (0,1), М, (2,0) ,AM (一 2,0)，M (1, —1), М, (一 1, 一 1) 的 二 次 
曲线 的 方程 并 确定 其 位 置 和 大 小 范围 
解 ” 设 二 次 曲线 的 方程 为 Ax’ 十 By 十 Cr 十 D=E, 因 М,,М,,М,,М,,М, 在 曲线 
上 ,所 以 有 
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2 2 — — 2 1 y _ _15 y = `. 
所 求 方程 为 22 Ту 十 ?一 8 一 0, 即 22 7 (5+) = (55) BAN poA 


(0, 一 十 ) кт z 轴 , 短 轴 在 y 轴 上 EKAKI FAMKE. 


27. 怎样 的 线性 方程 组 ,给 出 空间 中 三 个 没有 公共 点 但 两 两 相交 的 平面 ? 
解 ” 空 间 中 平面 的 方程 为 Az 十 By 十 Cz 二 DD, 要 三 张 平面 没有 公共 点 , 即 是 下 线性 方 
程 组 


Az + B,y+ C:z = 0, fR =*rankA < rank(A,b) 
Ах + B,y + Се = Р, 
FER r(A)=1, r(A,b)=2, IÑ r(A)=2, т(А,)=3,{Н# т‹(А)=1,‚ЖШ таз, Fir 
以 必 为 1(A) 二 2,r(A,b) 二 3, 且 A 的 任 两 行 线性 无 关 ( 因 为 任 两 平面 不 平行 ). 
28. 给 出 以 下 事实 的 几何 解释 :在 三 个 未 知 量 四 个 方程 的 某 一 线性 方程 组 中 , 任 三 个 
方程 未 知 量 的 系数 所 组 成 的 怎 阵 的 秩 ,以 及 增 广 矩阵 的 秩 都 等 于 3. 
解 ” 议 此 线性 方程 组 的 系数 和 矩阵 为 A, 增 广 和 矩阵 为 (A,5). HEM. rA, b) =3, m A 
3 4X3 ЖЕЕ, r (А) <3, ХН A 中 任 三 行 的 秩 为 3, 所 以 7(A)= 二 3, 即 有 r(A)= 
rA,b) 二 3, 于 是 知 线性 方程 组 
/ ах фу + cz = d; 
ах + b; y + cz = dz 
азх + bs y + c, z = аз 
aax tby + cz = d. 
这 就 是 说 ,空间 四 平面 共 点 (因为 每 个 方程 代表 一 张 平面 ). 又 A 的 任 三 行 秩 为 3, 所 以 任 
三 张 平面 有 唯一 交点 ,如 IT, , IL, , IT, 的 交点 为 


£ а b, Сі р 
i: h b, c; 
之 3 б» Сз 
aaz=+ bi y+ a z+ d, = 0 
ах + b, y + c; x + d, = 0 


as x + b, y + cz +- d, = 0 
ax + b, y сх + 4, = 0 


[a B.y+ Сх = [А 


有 解 ， 


29. 求 四 张 平面 


共 点 的 充分 必要 条 件 . 
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解 ” 四 张 平面 共 点 的 充 要 条 件 为 已 知 的 四 个 方程 所 构成 的 线性 方程 组 有 唯一 解 . 记 


1 б, C] — di 

a» b; Со И d, 
A == , b == 

аз б» Сз Эи a, 

la b, C4 C d, 


则 线性 方程 组 可 写 为 Az= b, V 8 f< r(A) = r(A,b). X тА) <3, 4 r( A) = 1, 
dimW, 一 2, 此 时 四 张 平面 重合 ; 当 r(A) 一 2, 则 dimWa 一 1, 此 时 四 张 平面 相交 于 一 条 直 
线 ; 

所 以 有 唯一 交点 ( 共 点 ) 二 rr(A) 二 r(A,b)==3. 

30. Œ R A R: 中 男 出 下 列 方程 组 的 解 子 空间 或 解 陪 集 . 


z—2y= 0 2z=—3y=1 
(1) ; (2) | ; 
—3rt6y=0 —6r+9y= —3 
х y+ 2z== 0 2z=—y—2zxz=] 
(3) Wa ; (4) stats- 
3Z 十 2y 一 7z 一 0 一 8Zz 十 4y 十 8z 一 一 4 
Ж (1) x 一 2y 二 0 一 zx 二 2y, 是 过 原点 的 直线 ， 
x 2 
所 以 | Е |. сЄ К, 
y 1 
To 十 W, 
图 3-1 图 3-2 


(2) 2z—3y=1, z=—y+ ЖЗЇ (-у,0 ) 的 直线 ， 


| 1 
3 — 
所 以 ИЕ ЕН! cC R, 
y 2 
О . 
1 —1 2 T 3 
(3) А |0 о o ,所 以 一 C|13|1， сЄҢ, 
0 0 О 2 9 


是 过 (0,0,0) 和 (3,13,5) 两 点 的 直线 ,也 即 两 过 原点 的 平面 zx 一 y 十 2z 一 0 和 5y—13z=0 
的 交 线 . 
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2 —1 —2 1 x l n > 
(4) CA,b)—> f О 0 0 ‚ДЕРД Е Ü + c> 1 + 0 Í` 
Ü 0 о 0 © 1 0 0 


其 中 cvcs 为 任 实数 . WA 是 过 原点 的 平面 (法 向 量 为 一 ?十 却 7 HE) ERR 加 十 Wa 是 过 


点 | 


去 ,0,0) 平 行 WA 的 平面 


31. а = (1,1,0) ,а = (2,1,2),a = (3,2,2), 

(1) 求 出 并 画 出 waz ,as ТЕ R°: 中 生成 的 子 空间 W. 

(2) 求 出 并 天 出 陪 集 > НУ, Н z, = (2,1,0). 

解 (1) 因为 w =а ta, ЫЎ) W = са + сга; Осу + c; 人 ER) 是 过 原点 ,法 向 量 为 n= 


21—27 — РЕЩ. 


2 
(2) o +W =c, ] + с, 1 + ] 
Ü О 


是 过 点 хо 且 法 向 量 为 (2, 一 2, 一 1) 的 平面 ( 即 平行 
W). 
32. 设 


— 2 4 1 3 图 3-3 
0 О 1 1 
1 —2 1 0 
对 于 什么 样 的 b= ОЬ, ,bs sbs sbi)", Az==b 有 解 ? 


解 
3 —6 2 —1 bl п — 1 0 ы 
—2 l 3 bl o 0 3 3 b+2b 
о 01 15| o 0 1 1 h 
I -2 1 0 &l о 0 —1 —1 6-36, 
1—2 1 0 b, 
0 0 1 1 b. 要 Ax 二 5b 有 解 ， 
lo ооо b+2b,—36, 必 ТОА) =1(А, Б). 
0 0 0 0 b —3b,+pb, 
U bi ЗЬ, +,=0 (b= b, +3b, 


tb, + 2b, — 3b; == Ü b, = 3b, — 2b, 
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a |+] єк 
故 b; C) 1 C2 |: 0 , C1 * C2 А 
р, 0 1 
33. БРЕ, C 为 实数 列 独立 阵 , 则 detC' C>0. 
证 设 
С Ciz Cl 
C = И ; "< л 
Cnl С, Cn 


ДІ] 
|] +++ Ë ... р 
detCIC = > detC'!* |, і )- detc Í ' | 
1°°° r E è + 


IKA L k и 
kirek, n 
= (atc leer )) 29 

又 因为 C 为 列 独 立 阵 ,r(C) 三 ~, 所 以 至 少 有 一 个 r RTRA >55. 

34. WERE C 为 n Xr 列 独立 阵 , 则 存在 列 独立 阵 革 使 CTX=0 有 目 列 数 志 nn 一 x. 

证 因为 rankC =r, 所 以 线性 方程 组 CTx=0 的 解 空间 Wc 的 维 数 为 ”一 ~. 取 一 个 
基础 解 系 Tits Er MA 

C' Crist sp) = 0 
于 是 可 知 取 Wc 中 任 个 线性 无 关 的 解 做 矩阵 X 的 列 向 量 , 均 有 
C!X = 0, Н ХЈУ ВЕ. 

(因为 ати с=п —– е, І <и р). 

35. ИЕН, Ж С ЭЭЗИ ЕВЕ, СА = В, В 的 第 j,…,j, 列 线性 相关 (或 无 关 ) 当 
且 仅 当 A 的 第 j;,…,j, 列 线 性 相关 (或 无 关 ) ,特别 A УВ 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 
组 相互 对 应 ,A 与 B 的 秩 相同 . 

证 设 Csx,， А,х„, В,х„.ї А = (Aistes Am), В = ‹В,, s Bn), MA B; = СА, , 
7 了 一 ]，2 °° ,m. 

因为 C 为 列 独立 阵 , 则 Cz=0=<x=0, X 

В + А,В, 二 MCA 十 十 CA = CQ An + + AA; 
所 以 
ABa +. +А,В, = 0e Ар + FAA, = 0, 

ВІ B; ,… ,Bj 与 Ajl,…,A; 同 时 线性 相关 (或 无 关 ), 由 此 当前 者 为 B 的 极 大 线性 无 关 组 
时 ,后 者 亦 为 A 的 极 大 线性 无 关 组 . 于 是 rankA=rankB. 

36. 试 证 明 : r(4B) 一 r(B) 当 且 仅 当 方程 组 ABz=0 的 解 均 为 Br=0 的 解 . 

证 <= 当 ABzx=0 的 解 都 是 Вх=0 的 解 时 ,由 于 Bx 二 0 的 解 也 都 是 ABz=0 的 解 . 
所 以 两 方程 组 是 同 解 的 ,于 是 其 系数 矩阵 的 秩 相 同 . 
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=> У (АВ) =1(А) 8, 
dimW дв = n ГАВ) = n— r(B) = ати ь, 
У WEW ав, ТЕН Wa =W СВ ABz==0 的 解 均 为 Вх =0 的 解 ). 

37. ® (CAB) =г(В) ‚1А НЕНН ЯА] Ж АЗЕКЕ ЕЕ С, 59 г(АВО = (ВО). 

证 由 36 题 ,只 需 证 明 : 方 程 组 4BCz=0 的 解 均 为 BCz=0 ЮЖ. 事实 上 ,车 有 уо 
适合 ABCy, =0, W C yo = zo ,此 即 是 ABzo 一 0, 也 就 是 说 хо 是 ABz 一 0 的 解 ,又 由 已 知 
r(AB)=r(B),K 36 题 的 必要 性 知 ,x。 也 是 Bz—= 0 的 解 , 即 有 Br, = 0 也 即 是 BCy = 0, 
所 以 yo 是 ВСх=0 的 解 . (由 36 ВЛЕВА (АВО = (ВС). 

38. БИЕ ВН: Ж ЕВ ЕЖЕ kE r(A) = r(A Д] rC(AFt3= r(Att;i) (jÉ=1,2,3,--:). 

证 ”用 归纳 法 证 明 г(А®)=г(А*'/)8{ j= 二 1,2,… 成 立 。 _ 

A j=l RA rA SrA) BEBARA. B jn RARA, BE r(A) = rA”), 
W j=n+1 时 ,由 37 8, C=A, M] r(A} X A)=r(Att">X А), о т(А*К "К! у=т(Д**! у= 
ГА), ВИ у =н ВАЗУ, ЕВЕ j r(A) 一 r(C44) 成 立 ， 

39. ВЖЕ A,x, 的 列 回 量 空间 是 某 齐 次 线性 方程 组 的 解 子 空间 . 试 证 明 : Cx 的 列 
癌 量 空间 也 为 该 同 量 组 的 解 子 空间 的 充分 必要 条 件 为 C= 二 AB(B 为 某 r ИВЕ, Н 
中 r 王 r(A) 一 r(CC) )， 

证 < С=АВ= (А, AD)B, 知 C 的 列 是 A 的 列 的 线性 组 合 , 所 以 也 是 该 方程 
组 的 解 , 且 线性 无 天, 又 rCC) 一 r 一 rm) 所 以 C 的 列 也 是 该 方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 由 
此 得 证 . 

之 由 C 的 列 可 由 A 的 列 线性 表 出 ‚Ё С, =b; A: +. -БЬ;А,, J==1,2, ° r. 得 


р ... | 
р ... b, 


记 B= (b;) x A С= АВ, AAH :(А) =г(О =r, M :(С)<пипг(В,А), Д1 r(B)=r, 
Вр Вий. | 

40. ВЖ $B (0, y "°° , Bm} 线性 无 关 且 可 由 问 量 组 tial，… ,a,} 线 性 表 出 , 则 存在 a, (1< 
Еп) (а, ，… Pn REER. 

证 及 证 法 ° # М Pi 38 B) а 都 有 а, ‚Вг s °" * + В, 线性 相关 , 即 存在 一 组 不 全 为 0 的 数 
Àk s He 9 °° Um 使 


(С, ‚***,С,) 一 (A, ‚***,ДА,) 


Aa, + urpe + ° + Umpan = 0, 
НЕЯ 38, s**t > rm 线性 无 关 , 所 以 必 A, 0, Вр CA HÍ H 0, , ° ,pp 线性 表 出 . 又 因 В 可 由 {a ° 
"oa PPE Am A PIR (AtB RER. 这 与 已 知 { 甩 ,Pp，…B,} 线 性 无 关 矛 盾 ， 
所 以 必 有 某 个 Qk 使 {a 2 x "°° ‚В. #253. 
41， 试 证 明 余 对称 方 阵 的 秩 是 偶数 ( 斜 对 称 方 阵 是 指 满足 47 王 一 A 的 方 阵 , 又 称 反 
对 称 方 阵 ). 
证 Ў rankA=—r, WE A 98 ii 行 线性 无 关 , 由 反对 称 性 知 A 的 第 i ，… ,i 
qı 
列 也 线性 无 关 ( 因 为 记 A= Ü 


а, 


, ДІ] A 一 (一 al =", —а1)). 于 是 由 23 题 知 
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jl 
бад | |20 


又 4 的 所 有 主子 式 均 为 反对 称 阵 ,而 奇数 阶 的 反对 称 阵 的 行列 式 什 均 为 0( 见 第 2 章 的 第 
20 题 ) ,所 以 > 为 偶数 . | 
42. КЕЧИК i N BJ 28 К, A 
4R = (2а, — а; б + 2а;5%)* — (4ава» — аї) (4b b, — bt). 
Ж i у(х) =ах tarta, g(z=)=b z°+ b zxz+b, , 


да) ai а да, a, а» 
АКС, = а а 2а, _ 2b b b; 
2b, Ó, b, a a 2а» 
b b 26, b b 26» 
2а, ala, 2a， да, а„||а, 2а, 
с [2b blob 25] |26 5l||b 2, 


一 一 (2aob — 2b0a1) (Zaib: — 2biaz) + (2a0bs — 2а,0,)? 
=— 4aobzaibi + 4а15»Ь» + haoas bi — 4а» а\Ь, + (20,6, + 24,6)? — 16ao0 b; asb. 
= (2400 — аф + 2а) 一 alpi + 4аваз bi + 46 фа? — 16а,а, bob: 
= (2а, — ab, + 2а55)* — (Ааа — a? ) (АЬ,Ь, — 2). 

43. Жу, у, FGz) 的 微 商 f(x) 的 零点 , 则 


disec(f) = (D па [[ fv) 
k 
Ж 设 (2) =алх" te ta irta, W f (х) = naor! + a, = bz" + 


又 disc( 门 一 (一 1) T a R(f, f), HEM 3.13 知 有 


kd 


ибп 


— ] 
2 
n— l 


RCO =c Dor || fy) (M b, = nao) 


= n"a? ПАО». 所 以 得 证 . 
k=] 


44. (1) K Сх) ==" Ках +Ь 的 判别 式 . 
Ж НУ (х) = пх" На, Г (х) =0 WRA 


т—1 
Vk 一 J Te k — 0,1,…,n 一 2, 其 中 € -一 emt, 


л—2 
R( f, Ғғ) 一 (一 о[у; + ау, + Б) 


k= 0 


т—2 7 一 ] 
— 好 — ] а (1— лп)" a 
— | | b n -4e )= | = атт — Т. | 
" H| + n ФА, no n п"! й | F 


— nl 
= у" ka + С 1)" aD 7 а" |= пБ УЧ (1 n)a", 


于 是 


故 dise A = — DERG f) = DT nb путат], 
. RR а 


(2) + f(z)= х" Бах +b FIRIR (и>). 
解 И (п,Ё) =а. W n=nd,k =k а, 


因 为 f (x)=nz” 1 十 Raze '=nx ЕЕН 


(т — k) 
所 以 FORRA & =& = +6. Sh =0, K ё, = л | а еї, 10,1091. 
Жр" =l, 


又 因为 k= зз = рата == пы Ср 2" 1) 
nm 一 п-Ё— 1 
所 以 RSO ==" || (f€) = wo™ [| (ёш) 
т—Ё—] 


="! || Eie” Бабе + b) 
= 0 


и 6—1 ( — р) 
— yp! П b+ u | 
1=0 


п, —k 一 


— 4 
=="? | b+ (n ан | 
і= 0 
=н"! СЕ Ка С (9 Юа)" 1 , (一 йау" | 
ni l ?7 1 


==! [ч pu h + С 1)" (n — kn АА а" 74 


k 


—1 _ 


以 上 化 简 过 程 还 用 到 st = (ey — (ys 及 7 Ik, (n, — k) =1,(&є'” = 二 等 
TEH: 


nt 


dise( f) = (— D 6 1[ m bu hi 4 Dn kn ka am 14, 
45. 6:0. (1) z"+ rx-+1 与 z 一 3Zz 十 2. 
解 ” 因 为 g(x) 二 zx 一 3x 十 2 的 根 为 y 1, у =2, 


ЕД ЕС, в) = 12.1". || ZG) = 十 1 十 1) (2 十 2 十 1) 


J 


—3(2" + 3). 

(2) z"+ 1 与 (zx 一 1)"”. 

解 ” 因 为 1] 是 g(x) 二 (zx 一 1)” Юл 重 根 ， 

所 以 ЕОР) = C D” fy) = С)" .2 = (—1)"2" 
(因为 n Улп: [п] ёў . 182. 

(3) z"—1 与 z"”—1. 

解 ” 因 为 (x" 一 1,x” 一 1) 二 (x 一 1), 即 f,g 有 公 因 子 ， 

46. 解 方程 组 : 


J 一】 


:十 见 一 7(z 十 
›{ ТУ ТТТ», 


х? + у =13 
解 

1 0 — 7 — Tyt у 0 
0 1 0 — 7 — 7 y + у 

К,С/,д)=|1 0 一 13 十 入 0 0 
0 1 0 — 13 + ° 0 
0 0 0 — 13 + у? 
1 0 — 7 у? — 7 у 0 
0 1 0 — 7 у 一 7y 

一 |0 0 yy 一 6 7y— у? 0 

0 0 0 y—6 7y— у? 
0 0 1 0 y — 13 


= (у — 6) (y? — 13) + (7y — у?) = 2y° — 39y + 2412 — 468, 
< y = е, =K 7 # 


z — 39 4241 


241 _ — _ 2__31 117ү _ 
2 Z 234 (2 4) [z > Zt )= 0 


2 
的 根 , 知 у: =4,9,228) у= +2,+3,+/18, КАЖ, + + У 的 对 称 性 知 工 二 土 3， 


2,5113. жона 


(+ 2, +3); + 3, +D (+ 15, + 13). 


(2) 人 


axt у(1— 2? — у?) =а 


解 
—1 0 (1 — у?) — ay 0 
0 —1 0 ] — у? — ay 
К„(/,&) = |- у а y(1— у?) –а 0 0 
0 —у a у(1— уі) —а 0 
0 0 — y a у(1— у) —а 
—1 0 1 — y — ау 
(一 y) Хп + 后 а —a ау? 0 
按 第 1 列 展开 | 一 y a y(l—y)-—a 0 
0 —у a у(1— уѓ) —а 
Кра —a а Tay 
ari + ra а ay 


—y а yA—y)—a 
4 90 * 


=— а? yla — у) 
Жу» 0 фу» = a, КАЖЕ а 1, х. 一 JV 44. 故 原 方程 的 解 为 (1,0); 
(у= a ) 
2 ' 


а — у? — а? = 3zxyzx 
(3) , UKIE ) 
kasqas 仅 求 正 整数 解 


解 
1 0 — 3 yz — у? — z? 0 
0 1 0 — 3 yz — у — z° 
R.(f,g)= |1 0 一 2(0Y +z’) 0 0 
0 1 0 — 20у? + 27) 0 
0 0 0 — 20у? + z’) 
1 0 — Зу — у z 
—r+r E |0 Зух – 2(Jy° +z’) у 二 0 
按 第 1 列 展开 |] 0 — 2( ° + 2°) 0 
0 1 0 — 2(у + 2?) 
Зу: — 2(y + x°) у + 2? 0 
— 0 Зух — 2(y + 2?) у? 十 和 
1 0 —2(у + 22) 


=7y — 24y° z + 42у‘? — 50у? з? + 42у? zt — 24у@° + 7° 
= (у — z) (7y — 10у + 15у? 2 — 10у + 72) = 0 
D > 一 z, 代 人 原 方 程 组 第 2 个 方程 中 得 24у, ТИ х= +2y,x= —2y 不 满足 原 
方程 组 第 1 个 方程 ,所 以 会 去 . 故 得 方程 组 的 全 部 解 为 X2,1,1),zE N. 


RO Tu —10и +154 一 10u 十 7 二 0,u 二 之 为 正 整数 之 商 ,所 以 и 为 正 有 理 数 ,w 的 可 
能 值 为 1,527. 1 显然 不 是 根 ,7 代入 只 要 看 个 位 数 即 可 . (7 一 0 十 5 一 0 十 7) 天 0, 所 以 7 


不 是 根 , 于 是 过 也 不 是 根 (因为 "一 三 的 方程 与 关于 и 的 方程 同 ,而 "一 7 不 是 根 ,所 以 地 


不 是 根 ) ,故此 时 单方 程 组 无 解 . 
у +2z°y—1=0 


47， 试 判定 方程 组 |” ， 无 有 理 数 解 . 
бх“ — у —3y=0 
解 
2y 0 y —1 0 
2 0 2— 1 1,34 12 一 ] 
R.(f,g) = y У 按 条 y У 
0 = y —3y 0 展开 6 —y—3y 
0 6 0 — у — 3y 


=2 (yt + 6° — 3) = 0, 
因为 у tey -——3=0 的 根 满足 y == 一 3 土 2Y3 不 是 有 理 数 , 故 原 方程 组 无 有 理 数 解 . 


3.4 补充 题 与 解答 


1 2 1 Xi 1 
(1) 已 知 线性 方程 组 /2 3 + B: 3 Ж.И A— 
1 À —2] Lr 0 
(2) 大 上 述 方程 组 有 唯一 解 , 则 4=?. 
解 ” 对 增 广 矩 阵 做 初等 行 变换 得 
1 2 1 1 
(A,b) 一 0 —1 А 1 


1 2 ] 1 

2 3 2+2 l- 
l A —2 0 0 0 二 1)GA 一 3) 4—3 
(1) Ar=b S= r(A)<r(A • b)= A= —1, 


(2) H Az= 9 Ж — = дегА 5006 KARE г(А)=т(А + b)). ЯН AZ3,—1, 
即 对 任 3, 一 1 以 外 的 数 ,方程 组 均 有 唯一 解 . 


1 2 一 ? 
2. 设 A= f 上 3|,3 为 三 阶 非 零 矩 阵 , 且 АВ=0,Д :一 ? 
3 —1 l 


Ж H AB==0, 知 B 的 列 均 为 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 ; 由 B 半 0, 知 Ах=0 有 非 
等 解 , 故 其 系数 行列 式 必 为 0. 
detA =t+ 18 +8+ 6t+ 3—8 = 0 ж =—3. 
3. 试 计算 多 项 式 f (z) ЖЧ] pi =Ñ; 
(1) х) ==" +a; 


(2) f(z) =H 


zx—1 
(3) fx) ==" Бах" 十 az “十 … 十 a. 
Ж (1) 方法 1 因为 f(x)=x" 十 a, 所 以 了 (x) 二 nx”!, 即 0 为 让 的 n 一 1 HOH. 


1 
所 以 АР) = ВОР, fO = C Dn [AO = жа". 
j=1 
方法 2 用 行列 式 算 
1 0 a 
] О a : 
. | | 
1 O _ 
A(f) = “| _ 0 ла 
n а 
— na 
71 
H 0 


. 02 ° 


=(—1)"п(— na)” = a" эт. 
其 中 第 二 个 等 号 是 对 行列 式 做 了 如 下 运算 :i 行 的 (一 n) 倍 加 到 Cn 一 1) 十 i 行 上 , (i 二 1， 
.…,n 一 1) , 故 行列 式 值 不 变 . FEH: dise N= (C) T a" + n". 


(2) 由 f(D Er D fG)=z= l, 

因 为 A((z=—1)(f(z2))=(—1)”A(f(x)) ° x° , 
A(mz'—])=(—1)” п", 

所 以 ACf(z2))=m" ,disc(f)=(—1) пт 2, 


(3) H fD) = a" Har! tar + Ба, 9 Я 
(z—1)fG) = =! +.(a— 1) 2" а, 
左边 的 判别 式 为 (1 十 za): ,而 右边 的 多 项 式 相 当 于 习题 44(2) 中 nn 取 n 十 1,k 取 n,a 取 
а 1,6 取 一 a, 故 有 
(1+ na 2A(f(2z2)) =(— 1 [ (п + 1)" Са) + С Dn” (a — 1)” ] 
=(— Ya [ (n+ a п" (1 а)" ] 
所 以 ACFC) = С a [ (п + 1)"та п а)" ]/(1 па)“. 


| р (n+ Dat n (1 — а)" 
故 disce( f(z)) = a фу C 


Ы. 


4.1 定义 与 定理 


定义 4.1 设 下 为 域 ,Mx,(F) 为 FF 上 的 mXn Жр. 
(1) 两 个 mxXn ЖЕ А = (а), B= (5b;) 的 加 法 ,定义 为 
А + B = (a; + b;; ). 
Mxa《 了 ) 对 此 加 法 成 Abel, A= (a; )BJ ff guy — А = (а; )， 加 法 恒 元 为 零 矩 阵 . 
(2) 域 正中 元 素 ) PO PE A = (a; ) 的 乘法 ( 数 乘 ) 定 义 为 
АА = (Аа, ). 
对 任意 1 sA AEF RA, BE Mns: PA 
ACA + В) = А РАВ, (А,4:©А = Д, (АА), 
(А, FAD А= А.А + АА, 1А = А. 
AM。xv(F) 对 加 法 与 数 乘 运算 像 行 癌 量 空间 一 样 满足 8 条 人 性质, 它 也 是 问 量 空间 . (与 F> 
与 法 不 同 ). 
定义 4.2 设 A=(a;)EMx,(F), B=(5;)€ M.x (F) W) AB=C=(c)E Mpx (O H 
FAKE X: 


5 
C; — ад bi; + йв bz; + ... Faby ~ 一 > аб 
Ё = 1] 


(1<1<әт,1=<у<лп). 

矩阵 乘法 无 交换 律 , 有 零 因子 ( 即 当 4 天 0,B 天 0 时 可 能 4B=0) ,无 消去 律 ( 即 АВ= 
АСЖЛЋВЕ Н В = О). 

定理 4.1 ҖЕ Ел 阶 方 阵 全 体 M,(F) 对 方 阵 加 法 和 乘法 是 一 个 环 ( 称 为 n #7 
ЕЖ). 

ЖУ 4.3 А = (а; E Mnx CF) , ДЖЕ 

A = (bj) Є М,„„(Е), bj = ау, 

称 为 矩阵 A 08. 
аА: (АВ) =B А", (А!) =(А?7) 7,(А+В)7=АТ+-ВТ, (АА) = 二 AAT 等 . 

定义 4.4 方 阵 A=(a; )E€M(《F) 的 迹 即 为 其 主 对 角 线 上 元 素 之 和 

tr(A) = an F az 十 … + an. 

定理 4.2 i A,BEM,(F), AEF, ШЇ 

(1) tr(A+B)=tr(A)+tr(B), trQA)=Atr(A), tr(AT)=trA, 

(2) tr(AB)=tr(BA), 
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(3) tr(AAT)=0 当 且 仅 当 4A=0( 设 F=C,a 是 a WAHHH, (а;) = (а; )). 

定义 4.5 ÉE А = (а) # т хп Ж ЕЕ ,设想 在 A 的 革 些 行 间 和 列 间 插入 人知 于 下 线 ,把 
A 分 割 为 许多 子 矩 阵 ( 称 为 A 的 块 ) ,这样 对 A 的 分 割 称 为 对 A 分 块 ,把 A 表 为 由 块 构成 
的 矩阵 时 , 称 为 分 块 矩 阵 . 

定理 4.3 Ш А= (а,), B= (Ь,) RTIA тх s ffl sXn ЖЕЕ, ША Ж B 分 块 为 A= 
(А„„), B= (B,,, ) B A 的 列 与 B 的 行 分 割 方 式 相 同 ( 即 分 组 数 相 同 ,各 组 成 员 数 依次 相 
同 ) (1<u< p, ,1<o<q,1<u=sq,1<xz=<r),WJ А,В RCS Ca) AP 


q 
Cu = X AaB (1 < z< pb, 1 < z < r). 


Ж DERE A B $n] у 的 积 ,是 A 的 各 列 的 线性 组 合 , 组 合 系数 为 у 的 省 分 量 . 
(2) ПАВЕ r 与 矩阵 B 的 积 是 B 的 各 行 的 线性 组 合 , 组 合 系数 为 z 的 各 分 量 . 
(3) AB 的 第 ; 列 是 A 的 各 列 的 线性 组 合 ,组 合 系数 是 B Юу 列 元 素 . 
(4) AB 的 第 i 行 是 B 的 各 行 的 线性 组 合 ,组合 系 数 是 A 的 第 i 行 元 素 . 
即 


У1 


Ау = (А, ‚*›А„) : | 一 y А, + °° +yA,; 


Yn 


[В 
TB= (zs ,Tn) f | = 21 В + °° + 2,8, ; 


AB= АСВ, | ° °° ‚В„) 一 САВ, | “° ‚АВ„); 


Ql а: В 
АВ = | B = i . 
m mB 


定义 4.6 由 单位 方 阵 了 经 过 一 次 初等 变换 而 得 到 的 方 阵 称 为 初等 方 阵 . 
(1) $Æ I W i j 行 互 换 得 


P; = KP (第 1 种 ); 


(2) 用 非 零 数 习 1 的 第 i 行 得 


• On e 


P;(c) = C (第 2 种 ); 


P; Cc) — | КУ (第 3 种 )， 


1 
初等 方 阵 都 是 可 逆 的 ,它们 的 逆 矩 阵 还 是 初等 方 阵 . 即 有 
Ps = Р»; Pi(c)“” = P.[—): P; Çe) = P; (— с). 


引 理 4.1 ЖАВ ДЕБ A 相当 对 A 作 初 等 行 变 换 ; 初 等 方 阵 右 乘 A 相 当 对 A 
作 初 等 列 变换 . 
(1) P;A, 把 A 的 i,j 行 互 换 ;(2) P;(c)A, 把 A №: 173 c f; (3) P, (OA, ЕА BJ 
第 J 行 的 c 倍加 到 第 i 行 上 去 . 
定义 4.7 EEA 5 В 相抵 是 指 存在 初等 方 阵 Pi ,…,P,,Q;,…,Q,, 使 得 
Р.Р, АӨ), +++ Q, = B. 
( 意 即 对 А 作 行 和 列 的 初等 变换 可 得 到 B). 


定理 4.4 任 一 矩阵 A 相抵 于 

н 

O O 
称 为 和 的 相抵 标准 形 ,r=rankA. 
ЖІ Jj F FEA ай q HN А 是 初等 方 阵 之 积 , 
系 2 对 任 一 矩阵 A, FENDE P,Q 使 得 
РАО = [5 ”| 
О О 

系 3 任 一 可 逆 方 阵 A 经 有 限 次 行 的 初等 变换 能 够 化 为 单位 方 阵 . 
RA 设 A 为 n 阶 可 逆 方 阵 , 对 nx2n 阶 方 阵 (A,7) 作 初等 行 变换 化 A 为 1;, 则 右边 


单位 阵 同 时 化 为 AT!. (因为 AC (A.L )=(I,,A ')), 此 即 初 等 变换 求 АЕ. 
定义 4.8 设 映 射 


pa: Е Е, 
х Ал. 
显然 它 有 如 下 人 性质， 
gA (z: + 22) = @A (zi) + pa (z; ) (1,2: € F”), 
pa Ar) = Арад (х) Q € F,z € Е). 
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满足 这 样 性 质 的 映射 称 为 线性 映射 . 
ker(A) = {xz € F° | Ах = 0), 
称 为 映射 oa 的 核 , 就 是 线性 方程 组 Az= 0 的 解 子 空间 . dim(kerA) =n т(А) Ж АШ) 
零度 , 记 为 nullA. 
Im(A) = {Ar | < € F°”), 
称 为 映射 фл 的 像 ,是 FRATE. 因为 Az=(BA B.) z= RD, ху + B, x: +. + npn РТ 
以 像 At 是 A 的 列 的 线性 组 合 , 由 Bi ,PB ，…,B, 生成 的 子 空 间 称 为 A 的 列 空间 ,于 是 有 
Im(A)= (fiset) = ЕВ, + + ЕВ, , 
dim(Im(A))= r{B,*… ,8,} = r(A), 

故 dim(Im(A)) + dim(ker(A))= n. 

X V y€ тА 的 原 像 全 体 
ФА (y) = (< € Е | Ar = y) = х, + ker( A), 

其 中 ze 是 y 的 任 一 个 原 像 . 

定理 4.5 Wp HR A 映射”:F” 一 F'" ,zx 一 Az, 则 

(1) pa 为 单 射 当 且 仅 当 A 为 列 独立 阵 ; 

(2) ра 为 满 射 当 且 仅 当 A 为 行 独立 阵 ; 

(3) ра 为 双 射 当 且 仅 当 А 为 可 逆 方 阵 . 

定义 4.9 天 "到 自身 的 线性 映射 ga: F? ->F” ,zr>Az, 称 为 线性 变换 . 此 时 

ФА 是 单 射 合 oa 是 满 射 会 pa 是 双 射 全 detA 尖 0， 

定理 4.6 设 Y 是 下 ”的 一 个 子 空间 ,pa:z-~A4z J F°? A Fe 的 线性 映射 ,将 o, 限 
制 到 Y 上 给 出 映射 

Фл: V— F°” , 
х >ÅT, 

则 有 维 数 公式 ;dim(kerya) 十 dim(Imya) =dimV. 

定义 4.10 ЖАНЕ, ЖЕ AXA= A 的 和 矩阵 X УА 的 广义 逆 , 记 为 A-( 若 A 
为 mXn 阵 , 则 A 为 nXm E£). 

定理 4.7 任意 矩阵 A 的 广义 道 4 -总 存在 ,事实 上 ,车 有 可 着 阵 P,Q (ЕА = 


p|? Jo, A- 能 且 只 能 为 


HE Y: ,Ys ,Y 的 元 素 是 任意 的 . 
定义 4.11 矩阵 4 的 Moore-Penrose Г” X ўй А 是 指 同 时 满足 下 列 等 式 的 和 矩阵 X. 
AXA = А, 


XAX = X (BJ A,X 互 为 广义 着) 

(АХ) ТАХ | 

_ (ЁП АХ ,XA 为 Hermite [ ). 
(XA)! = ХА 
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定理 4.8 任意 和 矩阵 A 的 Мооте-Репгоѕе Ў Й At Т ЕН #—,#3Е,®%А=СК, 

其 中 C,R 分 别 为 列 . 行 独立 阵 , 则 
А+ = R (RRID (CTC) С". 
引 理 4.2 (1) (А) =A; (2) г(А) =г(А?) =г(АТА) =1(АА?). 
定理 4.9 (1) 齐 次 线性 方程 组 Az=0 的 解 全 体 为 
x= (I— A А) ғ, 

HP A H AKAY, МЫ. 

(2) 非 齐 次 线性 方程 组 Az=b AR 4 HAM 23Mb= AA БАТ 为 某 广义 逆 ); 有 解 时 解 
ZA Ab, AT 过 А ШГ ЖЭЙ. 

定理 4. 10 对 于 线性 方程 组 Ar=b, 4 Ar=b БВ, ВЭЛ, А = СЕСЕ С, 
R 为 列 , 行 独立 阵 ) 则 

X = At b = ВІ(ККТ) (CTC) 'С'Ь 

是 最 优 最 小 二 乘 解 . 


4.2 解 题 方法 介绍 


4.2.1 方 阵 求 逆 的 方法 


(1) НЕХ. 若 存在 方 阵 B, 使 AB== BA= 了 1, 则 B= 二 A™. 此 法 要 求 对 矩阵 乘法 比较 熟 
练 , 对 于 元 素 比 较 特殊 的 矩阵 ,可 直观 看 出 满足 条 件 的 В. (只 验证 AB=1,sk BA 一 工 一 个 
即 可 ). 

(2) 用 公式 


0 1. 
A = qA 
其 中 A* = (А) Æ A 的 上 古典 伴随 方 阵 . 
(3) 初等 变换 法 .因为 A "1!(A, 站 二 (1,A !), 故 得 :把 (4A, 站 同时 做 初等 行 变换 , 当 有 AA 


处 变 为 1 时 ,I 处 得 到 A . 


A C7? СА! 一 A-ICB-: 
РА 一 
(4) 公式 É: Б. И Вт! | 
А В 
› 设 M=| | 其 中 A 为 r ЕЕ, СА) =, 
I OITA В A B 
因为 oLa rle plo p-ep) 
Т [A в TL ©] 
= LO D—CAB] L— CA І! 


4.2.2 关于 矩阵 的 秩 的 几 个 公式 


(1) ЖА жт X n, BA n X q ВЕ, WJ 
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(А) + r(B) п < r(AB) < min(r(A)>,r(B)). 
(2) 设 А„х„, B,<, + C,+ ЖЕРЕ, 
r(AB) + r(BC) < т ABC) + r(B). 
(3) 设 A,B 行 数 相同 , 则 
max(r(A),r(B)) < r(A,B) < r(A) + r(B>. 
(4) 设 A, B #0 m Хп 9 Е, Д) 
СА + B) < 10А) + r(B>. 
(5) Ж A um Xn, B 为 nXg 和 矩阵 ,AB==0, 则 
r(A) + r( B) < nx. 
(6) А Еп 阶 方 阵 (* 之 2) ,A* 为 其 古典 伴随 方 阵 , 则 
п, 当 r(A) = n 
rank (À * ) = É М r(A) 一 7 一 ] 
0 І(А) <x— 1. 


4.3 习题 与 解答 


计算 АВ, BA. 
解 
一 17 一 34 一 51] 
(1) AB= É — 34 a| BA=0; 
17 34 51 
(2) АВ= ВА ==91. 
2. В А = (а, )sxs 5 
01 0 
№ = : 0 || Р, = 
0 0 0 
计算 Р,А,Р,А,Р,А,МА,АМ. 
Ж PiA 把 A 的 2,3 行 互 换 ;P,A 把 A 的 第 2 行 乘 上 2 倍 ;P;A 把 A 的 第 3 行 的 c< 


倍加 到 第 2 行 上 去 ;NA 把 A 的 各 行 上 移 , 第 3 行 补 入 0;AN 是 把 A 的 各 列 向 后 移 , 第 1 
列 为 0. 
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| | 1 а В n+l 
1) pi КИ А (2) : 1 . ; 
sing coso ) 0 1 
0 1 0 Q? A 1 0 01" 
0 0 1 0 0 A 1 O 
(3) ; (4) 
0 0 O 1 0 0 À 1 
о 0 0 0 о 0 0 à 
解 
1 (za 十 Da no 二 Cn 二 1)8 
(1) е се (2) 2 
sinng cosng 0 1 (n+])a , 
0 1 
„ „3 Яп(л——1),„—; лп(л—1)(я——2),„—3 
0 0 0 1 ÀA nA w À 3 À 
aa 7079, (фо л ЛА s 
о 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 A пА" 
О O Ü Д" 


4. 证 明 ; 如 果 A 是 对 角形 阵 且 其 主 对 角 线 上 的 元 素 各 不 相同 , 则 任 一 与 4 乘法 可 交 
换 的 矩阵 也 是 对 角形 阵 ， | 

证 9 А =фар(а saz: s*** sann), В=(Ь.), Ш АВ = (аЬ, ), ВА= (Ьа), АВ= 
BA, 必 有 

azpi = аз з 

又 当 iZ BF,a Æa; , ВТЕ bi = 0, 
所 以 В = diag(b1 sbz2 s**t ,0b,, ). 

5. 求 平方 等 于 单位 阵 的 所 有 二 阶 方 阵 . 


i 设 4=| fi 由 A = I Я 


а? + bc = 1, 
W ete >a? = d’, 
br + d° = 1 


所 以 当 a=4d W ,b=c=0;a=—d 时 ,b,c 任意 但 要 求 be 二 1 一 a?. 即 A 一 土 1, 或 | "| 
С 


其 中 a,b,c, Їй Е а? =1—bc 的 任 值 . 
6. RAS ) 为 上 三 角形 方 阵 且 对 角 线 元 素 均 为 0, 求 4 一 : ,4". 
Ш ВА (а), НЕЯ 1223 时 ,一 0, 记 人 4 一 (ai), 则 当 ;) 一 1 时 有 
а; == Plasa, = > asa + S azan = 0+0 = 0, 


J 
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О O ж 
所 以 А2 = e `. x = Д”! — | 
А 0 М 
О Ü 
О 
故 А" = 0. 


7. ПЕВ: 对 任意 NDE A,B, ER AB— BA= 1, 都 不 成 立 . 
证 首先 证 tr(AB)=tr(BA). 设 A=(a;), B= (5; ) ， AB=(c;), ВА = (d,,) MWE 


П п 
Ск = > аайы, du = X buan, 
k=] i=] 


于 是 得 
їтСАВ) — X ci — > X asb, ~ 一 >X D buaa ~ 一 5 ` d, 一 tr( BA). 
i=] ©] &#=1 k=1 =] k=1 
由 上 知 
tr(AB — ВА) = (АВ) —tr(BA) = o, 而 101 = р, 
所 以 АВ 一 BA 兴工 . 
8. А! 
1 3 一 5 7 
0 1 2 —3 
(1) 4 一 | 一 1 4 5|; (2) A= ; 
0 0 ] 2 
3 
0 0 0 ] 
1 1 1 1 
1 l —1 —1 a 
2 у, 1 -1 с Жир ad—bc= 
1 —1 —1 ] 
] а a’ а” 2 3 n 
0 . . ` : 0 2 n—1 
(2 |; >, Q >. atl; (6) | : 
. . . a 2 
0 0 1 0 0 ] 
解 
1 一 3 11 一 38 
3 7 一 28 
I Е 0 1 —2 7 
(1) А! = —– = 17 —17 —17!; (2) Ат! = ; 
85 0 1 一 2 
— 13 — 2 8 
0 0 1 


О 
0 
(3) 此 题 由 矩阵 乘法 很 容易 看 出 全 一 47, 所 以 易 知 A ТА, 


_ 1 _ 1 d —b d —b 
AN 1 一 * зм Ңң д—1_ __ 1 __ — 
(4) 由 公式 A Ta А 立 得 ,A | | | | 


ad 一 pcL 一 c a — с a 
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“(5) 因为 A 的 第 i 行 的 (一 a) 倍 加 到 第 (i 一 了 D 行 上 去 (i 二 2,…,n) 则 得 单位 方 阵 . 这 相 
当 于 在 A 的 左边 乘 一 系列 初等 方 阵 Р, 9 ^2 Pai ,于 是 知 


l —a 
| А = Р, e*s. Р, • Р, = 
| — 4 
1 
(6) ADFER A y A 
1 —2 1 
А! = 1. 
— 2 
1 
9. 解 下 列 矩 阵 方程 
2 0 O 1 一 1 1 
4 6 1 1 
6 9 1 1 
0 3 8 3 一 4 1 
2 一 3 1 9 7 6 2 0 一 2 
(3) | —5 х 1 |= hi 12 li 
5 一 7 3 1 1 1 3 15 11 
] 1 1 2 n 
0 : 0 : 
(4) ` | X= 
: 2 
0 0 1 0 0 1 
解 
l _ 
1 一 1 2 0 отт |2 ll 7 
(1) X= f —3 | f I =|1 一 27 17|. 
3 一 4 1] Lo 8 3 3s 22 
2 
| 4 6 1 | 
(2) 记 А |, ,| 5 一 | | , 则 所 求 矩阵 X 的 列 应 为 线性 方程 组 Ax =b 的 解 . 但 因 


为 1(A) 隆 r(A,5b) ,所 以 方程 组 Az=5 无 解 , 于 是 此 和 矩阵 方程 亦 无 解 . 


—3 11 0 —2 7 T? l 1 1 
(3) Х= |4 一 5 2 і 12 9 | 1 2 -| 2 | 
9 一 / 3 3 15 11111 1 1 3 1 


(4) Hi T Ë BE Jy 82 593 3 [Н] Б] ЛЕ 3 BJ зй Е, 38 4 Ж Лу А B 35 — 4" E ЕИ 3 47 
变换 . 又 显 见 本 题 中 ,X 前 的 方 阵 经 初等 变换 “第 ; 行 乘 (一 1) 加 到 第 (一 1) 行 上 去 ” 
(i 二 2,3,*…,n) 后 得 单位 方 阵 1, ,所 以 只 要 将 右边 的 方 阵 做 同样 变换 即 可 . НЕЕ Е 
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出 就 是 


] 


10. 求 所 有 与 下 列 方 阵 A 可 交换 的 矩阵 B( 妈 满足 AB= BA): 


1 — 1 
X = 
1 
0 
0 0 
1 
0 1 0 0 
(1) A=| | (2) A= 
0 0 0 0 
о 0 
1 1 0 0 
0 1 0 0 
(3) A= ; (4) А = 
0 0 1 1 
0 0 0 1 


конс анвар | 


0: 


= с Ф m 
о єк о © 


— 


2 
О a 


0 | йш c=0, a= d, H 


С 


а b 
B=] | ,其 中 ab 88 8. 
0 а 
(2) 设 B= (b; ), 则 由 AB=BA 得 : 
ba б» bs b. 0 б pp b 
bi Ёа bss бза _ 0 bn b, б» 
ba be bs ба О b bs bs 
0 0 О $ O б, б,» bss 
于 是 有 
b, = bz = Баз = bus б; = оз = б, » bis = bzs б, 一 OG > 3), 
b b b Ё, 
b, b, b, | 
B ИД В = 9 b, , D, ‚бз ‚б, Є С. 
р b. 
б, 
_ 1 1 А, | В, В.Л 
(3) ië A, = | |. 于 是 4=| |, 设 B=| | ii AB= ВА 知 有 
0 1 А, В», 22 
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0 1 b 
А,В, =В,А,, А, =1+ | SEDERE Bu 形 如 | 。 И! Bl 


ul б, . 42 б; 


B = | . 0 其 中 а,Ь; Є C. 


Bıı В,; 


‚ H АВ=ВА {8 
Bz B... 


(4) 因为 л= | ,| m В= 


Е O 
LO By 
11. 设 多 项 式 СА) =а,А" + Бала, ЕВУ А.Е Ў УСА) Sa, A" + + 


а А+а 1, ХЕ FAM А, СА): 
1 


2 一 ! 
(1) #04) =А+34+2, A= 2 | 
1 


0 3 
12 il —5 
答 к= |: 19 | 


3 8 21 


| 其 中 Bı, Bz Є М, (Р). 


| 0 1 O 
(2) f)= A 8А 十 9 十 和 十 和 一 A 十 1, A= | 0 || 
| ооо 
解 ” 因 为 A*==0 (А223) 
1 —1 1 
АТИ saaan | 1 Е) 
0 0 1 


(3) (А) =4А° 24? А-1, A= 


с 1 0 
O с | 
о 0 c 
解 Ш А=с +03, W № о, 
РАЎ = 4(cT + №? + 2(czsl + N° — «+ М) — Í 
= (4 + 2 — c— 1) I + (12: + 4c— 1)N + (12c + 2) № 


KORRI FSO 


0 fco fl 
0 0 ўс) 
12. R E, 为 人 ,1 位 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 均 为 0 的 二 阶 方 阵 , 求 所 有 与 Е, 可 交换 的 
JE В. 
Ж W B=(b;) ШЕН E;B= BE; 得 
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A ni 
j 列 
于 是 知 
bu =0(#£Z), Ба 二 0 (653), b, =b; ,其 余 元 素 任 意 . 


ił 
13. 设 А == | , А\ TELEP 互 异 , 求 与 A 可 交换 的 所 有 方 阵 B. 


àI 
解 ” 设 B=(B;), 其 中 分 块 方法 以 使 AB,BA 可 来 .于 是 由 AB=BA 知 有 
В 一 B;ÀA; 因为 4 Æ À; 所 以 B; = 0 (252 3), 
所 以 В=аіав(В,.1, B,, I, ,B.1). 
14. WBR: УВ n 阶 务 阵 均 可 交换 的 方 阵 必 为 纯 量 方 阵 . 
证 首先 由 第 12 题 ,要 AE; =E,A, i,j=1,- n, Я 
аір — @одоә°*"* © Ann ~ а 
所 以 A 为 纯 量 方 阵 ,而 纯 量 方 阵 与 一 切 方 阵 均 可 交换 , 故 得 证 . 
15. 证 明 : WR A 为 实 对 称 阵 , 且 А? =0,Я А A=0. 


证 ЖА = (a), AX B= A? = (b) ЦЬ, = Sola, = У\а = 0, a, = 
0, ёЁ,1=1,2,**›л. | ü 

16. WEB: # A = I, Н A#1, W] А +1 dE n] Е. 

证 方法 1 H OA2—=I—(A+D(A—D=0,# A+I ж й ‚Шз, Z= 3 
(А+7 44 A= 1,55 E А51 FH. 

方法 2 由 (A 一 D(A 十 让 =0, 知 (A 十 了 的 列 是 线性 方程 组 (A 一 z= 二 0 的 解 . 又 因 
为 AZI, ВТЕ A 一 I 关 0, 故 rank(A 一 了 ) 宇 1. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 则 由 线性 方程 组 的 理论 知 

ати (д-р = n —rank(A — D < л — 1. 

ША Еу] Моль АУА. 

所 以 r. (À + D) < ат >, < x — 1. 

故 А + I JEP% Е. 

17. RA 是 阶 方 阵 ,A' 为 其 古典 伴随 方 阵 , 试 证 明 ， 

D 当 A JM BP,A ЖА" 都 是 可 逆 阵 , 且 

(AD = (AD)T, (A) 一 (AD) j 

2) (А*)Т=(АТ)*, 

证 1) 因为 дед" = detAZ 0,detA* = | (detA) А! |540, PF AT 和 A* 都 是 可 
逆 阵 . 

又 因为 (4AB)T 王 BITAT， 

(АТАТ = (AA! = I, ATCA“)! = І, 所 以 (AT) = (A-1)T, 
+ 105 • 


1 
-1 А 
由 公式 A Дед“ 


А = detA • (А) = (A) = detA + (А), 


故 (А* ) = (A). 

2) (А*)Т=(А„) = (А;), (АТ) = (а) = (А), ТИСА") = (А7) ". 

18. Ў А,В 都 是 n 阶 对 称 方 阵 , 证 明 ;AB 也 是 对 称 方 阵 的 充分 必要 条 件 是 A,B n] 
EPR. 

证 ”因为 (AB)T 一 BIAI 一 BA， 

所 以 (АВ)Т=АВ=ВА=АВ. 


А 
19. 令 R=| „| ЯНЕ, ИР A 是 非 奇异 阶 方 阵 . 证 明 :RR 的 秩 等 于 "HB 


(У 4 D=CA В, | N 
iE В] ea 110 ЫР о cA aB] M 
É Е елар (40=Р—СА-!В=о. 
20. 设 A 是 秩 为 1 的 nxm Ж Е, ШЕН: ТЕ n 维 列 向 量 a, 和 m PE y |] Et д, 1849 
A=af. 


证 因为 1(A)==1, 所 以 可 道 阵 P 二 (ps)(n 阶 ),Q 二 (gq;)(m 阶 ) 使 


pn 
: (gn ae Qim) = aß. 


nl 


L 0 0 
A= P|. JQ=P . (1,0, ••.,0) Ф = 


О 
21. ЛЕА ЖУУШУ EE, ШЖ А = A; УВЕ B 称 为 对 合 方 阵 , 如 果 В = 1, ПЕВ :А 
是 笑 等 方 阵 的 充 要 条 件 是 B=2A 一 工 为 对 合 方 阵 . 
证 НУА=Ае4А? 4А + 1= 1< (2A— D: = [<= В? =], 


O =+ 0 a, 
ü 41 е, Ü | 
22. i] А = . , . ° a,=0, i 二 ],…,n, 求 A !. 
Hn—-1 O 
. 0 ал 0 L- An~ 
W 记 4A=| |. ях | Ад 1 aanas 
yi Ü 1 0 ап 
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БЕД A=[ 1° =] 0 ЕНЕ Оз. 
ала 461 0 Aan 0 а |. 


ax, 0 

23. 设 а (а; p. san) ‚Оза; < R(1<— n) $ А = diga, Í|... an? ; 试 求 det(A— a'a). 

解 det(A — a'a) = det[ A(I, — Alata) | = (detA)det(I, — A aa 
= (detA)det(I, —aA la! 


= (1 一 2а) Ца. 
24. 计算 行列 式 


1 十 5 у} гү У? se. 21У, 
22 Yı 1+ azzy: … 2: У, 


Tny 1 nz .. ]+,y, 


Tı 
detA = det Ë + i | (yı 9 » 


Tı 
= ] + (Ji 3 5 Yn) | | = ] + ЭКЕ 
k == ] 


25. ЯА Xn ВОЗЕ ,а (ai,… ,a,) , ЕН. 

| det(A — аа!) = (1 — а A'a) • detA. 

证 ”因为 

det(A — aa )= detLA(I, — А! оа a!) | = (detA) +s det( I, — A аат) 
= (1—0 Аа) • detA. 
以 上 3 题 都 用 了 公式 det( L, - АВ) = е1, — BA), ЖФ А,В 5591] п Хот,т хп ЖЕ. 

26. 试 求 第 1 题 中 四 个 方 阵 的 相抵 标准 形 . 
1 0 O 
о 0 ] ; 


0 0 0 


Ж (1 因为 r(A)==r(B8)=1, 所 以 А,В 的 相抵 标准 形 均 为 


(2) 因为 r(4)=r(CB) 一 3, 所 以 4,B 均 相抵 于 I. 
27. 试 求 可 北方 阵 P,Q 使 P4Q 为 A 的 相抵 标准 形 ,其 中 


1 —2 3 0 0 1 
oa — 6 | ea 1 0 


l ° 0 1 1 


А 1 —2 3 1 0 0 
一 3r1 tr 2c1 十 cz 5cs + c> 
解 (1) 因为 A——— jo o к 0 ‚== 
— 27р 十 zj 一 Ca3 
0 5 — 1 О 5 —1 
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1 0 O 1 0 O 
0 0 0| 一 一 -|0 1 | 
oo 1J [о о о 
因为 对 A 做 初等 行 变换 可 通过 左 乘 可 逆 阵 Р, 实现 ,对 A КУЛЕ BJ 38 pH A 38 pÍ A 
EE Q, 实现 .由 上 述 初 等 变换 过 程 可 知 : 
1 0 07 1 2 一 3 1 
P= | 一 3 oa 0 1 K 1 
—2 0 1 оо 1 5 —] 
1 0 O 
ар 
0 1 Oj 
1 0 0 1 3 一 13 
所 以 P = Р,Р, = -: 0 о-оо - f 0 | 
—3 1 0 0 一 1 5 
则 


1 0 0 , h 0 O 
(2) ы 1 == 0 1 0 
0 0 


ra rs 
1 1 n 
H EA 
0 0 1 1 0 O 
1 0 O —1 —1 1 
1; 
HS РАО= | -| 
O О 
28. М A, B 为 同 阶 实 方 阵 , 求 证 : 
ШЕ 1A+B| | А—В|; (2) А в | 
в A|” в A| | det(A +v— IB) | °. 
解 (1) 
I I1rA B1rI1 —1 A+B O 
因为 P ' p A| P =| B AB. 
两 边 取 行列 式 即 得 . 


о E BE ese o. 
两 边 取 行 列 式 得 : 
e 108 ° 


— В 
É ,|= det(A + iB) • det(A — iB) = | det(A + iB) |°. 


最 后 一 个 等 与 是 因为 dett A—iB)=det (А +:В) =аеі(А +В). 
29. В Anxa = (Brr СЕ ВЕ, А |^<1В"В| |C'C| 
证 ЖА АЈА, 


i] ° i jl e i 
|AJ= 5 в А ( ): 


i es j A A2 р "° і, 
= 2 u а) el ) 
ы 2 l … k _ 2з. 1 … п —– Ё 
= | В'В |.| ŒC]. 


“<” 成 立 是 由 于 ( 3awb;)” < (Уа) (X), Ш Cauchy 不 等 式 (其 证 法 很 多 ,之 一 见 
《高 等 代数 学 ) 例 2. 13). 最 后 一 个 等 号 是 根据 定理 2. 9( 即 设 A ,Box 6н, M 
] se jy зе Z, 
detAB= У) Af |. BÍ )). 


Ін \й o I l … kk 

30. 设 B 和 C 为 nXk Nin X (пр) ЗЕН EE, K uE; 
B'B BiC 
СВ CC 

Ш {= ЕА=(В С), д] 

ЕЎ = | A'A |= [А |? =| A? |< | ВІВ | | СС | 

Ва BJ c E: i Fj F ER 5916. 

31. 证 明 : 任 一 秩 为 ~ 的 和 矩阵 可 以 表 为 ~ 个 秩 为 1 的 矩阵 的 和 ,但 不 能 表 为 少 于 > 个 
这 种 矩阵 的 和 . 

证 设 r(A)==r, 则 9 可逆 阵 P,Q 使 . 

1 0 


<I B'B| | ŒC]. 


0 0 
= A, +A, +: +A, Br(A)=1, i= ler. 
А 可 表 为 少 于 > 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 ,由 20 题 知 每 个 秩 为 1 的 矩阵 可 写 为 a8( 其 中 
为 列 阵 8 为 行 阵 ) ,所 以 有 


В. 
А = а. В, + ... + ад, — (е, TELET T f | + 


Ë 
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于 是 гаһпһкА<А<у FJA. 
32. F А,В 为 n 阶 方 阵 ,证 明 : 如 果 AB=0, 则 rank( A) +rank( B) Sa. 


L O 
证 方法 1 设 rCA)=r r(B)= s, J 3 T% EE P,Q 使 PAQ= [ o) не 
AB=04% РАВ=0 进而 有 РАОО ! B=0, iW Q` В-= В,, 5% r(B,)=r(B), FES 
L O 
$ p= 
O О 


所 以 В, Ву r 17270 0,0 г(В,) =5<л r, Вр 
r( A) + r( B) < n. 
证 方法 2 记 B=(0 ,8.: 8.) H 
АВ = (Ap.,AB,.,-:: AB.) = 0, 
Ж B ,Be,…,B, 是 方程 组 Az=0 的 解 . 因为 dim(W,)=n—r(A), 
所 以 r(B) 一 秩 (8 8)< 妇 dimWas ==ял—г(А). 
33. 设 A En Л (л:>2),А* ЖЖ Bi PE BH J E , ШЕЯ. 


п, Ж r( À) = п; 
гапк(А* ) = 51, 4 :(А) = п 1; 
O, > rÇA) < z — 1. 


证 (1) 34 rankA=n,§ detAZ0,H AA" 一 (detA)I 知 det4 = (detA)"” 10, FF 
bl r(A * ) =n, 

(2) 因为 当 r(A) 二 =n 一 1 ВЧ, ае:А =0, А АА" =0 由 32 Я rCA)+r(A ' )<n, 
РИТА’ 0881, X I (А) =п- 1, А 中 至 少 有 一 个 A; 关 0, 所 以 r(A*)=1. 

(3) ВУСА) <п—1, ТЦ A 的 所 有 nn 一 1 阶 子 式 全 为 0, 故 A; =0,А* =(А„)=0, 
r(A*)=0. 

34. WEB: (1) rank(AB)<Smin(rankA,rankB); 

(2) rank(A,B)<rankA+rankB; 

(3) rank( A+ B)<SrankA+rankB. 

证 (1 Аа, Bixns r(A) =r, r(B)=s. AX r(A) =r, ТИЕ НЭ P ,Q 使 


得 
PaQ=-| | 
O OJ 

于 是 

L O 

(АВ) = r(PAB) = r( PAQQ !B) = rank| В, , 

O О 

其 中 B, =Q 'B=(b,), 
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фр азап тай bin 


所 以 (AB) = k| |en = КИ; (ж) 
r = ran о ој‘ 7 гап боз. о 
O) ... ... Ü уи 
显然 最 右边 一 个 矩阵 的 秩 不 超过 人 它 的 非 0 行 数 ( 二 r), 也 不 超过 В, Н Ж (=), 
所 以 r(AB) < min(r(A),r(B)). 


i£ 从 (*) 式 也 很 容 多 得 出 最 后 一 个 矩阵 的 秩 字 r 十 > 一 (因为 r(CB) 一 rCB)，Bi 的 
行 癌 量 中 有 :个 线性 无 关 , 而 其 余 行 均 可 由 它们 线性 表 出 .假设 这 个 回 量 位 于 忆 : 的 后 s 
行 , 则 前 7 行 中 至 少 仍 有 ;一 (一 7 个 线性 无 关 ) 由 此 得 出 

rC AB) > А) + r(B) — s. 

(2) 设 AA. t A, ЖА ВЕ BJ IK К ЕЕН , B ,Bs,…,B, 为 B WII In] Ж 
的 极 大 线性 无 关 组 . 则 (A,B) 的 列 回 量 均 可 由 (4 ,…,A, ,Bi,…,B,) 线 性 表 出 ， 

所 以 rank(A, B) < ЖА, ,··-,А,,В,, +, В,). 

而 A t Ar B o’ B, РАНЕ ЕНА Е — E КАЛ r+ s 4". БТ 
rank(A,B) < r(A) + r(B>. 

+ ”因为 A 的 列 均 可 由 (A,B) 的 列 线性 表 出 ,B 的 列 均 可 由 (A,B) 的 列 线性 表 出 ,所 
И т(4)<т(А,В), r(B)Sr(A, B). 于 是 有 max(r(A),r(B))<rank(A,B). 

(3) 方法 1 设 A,B 均 为 mXn 和 矩阵 , 则 


| 7 
rank(A-- B) =гапк(АІ+ BI) = rank | (А,В) B |<їтїп(т (А,В) ,n)<rank(A, В) 


<r(A)+r(B). 
方法 2 因为 A 十 B 的 列 均 可 由 (A,B) 的 列 线性 表 出 ,所 以 СА +В) <г(А, B) < 
r(A) 十 rCB)， 
35. 设 4 是 2 阶 方 阵 , 证 明 : 
(1) 如 果 А? = І, W] гапк(А + Г) +гапк(А — Г) =n; 
(2) 如 果 А = А, M] rank A)+rankl A— 1) = x. 
证 (1) 由 A*=I 知 A 一 I 一 (A 十 D(A 一 了 = 二 0, 由 32 题 得 
А+ D +r(A— D < n 
又 由 34 题 (3) 知 (A+ D-+r(A—D Z r(A+I+A— Р =r(A)=n,(B]`8 detAZ0) 
所 以 有 
r(A+ D + r(A — D = +. 
(2) 因为 A = А, И 0= А? –-А=А(А – ГР, r(A)+r(A—D=<x, X r(A— D = 
т(1— А), ВИСА) +:0А —– D> r(A+I—A)=r(D=n, 
FÆ r(A) + r(A — D = п. 
36. ЎА Жл WAE, H (А) =, ПЕН. n Br p i ВЕ P 使 PAP 9/6 nor 
行 全 为 零 . 
. 1]1 > 


证 因为 r(A)==r, 所 以 了 可逆 阵 P,Q 使 得 


PAQ = К | Ж Q Р" = | 
== О О 9 ү == 


则 有 


—1 —1 —1 К | B | ñ 
PAP = PAQQ Р” = = 
O OJ LG, С, 


37. 求 下 列 和 矩阵 A 的 广义 逆 A ЖАТ. 


a b c 
(1) A A (а,Ё,с) = (1,0,0) О 1 ku 
0 0 1 
1 l _b _c ] 1 
а а а а 
所 以 (а,Ь,с) =Q? > >|" 
0 0 
> 0 O 1 Уз 


其 中 Уг + Уз 任 取 . 又 因为 
(a,b,c) = | = (a,b,c) = CR, 
所 以 (а,Ь,с) = RICRRT) (СТС) CT 


a 
7 1 

一 一 一 b | -~ m , 
era | 
LC 


a 
— 1 _ 7 
mrana | 


a77 
所 以 , = (1 ,y + уз) 71==(1,у,, уз) -2 


其 中 Y2 • Уз ЕЖ. 


ИЕ 
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al a _1 
所 以 è =] ° соте ава b | (a,b,c) 


C 


_ l 5: 
=at o rll eee 
0 0 1 0 O 0 0 
оао ol- í o| eol=f q: 
o oj 
0 0 O оо ollo o 1 
2 O 0 1 0 Lyi 
d a a 
所 以 а= |; “|- 1 Б = 1 1 
Үз Ү, 0 b O LY, Y, 0 b p’? | 
0 0 1 з J32 Узз 


其 中 У1\2  У22 • Узі s 332 9 Узз ТЕҢ. x 


因为 A= 


0 
b 
0 
1 0 I _ 
T “| | ее o E o o 
O O 0 1 0 Ibl JLO b 0 


o аж А |2, ale nlo olo rel os 


e азе, жр Q T Q 
Q 


Уз Ya 1 Уз Y4 
] 2 b 2р b 
-paa 2: уз 254, 2 e>, 
ys — 27у, Y4 


其 中 уг, уз, у ЕЖ. 


1 


жщ л ааа а 


_ 1 Ë a 
5Clal +ib |> 2651 
- 113 · 


一 ] 


] b b(ag—ec) с 


_1 E _ 
a b c 1 o 5 1 0 Ola’ af—eb (af—eb)a а 
(5) |e f g|= 一 和 二 1 0 0 1 O a Cg 一 ec 
4 Ü + ИШ 
0 0 О 0 0 0 a f — eb a f eb 
О 0 1 0 0 | 
1 0 0 
-| ] е 
0 0 0 
1 0 у 
所 以 vaf’ 1а 0 1 | p~! 
Y, Y. > 
Уз Уз X33 
_ __1 
a f— eb 


b 
+ (bg —cf) (ya уз), yz (bg— сј) — 6, (J-F ]yu —bys + (bg—cef) ys 
—е— (ар ес) (ээ — ya ) ‚ a` yzlag— ес), ayz 一 (人 Qg ec) yas 


(a f— eb) [ya уз ы Уз? (a f— eb) * Узз (аў — ер) 
X 
b c 1 0 
J g1]= 0 1 | 
0 0 O 0 


a b с 


tt е) -ce 


因为 A= 


ШАША ae+bf+ cg | | 
eat fb-+ gc, lej + |fl ° + | gl: 0 1 


> 
+ 
| 
>` RI 


所 以 


арчы Si 


Су | 


— L. | 


| 0 O ‚ AFi tlal ес go), eClbl 19) асв), 0 

P | Па наочно. flal + |cl)—blae+cg), Ol, 
(lel +112) —glea+ fb), g(l|a|2+ |5]2)—c(ae+ bf), O 

其 中 d=(jal +ib |1) е + |f|2+ |g|2)—(ae+bf-+cg)(ea+ fot gc). 


1 


Š | 


1 o o | 
а е 0 1 0 gli —— o 
(6) [Ё f О | = _—— ， а ‚ 0 0 Í 
af—eb af—eb 0 ] 0 
c в © bg— fc ес—ав у 9 0 0 0 0 1 
ar 一 cg af—eb’ 
p| i Јо 
O 01” 
1 0 V13 
所 以 A` =Q! 0 ] Угз Р! 
Узп 332 Узз 


. |14 * 


1 


© аў—еЬ 
Jf + (Бе fc)( ys — уз), —e+(ec—ag) (уз ув) ‚ (af —еБ) (уз — у) 
(pg 一 fc) уз — 6, а — (ес ав) yz ° (a f —eb) yz 
(7—2) ya — Буз + (bg —c f) узз ° 4 y3? 十 (ec 一 Qg) уза ° (a f — eb) ys; 
又 因为 
a e 0 a e 
a-ji f |=| I: 0 g CR 
0 1 O ' 
c g О с g 
1 0 _,‚ 
所 以 =l | | 
0 1 
0 0 


lal + |b|2+ |c]? ае+Ь]-Есе ra b c 
| ea fb-+-gc э ыле. [ f | 
1 
а 
хт атр. ео KEMO Аал 


e(l]? + lc|) ағ св), flal? + lcl? )—blae+co), g(|a|2+|5|]2)—c(ae+bf) 


0 0 О 
其 中 4 6 (5) ФК. 
a b c 0 grli 0 Or b c L o 
„өе О уь 
3a 3b Зс 3 0 110 0 ojlo 0 1 
所 以 saj Jp 
Y, Y, 
1 b 
P: ; 一 二 l. М1? У1з 1 0 0 
一 0 ] 0 Ул Уз Yz —2 1 0 
О 0 ] Уз 33 33 —3 0 1 
—_(1— буа — cya) — 2и — 3v “ 0 
7 Ул 一 2 уз — З y23 222 Уз 
Уз 一 2 ys2 — 3yss [22 33 


] 1 
其 中 Yi ТЕКС, u= — (ул: — буз 一 Cy32 ) 9 o= nis T Буз —сузз). М. 


1 
因为 A 一 一 2 (a,b,c) = CR, 
3 | 
e 115 ° 


a 1171 
ЖШ Ас пакети ро H 1,2,3) 
_ | la 


2a За 
1 __ — — 
= —— r 5 25 Зр |. 
ТЕТЕ? _ i 
2с 3c 


0 1 x 
(8) 因为 A= . -人 = oT |=[ Q 
>. 1| Lo O O olai O o oj 


因为 A= о Iı) = СВ 
О 
| го _ го o 
所 以 A -| гга (1л 0)= М | 
0 0 
| | O 13 rh OTO I L О 
wai Ls оре Гр 9 
: : O, О О 0 1 О О 0 
O + oes 0 
яш А0 oi р YO yayay em 
1 O Y; Y, 1 Y, 
又 因为 
1 
ГО 17 |o Ep 
a оос 
0 
0 
所 以 [эзе О | 
0 1 O 
1 


4.4 ”补充 题 与 解答 


1. 交换 n 阶 单位 方 阵 了 的 两 行 得 到 的 方 阵 称 为 对 换 方 阵 , 对 换 方 阵 的 乘积 称 为 置换 
ХЕ Е. 试 证 明 对 于 任意 1 Br Pl BE A ,存在 置换 矩阵 ,使 得 PA=LU, 其 中 工 是 对 角 元 都 
• 116 ° 


是 1 的 下 三 角 阵 ,U 是 上 三 角 阵 . 

证 因为 A ој, ИА 的 第 一 列 中 必 至 少 有 一 个 元 素 非 零 , 设 为 an, 则 通过 做 第 
一 行 与 第 : 行 的 对 换 可 以 使 (1,1) 位 非 零 , 然 后 把 第 一 列 中 (1,1) 位 以 下 的 元 素 打 成 0. 这 
可 以 通过 左 乘 第 一 ,三 种 初等 方 阵 实现 . 即 3 P,Q 使 

an 1 O 
Q A = о А} RE Q = р r... 

К Ai ni 阶 方 阵 , 由 归纳 假设 命题 对 4A。; 成 立 , 记 P, A... = Ln- Unai ,其 中 
PP,-1,L,-1,U,-1 满 足 题 设 要 求 ,于 是 有 


1 I al | 1 а! 
РА |o вА dbo rana] ыо и 
P, O P, nA, O L, .U, L, O U, 


因为 L,-, 是 下 三 角 阵 (对 角 元 均 为 1),U,_; 是 上 三 角 阵 ,所 以 上 式 右边 已 满足 题目 要 求 ， 
表 看 左边 ,两 个 置换 方 阵 (因为 P,-: 是 置换 阵 ,所 以 最 左边 一 个 也 是 置换 阵 ) 中 间 是 Q, , 它 
是 一 个 对 角 线 元 都 是 1 的 下 三 角 阵 , 若 能 把 它 换 到 最 左边 后 在 矩阵 等 式 两 边 乘 其 逆 即 可 
得 证 ,但 Q, 与 其 左边 的 矩阵 乘法 不 可 交换 ,所 以 不 能 直接 换 位 ,但 我 们 有 


р ”je m" 7 К ИР S 
O Pd LP,ia Paid LP, 1, dilo P 


于 是 得 
1 O 1, О) 一 аң д 
о p A= | || | 
О P, 1 P, a, Г. О L, U, 
-| 1 Е | 8 | 
ll — Р, а Г. L, O Umi 
-Lra 1286 и 
— P, а, L, 1 O U, 
1 O 
Ре, |P M| P AERE HA 
п] 


РА = LU. 
讲评 此 题 曾 是 清华 大 学 一 年 级 学 生 的 期 末 考 试题 . 乍 看 有 点 难 ,但 其 中 的 教学 思想 其 实 
很 简单 :因为 4 是 可 逆 阵 ,所 以 A 可 仅 用 第 一 ,三 种 初等 行 变换 化 为 上 三 角 阵 . 即 存在 
Pi; Т ү QQ, 使 
QP,; Q, P, QP А = U, 
其 中 Pa oto Pa 为 对 换 方 阵 ,Qi ,…,Q, 均 为 对 角 线 元 素 为 1 的 下 三 角 阵 . 剩 下 的 问题 是 
怎样 把 Pi oto P, 移 到 一 起 (同时 QQ 也 连 到 了 一 起 ) ,这 是 关键 的 一 步 ,我 们 以 
Px, Q, 为 例 , 说 明 如 何 把 Pa 换 到 右边 . 因为 显然 Pz Q ZQ. Pa, ,所 以 不 能 直接 做 乘法 交 
换 , 但 我 们 有 Pa, Q =Q!” Pa, ,其 中 QQ, ,其 仍 是 对 角 线 元 为 1 的 下 三 角 阵 . 事实 上 ， 
w 
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À; 
Q = : 0 ° 
, 0 
À 0 0 1 
则 
1 
1 0 0 
, Аг 
А: 1 . А 
Pz; : 0 : |= | Pz; — Qi Pa; , 
Ф А2 
: 0 , 
А, 0 0 1 ' 
А 1 


这 样 就 把 Р, Pl: 连 到 一 起 , 接 下 来 Qi” 还 要 与 Рз, ‚Р. 换 , 我 们 把 换 5 一 次 后 的 矩 
阵 记 为 Q U ,于 是 得 
QQ QP Ps e Pa, P А = U, 
记 P=P,, +++ P. (NJ P 为 置换 矩阵 ) , 工 -一 Q,…Qg2Q855 ,( 则 工 -: 为 对 角 线 元 素 
为 1 的 下 三 角 阵 ) ,由 LL-!PA=U, 一 PA=LU. 
2. A Яп 阶 方 阵 , 试 证 若 有 rr(A) 十 r(A 一 1 了) 二 n, 则 A 必 为 项 等 方 阵 ( 即 满 足 
А? = А). 
证 因为 =r(A)+rA—D=r| 5 О Еу О | 
О А—1 A 一 A 十 了 
_ ГА А] ГА-А2 Оу] [4-42 O 
=: НЕ А = O I 
所 以 (А – А?) =0, W А? = A. 


І, О 
上 面 恒 等 变形 中 第 3,4,5,6 个 等 号 分 别 做 了 以 下 矩阵 运算 : 左 和 可逆 阵 | ” яв 


]=“A-AD+ (D, 


пая men “AJ sama] 2] 


3. 设 n 阶 方 阵 A ЖЕ А+ D +r(A— D=n, Д A 必 为 对 合 方 阵 ( 即 有 А? = p. 
A+I O | А+ О | 
— Y 


=rA+D+r(A-D=r:| 
ë 因 "=r(4+D+r4-D=r| O |е, 


[аы 全- 0-29-49 Й 
AtI 21 А+І 2 О 21 
=1(1— А2) +10), 
х r(D =n, 
所 以 r(I—A2)=0, А? =], 
4. 试 证 ;对 任意 秩 为 r 的 矩阵 A 均 有 分 解 式 A 二 CR, 其 中 C,R 分 别 为 列 , 行 独立 阵 ， 
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H r(C)=r(R)=r(A). 
证 ”由 定理 4 # 2 МЕИР P,Q 
1, О 


A= P| 
O O 


I, 
É = P|” jaog =CR, 


其 中 се|}. к=а, Озо 分 别 为 可 逆 方 阵 忆 的 前 > 列 ,Q 的 前 > 行 ,所 以 它们 分 别 为 
列 , 行 独立 阵 ,( 因 为 可 逆 阵 的 列 , 行 均线 性 无 关 ) 又 显然 有 r(C)=r, r(R)=r. 

5， 设 矩阵 Csv, 为 列 独立 阵 , 试 证 存在 可 效 阵 P 使 得 р 

证 因为 r(C)=n, 所 以 3 可 逆 阵 P, (т В), Gn ОЕ 


-ae 5-00) 


nr 


其 中 рер [ | ATAR. 


mon 


6. (Frobenius 不 等 式 ) 设 А,В,С 分 别 为 m X n, n2X b, bX q 矩阵 , WIJ 
r(AB) + r(BC) < r(ABC) + r( B). 
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АВ О АВ О О —ABC 
所 以 САВ) +r(BC)= | < | |= | | 
О BC В ВС В О 


= r(ABC) + r(B). 
H pS” EHF гСАВ)<г(В),г(ВО)<В, и B 可 以 既 不 能 用 AB 也 不 能 用 BC 线性 
表 出 . 
7. W A 为 n 阶 方 阵 , 且 rr(A)= 二 r( 和 A ), 试 证 ;对 任 自然 数 上 ,有 г(А®)=г‹(А). 


А OJ FA O :一 As 
证 方法 1 B ADHA) =r] |4 j=: "| 
О А? A A: A O 


О —A: 
= =r. 
A O 
又 由 已 知 r(A)—=r(A2),PH 144 rCA2)<r(A2); ЯВ r(A:2)= r(A2 , А)<т(А?), 
于 是 得 
r(A2) = т(А%). 
由 此 式 可 推 得 rCA’)==r(A4),…, 所 以 有 т(А*®)=г‹(А). 
方法 2 设 
ФА: Е -> Ке? , 
x А х, 
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Ш r(A) = ат (I„A), X r(A?) = r(A) = dim(I,A), ТЫ сл 在 1,A 上 是 满 射 , 即 
Фл(1,А) =1,А, FEH r(A?) =аіт(1І,А) = (А), 18 г(А*) =г(А). 


1, О 
8. ША 为 对 合 方 阵 ( 即 А =D MEETER Р РЗАР=[ | 


Ш $ В=А+І, ЊК ЈИЕ ЕЕ P, ,Q, ,使 


| R, Р, 
Т ОР, X р | 
І, Oq?TrR, R,TL О 21, O 
则 由 Р ок к Ло o= o О] 
所 以 К,=21,.. 注意 Q =ЕКРг', 
FEE B= p. p Еч "р = P. i ре. 
О О-В, К, O O 


O 
21, O 
©! :. ВР, $ — | | 
O 
ig Р=Р,5, 
即 得 РАР | l 
f O —IJ 


O I O 
9. 设 A 为 二 次 者 零 方 阵 ( 即 A —0) , FETE ,使 P-4AP=| | 


O O O 
证 P r(A)=r,H4HREPYWEJE HIfr fE nT: BE P, ,Q, ,使 


A= D К о 
иш 1 О О 1? 
因为 А? =P р _ k P p И 0 
1 О О 1 1 О О 1 * 
N К, К, 
IÉ Q.P,=R=| | 
R, R, 


若 有 
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R, Rri O 
5 OR RIG 9-а 
О OOJLR RJLO O 


X О,=КЕРү', 
= E в 
ы со ОШЕ, RJ 
O К, | 
= P| jP. 
O O 


显然 r(R:) 一 r(A) 一 r, 所 以 R, 为 行 满 秩 , 于 是 存在 可 逆 阵 S ,S, #E,S,.R,S,=(1,,O), 


Sr? 
p=P,| | 
5; 
5, Si 
РАР = | 54 | 
S;' 5; 


O I, O 

- 10 О о) 

10. А,В] m X n, n X m HE, PK E ; 
det(I, — АВ) = det(I, — BA). 


ë ям] 115 1] [оо ва] 
l: ndl- ro 可 


det(I, — AB) = det(I, — ВА). 
i£ ”此 公式 用 得 巧 , 可 大 大 简化 行列 式 的 计算 . 又 


因为 det 1, —AB)=2"det[1,——AB)=2"det[ 1, —+BA ) 


则 有 


=à)” "det(A1,— ВА), 
此 即 是 
А" | AI, — АВ |= А" |А, — BA |. 
因此 只 须 记 住 题目 中 要 求 的 公式 ,其 他 的 可 由 其 推出 ,更 繁杂 一 些 的 也 可 类 似 推导 . 另外 ， 
由 公式 Adet In — АВ) = А" ел1, 一 BA) 还 可 看 出 
det(ÀI,, — AB) = 0=det(AI, — BA) = 0, 
这 就 是 说 AB 与 BA 的 特征 值 相同 . 这 一 结论 在 以 后 的 解 题 中 很 有 用 . 
11. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 且 满足 А'=21, X B= 二 A? 一 2A 十 1, 试 证 B ай, 6 B. 
证 由 已 知 A 二 2T 可 得 A 一 I 二 了 ,于 是 有 
A — I= (А ~ D(A2 + A+ D = I, 


(А — D пй, H(A- D ' = А? +А +1. 


< Ж 


В = A —2A+I= (A— р, 


ТИ |В|=(|А—1|)°550,Х В пу, Н 
B = (А Р. (А - р = (А? +А + Р? = ЗА? + 4А + 51. 

12. А,В E n ПУЕ, Н (А) = (ВА), ЕВ [(А?) =г(ВА?). 

证 НУ: (А) =:(ВА), УА Ar=0 与 BAz==0 同 解 (因为 解 空 间 维 数 同 ,日 Ах=0 
的 解 都 是 ВАх=0 的 解 ). | 

下 证 A2z=0(1)5 BA?x==0(2) 是 同 解 方程 组 :显然 (1) 的 解 都 是 (2) 的 解 ;又 设 zo у 
BA x=0 的 任 一 解 , 即 有 BA?xo 二 0. 令 yo 二 Azo, 则 有 BAy。 二 0, 所 以 у 是 BAz=0 B) 
解 ,由 已 知 ,y 也 是 Ах=0 的 解 , 故 Ау 一 Axo 二 0, 故 x, 也 是 А'х=0 的 解 ,所 以 (2) 的 
解 均 为 (1) 的 解 . 
АТ dimW 32 = dimW g: — r(A2) = т(ВА*?). 

+ ”本题 是 第 3 章 37 题 的 特殊 情况 , 因 是 一 道 考 试题 ,所 以 这 里 直接 写 出 解法 . 

13. 求 平方 为 零 的 所 有 三 阶 方 阵 , 

Ж 因为 4 一 0, 故 2rank4A 雪 3( 利 用 32 题 ), 所 以 rCA)=1 sk 0. 
X r(A)=1 时 ,有 


ü м 不 全 为 0 
A = N Gu зиз). ЖЧ „ 不 全 为 0 
(利用 补充 题 4) ,又 
д; А! 
О = А? = |А, | Qas sg) i (дуг sys) = (Ain T+ A +àsu)A. 
Аз Аз 
因为 А50, ВТЕ Aiu Fàg БАзиз = 0. 
于 是 得 满足 已 知 条 件 的 三 阶 方 阵 为 : 
ü | м 不 全 为 0 g 
А = 0,9 А = | «Л азиа)» 其 中 不 全 为 0 В Am = 0. 
1 ооо 
14. ӨШ A 的 伴随 和 矩阵 A* = | | i ‚ВН ABA™' =BA™' +31, Ё В. 
0 —3 0 8 
Ж H AA*=(detA)I, 5 |А" | =8= |А |°, FLIA] =2. 因 А п, 2k fE 8 EE 


方程 
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АВА! = ВА +31 


的 两 边 左 乘 A 1,13 А 1% B=A !B+3]. 
вр B(I — А!) = 31. 
A" ү! 
所 以 B= 81А) = 3(1— 72) = 6021 А*) 
1 оо о] 6 00 0 
„|9 1 0 ol ово O 
рот 0 бов o 
| 0 3 0 一 6 0 3 0 一 1 
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线性 ( 向 量 ) 空间 


5.1 定义 与 定理 


定义 5.1 设 下 是 域 ,V 是 一 个 集合 ,如 果 V 中 定义 了 一 种 运算 称 为 加 法 ( 即 对 V >, 
yEVY,V 中 有 唯一 的 > 与 之 对 应 , 记 为 z= x+ y),F БУ EEX Y — Fh 3⁄5 Ft PR 2J 35 38 
НЕ AC F,z€ V,V 中 有 唯一 的 yy 与 之 对 应 , 记 为 y= Az), H W É РЕЛ, WU PK V 
是 域 让 上 的 线性 空间 或 向 量 空间 . 

(1) V 对 加 法 成 Abel 群 , 即 满足 

D (X#E) 并 十 y 一 > 十 工 ; 

D CRA) (zx 十 y) 十 z 二 TX 十 (vy 十 之 ); 

D (ER) ”存在 元 素 0EY ,使 对 任意 XEV 均 有 0 十 工 二 工 ; 

D ALRK) ”对 任意 zxEV, 存 在 yC V 使 y 十 x=0; 

(2) 数 来 满足 

Q A(X 二 y) 二 Ax 十 AYy; 

D (十 Ap) 一 人 十 AL 

D (Ан) х=АСих); 

D 1л= x; 
其 中 xz,y,z ЖУ PERIK Asu NF Нл. 是 下 的 来 法 单位 元 . 

域 F 称 为 向 量 空间 V 的 系数 域 或 基 域 ,下 中 元 素 称 为 纯 量 或 数量 ,V 中 元 素 称 为 
问 量 . 

定义 5.2 (1) R V 是 线性 空间 ,ayal,… a, E VPE AA Ao’ CF, 8 49 

a = Моа і‘ ta, 

MJER a PJ E aista, 线性 表 出 ,或 称 a Уо, "а, ЈЕВ ЕСА, 1, 称 为 组 合 
系数 ). 

(2) 设 S, , S, 是 线性 空间 V 的 两 个 癌 量 组 ,大 S, 中 任 一 向 量 均 可 由 5, 线性 表 出 , 则 
PK S, 可 由 Si RERE, A S, 与 S; 可 相互 线性 表 出 , 则 称 S, 与 S, 等 价 或 线性 等 价 . 

(3) 2025 [АУ 可 由 其 向 量 组 S$ 线性 表 出 , 则 称 S 为 V 的 一 个 生成 元 系 , 荐 VV 有 
一 个 有 限 生成 元 系 , 则 称 V 为 有 限 生 成 的 . 

定义 5.3 线性 空间 V PREE a ,az，,…,a, 称 为 线性 相关 是 指 存在 不 全 为 DU AÀ, 
e. A, E F, 4f 

Aiai + s Б АД,а, = 0; 
在 wa 不 线性 相关 , 则 称 为 线性 无 关 ( 或 线性 独立 ). BM до н T Aa, = О {УЯҢ 
-e ]24 ° 


À ==. Д, =0 时 成 立 . 

定义 $.4 (1) 一 个 向 量 组 S 的 极 大 线性 无 关 组 Sw E S 的 一 个 子 集 ,满足 :WD Su 是 
线性 无 关 的 ,@ S 可 由 Sw 线性 表 出 . Su 的 元 素 个 数 称 为 S 的 秩 , 记 为 r(S). 

(2) 线性 空间 Y 的 一 个 基 是 Y 中 一 个 向 量 组 , 它 线性 无 关 并 且 可 以 线性 表 出 V, 基 中 
向 量 的 个 数 称 为 V 的 维 数 . 记 为 dimV. 

引 理 5.1 设 V Rn 维 线性 空间 ,(1)V 中 任意 7 个 线性 无 关 的 向 量 必 构 成 基 . (2) V 
中 任意 能 线性 表 出 V BJ n 个 向 量 必 构 成 基 . 

定义 5.5 Rasta, EF EREZZE VÆ, EV, A 

a = ао +" FH arans (a (s a, € F) 

则 a ,… a, 称 为 a Еа, "о, 下 的 坐标 . Castan) ICa i, ,a,) ”分 别称 为 坐标 行 
和 坐标 列 . 

E F ER n ARESE F 中 ,显然 6&1 二 (1,0,…,0),…,e, 一 (0,…,0,1) 是 一 基 , 称 
为 自然 基 . 

定义 5.6 ЖУ ЕЕ 上 线性 空间 ,W 是 Y 的 子 集合 , 硅 W 在 V 中 定义 的 加 法 和 数 乘 
运算 下 是 下 上 线性 空间 , 则 称 W 是 V 的 子 空间 .0 和 VV 称 为 V 的 平凡 子 空间 ,其 他 子 空 
间 称 为 真子 空间 . 

任 给 ql,… ,a,;EV, 则 a ,…,a, 的 所 有 可 能 的 线性 组 全 是 Y 的 一 个 子 空间 , 称 为 a, 
… ,as 生成 的 (或 张 成 的 ) 子 空间 , 记 为 人 aa, ay) 或 工 (a stt san) В] 

(aista) = {Аа + Аа, | 1 Є F) = Е + Fa,. 

5122 5.2 下 上 线性 空间 V 的 非 空 于 集合 W 是 Y 的 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 W 对 

加 法 和 数 乘 封闭 , 即 对 Ya,8E W,AEF, 总 有 
a+8€ W, A Є Ж. 
ЖХ 5.7 НУ, ЖУ, ÆR F EJ W ЖЕЗ lB] ,右上 映射 
ф: V, — V, 

W E : (1) plath) =ф(а) + @ (0), (2) Ф(Аа) =Аф(а) (对 任意 a B€ V, AEF), WE o 为 
ЕТЕН ЯУ C У = ЕВ, о 称 为 线性 函数 ;V; 二 Vi 时 ,9p 称 为 线性 变换 ). 

定义 5.8 (1) kero 一 teEV ipc 王 0) 称 为 o WI., E E V 的 子 空间 . dim(kero) Ж 
为 o 的 零度 . 

(2) I.9 王 pV 二 (galaE€ VV}) 称 为 9 的 象 集合 , 它 是 V 的 子 空间 . dim(1,9) 称 为 9 的 
ЁК. Ж ai t a, 是 Vi 的 基 , 则 L e= (фа s ,pan). 

定义 5.9 Je Vi V, 是 域 下 上 线性 空间 У, 2J V, 的 线性 映射 , 若 о 是 双 射 , 则 称 
o 为 同 构 (映射 ), 且 称 У; 与 У, 是 同 构 的 , 记 为 V, < V,. 当 ү, = V, 时 ,op 称 为 B |F] 2 
映射 . 

定理 5.1 0 o:Vi >V, 是 线性 空间 的 同 构 上 映射 ,a ，…,a, 是 V, 中 任意 向 量 , 则 ga， 
"soa 线性 相关 当 且 仪 当 CSE BARET 线性 相关 . 

# We: Vi V, 是 线性 空间 的 同 构 映射 , 则 

(1) Эф, a, 是 Vi 的 基 时 ,ga ,… оа, 是 V, 的 基 . 

(2) dimV, = dimV.. 
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定理 $.2 BRF EER n REZE V 均 同 构 于 F" (m 维 行 问 量 空间 ). 特别 知 
V, & V.,=-dimV, = ату. 
定义 5. 10 ТЫ. si * °°" sen 是 V 的 一 个 基 ,六 + °° s 1) 是 Vv 的 为 一 个 基 . RT 


n 
Ti — aE] + + ApEn 一 Уан, , 1 = ],е*,п, 
k=l 


ША = (а; ) 称 为 由 基 el ，,… ,es Aporo ВЈ ЕЕЕ. 即 A 的 第 7 У р, 在 el，,…,e, E 
的 坐标 . 形式 地 记 为 | 
Mottom) = Се, ,En )А. 

Жау, а fE3ke l, 8, 下 的 坐标 列 为 zx 一 (zi，…z) ,a 在 基 р, F B) 

标 列 为 y 二 (yi1，… ,yn) ， 则 有 如 下 的 坐标 变换 公式 : 
у = А! =, 

> ”数学 是 要 理解 的 ,理解 地 记 住 一 些 公式 是 有 意义 的 .这 里 的 坐标 变换 公式 不 需 死 
HES: y=A x 一 Ay 一 x, 当 y=(1,0,*:,0)' В, х= (ау, aa) l ,所 以 A 的 第 一 
列 为 p 在 基 ei ,…,e, 下 的 坐标 列 . 

定义 5.11 设 V 是 域 人 上 线性 空间 ,W; ЯП W, É V 的 两 个 子 空间 ,Wi 与 W, 的 交 
为 

W, NW: = {а | а € №, a € W}. 
W, 与 W, 的 和 为 
W, 十 多 一 ta 十 az | a € Wisa € №, }. 
引 理 5.3 两 个 子 空间 的 交 与 和 均 为 线性 子 空间 . 
定理 5.3 设 Vi,Vi 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 , 则 
dim(V, + V,) = dim(V,) + dim(V,) — dim(V, П V.). 

ЖХ 5.12 i; W=W, +W; 是 线性 空间 V 的 子 空 间 W, 15 W, 的 和 ,着 W 中 每 个 元 

Ж a 表 为 W, 与 W, 中 元 素 的 和 的 方法 是 唯一 的 , 即 若 
а 一 al 十 as = ñ 十 应 《ai ‚В С Wi; az +Ë € №,) 
则 必 有 а] =ñ ° Q2 =f ;那么 W 称 为 W, 5 W, 的 直 和 或 内 直 和 . 记 为 
W = W, G W.. 

定理 S.4 У-У, +W, 是 线性 空间 V 的 子 空间 Wi 55 W, 的 和 , 则 以 下 四 个 命题 
等 价 : 

(1) =, ФУ, ; 

(2) 0 表 为 W, 与 W, 中 元 素 和 的 方法 唯一 ( 即 0=0+0); 

(3) W, ПУ, =0; 

(4) dim(W)=—dim(W,)-+dim(W,). 

定义 5.13 对 线性 空间 V 的 任 一 子 空间 W, Е 5 [В] W* ,使 V— WOW " ,W 
称 为 W 在 V 中 的 补 子 空间 ,其 不 唯一 . 

定义 5.14 设 W=Wi 十 … 十 W,,W; 是 线性 空间 V 的 子 空间 (i 二 1,2,…,s).W 称 为 
EWW, 的 直 和 或 内 直 和 ,如 果 每 个 a€ W RAW, W, 中 元 素 和 的 方法 是 唯一 


ВЈ. 记 为 w—w.,@--@w,=@w.. 
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定理 5.5 WoW, 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,W=W + ----W.,, WJ W—W,@::: 
ФУ, 的 充分 必要 条 件 是 : 
(1) 0 表 为 Wi ,…,W, 中 元 素 和 的 方法 唯一 ( 即 0 二 0 十 … 十 0); 
DW: N DOW;=0 G<i<; 
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(3) dim(W) = >`  dim(W.). 
i=1 


定理 5.6 Уу, 与 V; ER FEATS |н], 
У = { (0,8) |а Є VBE V.) 
H E X 
(оа...) + бо, ) = a Hah + д), 
Ala В) = Qa AR) Ca, € Vi ,B € V,,A € Р), 
MJ V ЖЕ БА 250 V, 与 Vi ЮРА, wA V= V,G)V,. BE astran Æ V, 的 
基 ,P ,8. ЖУ» Е, Соз 0), 6, Са, 0), (0,8), ---, (0,8,0 V ВЖЕ, IJ 
dim(V) = dim(V,) + dim(V.;). 
定义 5.15 设 W(i 二 1,…,s) 是 线性 空间 V 的 子 空 间 , 且 У=У/,©+--©©У/,, FEIE 
aEV, 有 唯一 分 解 式 ао te Ба, ЖФ о Є Wi, i 一 1,…,s. 作 线性 映射 
л: V—> V 
а эа; 
ДІ] Imr; = W, , kerm; = W, Ф ФУ, ФУ, Ф. O W, H x7 ° z, = л, GEH лі = n). 
这 ;个 线性 映射 x; 称 为 关于 直 和 = W, O Ф W, BJ 38 (1ЕШ)) 投射 (投影 ). 
定义 5.16 设 W 是 上 的 线性 空间 V 的 子 空间 ,如 a,BEV ,满足 a 一 8EW, 则 称 a 
УВУ 同 余 , 记 作 a 二 BC(modW). 
(这 时 可 把 V 中 癌 量 分 类 .a 与 8 同属 一 类 二 a 一 BEW). 
V 的 子 集合 
a = a + W = (а+о | о Є W) 
称 为 模 W В — 4" FE] ЖЖ. 称 为 此 类 的 代表 元 . 
定理 S.7 设 W 是 域 上 线性 空间 V 的 子 空间 ,V/W E V 对 模 W 的 同 余 类 全 体 . 


则 
(1) V/W ÆR F HRES H ORA A E E) 
(2) Reste Ж W 的 基 , 扩 展 为 V Е, уе, е g, E: V/W 的 基 , 特 别 知 
dimV/W = dimV — dimW 
(3) 映射 
р: V>V/W 
а >a 
是 满 线 性 映射 , 且 
kere = W. 


定理 5.8 〈 线 性 映射 基本 定理 ) 设 有 域 上 线性 空间 V, 到 V, 的 线性 映射 
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Ф: V, — V, 
则 yy 决定 了 线性 空间 的 同 构 
Ф: V, /kerçy — Im 
а= Qa). 
系 1 Ü 0(.У, Уу, 是 线性 映射 , 则 
dimV, = dim(kery) + dim(Imy). 
系 2 RW, W: E V 的 子 空间 , 则 
(W, © W,)/W, > W.. 


5.2 解 题 方 法 介绍 


5.2.1 求 过 渡 和 矩阵 的 方法 


1. 用 定义 ”由 定义 5. 10, 求 从 基 es ，…,e, HÆ poop 的 过 渡 和 矩阵 工 , 只 要 直接 计 
PF 方 (二 1， 和 2) 在 s，…es 下 的 坐标 列 ( 也 即 y 关于 є1,›*°*›є„ 的 线性 组 合 系数 ) ,作为 
T 的 第 7 列 .形式 地 记 为 

Mottom) = Сер, "е, ТГ. 

2. BBA Ch ор) = (е, е) Т. 

(1) 当 允 是 ” 维 列 向 量 空间 ( 记 为 Fe” ) 时 , Ор) Б] бє, e, JU ЁЛ E, + 
证 上 式 可 按 通 冲 矩 阵 乘法 进行 ,又 因为 s，…,e, 线性 无 关 , 所 以 方 阵 (e,…,e,) 可 道 ,于 
Ж | 
T = (ey sE) Ор") 
此 时 ,坐标 变换 和 矩阵 

T = (Metts) Ceste). 

(2) 对 于 任意 的 n 维 线性 空间 У, (F) ,车 知道 @1 ,…,e, ,nn ,… ,在 某 组 基 下 的 坐标 
列 , 则 仍 可 用 (1)? 的 方法 计算 过 滤 矩 阵 T, АЖА (е, е.) Оро р) ЖКН А 
量 排 成 的 ,而 是 由 两 组 基 向 量 的 坐标 列 排 成 . ( 见 27 题 ) 

3. 用 坐标 变换 公式 Y= 二 TT!'X. 

由 于 看 从 基 ee, ЖЛЕ, ,… ,的 过 渡 和 矩阵 为 荆 , 则 任 一 向 量 a 在 两 组 基 下 的 坐 
标 之 间 有 关系 

Y= ТХ, 
其 中 X,Y 分 别 为 « 在 基 工 与 基 开 下 的 坐标 列 .所 以 , 若 知道 上 个 向 量 w ,…,a, 在 两 组 基 
下 的 坐标 列 分 别 为 Xis Xn K Yi,…,Y, , 则 应 有 
Yi = ТХ, Y= T1X,, --, Ү = T'X,, 
T 19 
(Yi s Y,)= ТСХ, 6, Х,), 

所 以 T= (Xi, Xa) (Yi, Y,). 

4. 天 ”2 维 列 向 量 空间 ) 中 ,已 知 向量 a ,… a, E m 下 的 坐标 为 8 ,8,， 
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则 从 自然 基 到 基 у, ,wy 的 过 渡 和 矩阵 工 由 下 式 给 出 : 
Т = (al sa) (ñ, settan)» 

数组 向 量 a; ，… ,a, 在 自然 基 下 的 坐标 就 是 其 自身 (各 分 量 排 成 的 列 向 量 ), 由 3 立 得 
结论 . 

者 是 n 维 行 同 量 空间 ,也 按 一 般 线性 空间 考虑 , 取 坐 标 列 即 可 . 
5.2.2 求 4 1B 或 4B 7'!' 的 方法 

在 计算 过 渡 窍 阵 及 解 矩 阵 方 程 的 问题 中 ,经 常 需要 计算 形 如 A ' BO sk АВ ' BJ AB 
阵 . 如 果 先 求 A” ,再 做 矩阵 乘法 ,计算 量 较 大 . 这 里 给 出 用 初等 变换 法 直接 得 出 结果 的 方 


法 . 
因为 А (А,В) = (L,A 'B), 


| 做 初等 | 
所 以 (А,В) ===» (TAB) 


即 对 nX2n 阶 方 阵 (A,B) 做 初等 行 变换 , 当 A ХЕЛЕ I BF, ВАМ ЮЕ A B. 


同 理 
АЛ 初等 TAB?! 
МЕ І | 

5.2.3 求 两 个 子 空 间 W, 与 W, 的 和 与 交 ( 的 维 数 与 基 ) 的 方法 


В М. == (о заз, "0, EV, CF), М, = (A B, € V, (F) , ЙІ 
W, +W, = (ay а, 8,5,8). 
AK W, +W, 的 维 数 和 基 , 需 要 求 向 量 组 аз, "за... 的 极 大 线性 无 关 组 :把 这 * 十 ; 
个 向 量 的 坐标 列 排 成 一 个 nX GHORER, ( 仍 用 原 符号 记 各 坐标 列 ), 对 (al,，…,a,， 
B，…,B) 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 型 (af ,…,as ,Br ，… ,Br ). 易 判断 此 阶梯 型 的 秩 , 设 为 
r, M) атс; W2) = r. Н r BT 2£ 0 的 子 式 所 在 的 列 疝 量 , 即 是 Wi 十 Wi 的 基 ( 如 r Pt f sÀ. 
所 在 的 列 为 1,2,* 十 1, 则 知 a заз ‚В. HH). 
利用 阶梯 型 Ca? s ar ,Br ，…,Br ) 也 可 以 得 到 Wi 与 W, 的 维 数 和 基 : 不 妨 设 
dimW, == 5, ,dimW, =, , H W, 的 基 为 a ‚°°*,а;, ， W, 的 基 为 Ph + °°" ‚В. . 则 任 a€E Wi QW, 
有 «ЄЎЇ, 且 a€EW,, 于 是 有 | 
а = Ма Fen + À, a, = B + °: + ш, 
ЖЖ А УЗА, n", р, 为 未 知 元 的 线性 方程 组 
Ма + БА а, ав — р В, = 0 
( 仍 可 利用 上 述 阶梯 型 一 一 划 去 (5 一 51) 十 (1 一 4 ) 列 ) 
这 个 线性 方程 组 的 解 空间 的 维 数 就 是 dim( W, ПУ). 以 其 基础 解 系 (7) 为 组 合 系 数 得 到 
的 (ri) K Ж WiN W, ВОЗЕ. HI p = САТ, ss AS т, д, ЖЮ ro Аат Hee РАО а, 
二 十 /6B 十 … 十 J60 B EW NW) COR, 29 题 ). 


5.3 习题 与 解答 


1. (1) 不 利用 回 量 空 间 中 加 法 的 可 交换 性 ,证 明 : 左 逆 元 和 左 零 元 也 是 右 逆 元 和 右 
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零 元 ;(2) 利用 (1) 证 明 : 向 量 加 法 的 可 交换 性 可 从 线性 空间 的 其 他 公理 推出 . 
证 Cd) 由 已 知 , 任 xzE€V 有 


О + х= х 

(— х) + == 0 
于 是 

r+ Сх) = 0 + =+ (— z) = (— (— z2)) + (— z) + z + (— xz) 
= (— (~z) + (— z) = 0, 
z+ 0 = z+ (— z) +-x = 0 + < = +. 
(2) Vz,y€ V 有 
(1 +])(z=#“+ y)= =+ y+ z+ y 
= (1 +]1])xz + (1 + 1)y = =+ r+ у-у 

即 有 


r+y+zr+y=rx+ z+ y+ y 
两 边 左 加 一 x, 右 加 一 y 得 
r+ y = y + <. 
2. 今 民 是 实数 域 ,而 V 是 定义 于 区 间 [a,5] 上 取 正 值 的 所 有 函数 的 集合 ,我 们 定义 
Фа= је, AGf= Р, (f.g € МАЄ R); 

(1) 证 明 ; 在 上 述 运 算 下 ,V 是 R 上 的 线性 空间 ; 

(2) 证 明 : 空间 V 同 构 于 空间 V ,其 中 VV 是 定义 于 区 间 [a,5j]j 上 的 所 有 的 实 函 数 , 其 
РӘ ЖОЕ МЕШИ; 

(3) 求 空 间 V 的 维 数 . 

Ж (1) 因为 加 法 封闭 . V f, € V. fela b] tE EER, Нд. 

D g= fg = в; 

D (Фе) Фл= (ўв) л = fgsh= fe (gG@h); 

© +209 ЖА 1, 1690/=/; 


— 1 1 _ 
@ v fc V НАЛА, 下 由 /一 1 


ARH. УСУ, Р Æla b] ЕЕЕ РА, Н Е: 
01 @ Р = f; 
@ Ou @f) =, Q f= fe =Àu Of; 
Э А+) Орр = f. “= G fr=) O fu Of; 
ФА ОСФе) = @fg= (fg)! Р + = РФе =à, @ /©А Oe. 
所 以 V 是 R 上 的 线性 空间 . 
(2) 设 р: VV 
| f =>lnf 
则 显然 pop 是 V 到 V 的 1 一 1 对 应 , 且 满 足 : 
In(f@g)= Inf+lng (SHE f.g € V) 
na = Маў (V f € V.A € R) 
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于 是 ep 是 同 构 上 映射 ,V EHF V. 
(3) 空间 Y 是 无 限 维 的 . 
3. 判断 下 列 集 合 是 否 为 相应 问 量 空间 的 线性 子 空间 . 
(1) п 维 回 量 空 间 中 ,坐标 是 整数 的 所 有 向 量 . 
E ”不 是 .因为 数 乘 不 封闭 . 
(2) 三 维 空 间 中 ,终点 不 位 于 一 给 定 直 线 上 的 所 有 向 量 . 
Ж ”不 是 子 空间 ,因为 加 法 与 数 乘 运 算 均 不 封闭 . 
D 平面 上 ,终点 位 于 第 一 象限 的 所 有 向 量 . 
Ж 不是. 因为 没有 人 负 元 . 数 乘 运算 不 封闭 . 
(4) R 中 坐标 满足 方程 zx; 十 zs 十 … 十 z, 一 0 的 所 有 向 量 . 
Ж ”是 子 空间 ( 因 其 对 加 法 和 数 乘 均 封 团 ). 是 ”一 1 维 子 空间 . 
(5) R" 中 坐标 满足 方程 z: 十 zs 十 … 十 zs 一 1 的 所 有 向 量 . 
E ”不 是 子 空间 . 因为 加 法 , 数 乘 均 不 封闭 . 
4. 证 明 : РЕН er*,…,e** 是 线性 无 关 的 ,其 中 44，… ,4， 是 互 不 相同 的 实数 ,线性 
空间 定义 如 :连续 实 变 函数 全 体 按 函 数 的 加 法 和 数 与 函数 的 乘法 是 及 上 线性 空间 . 
Ш RA Ае +. tke 二 0, 依 次 求 导 1,…,n 一 1 次 得 关于 未 知 量 & ,ks ,… Б, 
的 线性 方程 组 
kieh? +... + Ае" = 0, 
b A ent |... + kA, е" = 0, 


КАТ eh” + Ает = 0 


由 于 系数 矩阵 行列 式 为 

УСА, s A.) + е2" — (у 
所 以 ki = ki = *= = k, = 0, 
yi ee 线性 无 关 . 


S. ИЕ BH а1 102 903 为 R° 的 一 组 基 , 并 求 向 量 + 在 该 组 基 下 的 坐标 : 
(1) a =(1l1,1,1), a =(1,1,2), аз = (1,2,3); 2==(6,9,14); 
解 令 A= (at, а?» as ), 则 因为 detA=0, Bf J а + Go аз 为 R° 的 一 组 基 . 


Ql 
MT 二 — Хуа 十 520; 十 хз аз -一 (т, s £? s Ts ) а 


3 
@| т! 
所 以 (х1 sX? | 
3 
1 


1 ц 
= (6,9,14) i 1 1 = (1,2,3) 
1 2 3 


Br D + Ha, , G + ©з 下 的 坐标 为 (1 ‚2,‚3)1. 
也 可 以 这 样 求 X 的 坐标 : 设 R° 的 = 然 基 为 CE19E29C3 , 则 有 
(ai „@2 ;03 ) = (е, 9 €2 ,ез) В 


其 中 B 是 从 基 El sÉ2 + Єз 到 基 Ql + 02 x 03 的 过 渡 和 矩阵 ， H ЇЙ Р КЕНЕ AN 


] 1 1 

' 1 1 

1 2 3 
于 是 rE anseo, 下 的 坐标 为 


6 1 1 —1 6 1 
ar -| a | s= [el 
14 — 1 ] 0J 114 З. 


(2) a = (2,1,3), аз = (3,2, —5), аз = (1, —1,1); х= (6,2, —7). 
解 ” 因 为 det(af о] ,а1) 5-0, PRVA а за as 是 R: 的 基 . 从 自然 基 el ,е,ез 到 基 о, 
аз заз WREEK 
2 3 1 
A = | 1 2 —1 


3 一 5 1 


В 一 


于 是 х ЕЖ а, ,о,оаз 下 的 坐标 为 


一 3 一 8 —5 6 1 
у = Аж! = | 2 5 3 2 -hi 
1 ] 11 1—7 1 


6. 试 证 明 域 F Ез 322322 k F [<] Ë: F EREZA. 


ü f fe FIA f = Dar, 其 中 < 为 不 定 元 ,加 法 和 数 乘 分 别 定义 为 ， 


f+zg= X, la tbr, Af = Ула, 
Е 3, 5 370, ус. 数 乘 封闭 ,所 以 是 下 上 线性 空间 (运算 满足 其 他 性 质 显 然 ). 
HEX 1 ,TT L A 
7. 设 V 由 实数 对 (z,y) 全 体 构 成 ,定义 
(х,у) tlr syd = rT yy x), А(х,у)= (Az, у), 
那么 V 对 此 二 运算 是 否 是 R 上 的 线性 空间 . 
E ”不 是 线性 空间 ( 因 交 换 律 不 成 立 , 没 左 零 元 ,也 没 员 元 ). 
8. 在 n 维 行 向 量 空间 R” 中 另外 定义 运算 
«© В=а-— 8, Ажа =— Аа 
(等 式 右 方 为 通常 运算 ), 那 么 (R" ,中 , x ) 满 足 向 量 空间 定义 中 的 哪 几 条 公理 ? 
解 只 满足 数 乘 运算 的 第 一 条 公理 , 即 对 任 z,yER*，AER 有 Ах +у) =Ах+Ау. 
9. 设 V 由 实数 对 (z,y) 全 体 构成 ,定义 
(х,у) (х,у) = (хау 0), АСх, у) = (Ах,0), 
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对 此 二 运算 V 是 否 是 R 上 线性 空间 ? 

E ”不 是 线性 空间 (因为 无 零 元 ). 

10. 试 证 明 线性 空间 V 的 任意 多 个 子 空间 的 交 仍 为 子 空间 . 

证 任 a,8E 门 Vi;, 则 a,BEVi,iE€E1ICI 为 指标 集 ), 所 以 a 十 BEVi( 因 为 V; 为 子 空 
间 ) ,a 十 8E NVG AERX AEV: E aE NV: 即 交 对 加 法 和 数 乘 封闭 ,所 以 是 子 
空间 . 

11. 设 W, ,W, 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 . 

(1) W, UW, 是 否 为 V 的 子 空间 , 举 数 例 说 明 . 

Ж Besteen 为 V Н. 显然 W. = (ei), W, = (е) J E: V 的 子 空间 ,但 W, UW, 
不 是 子 空 间 ; 又 若 取 W =le), W: = (е, ,е), Д] W, UW =W, 是 子 空间 . 

可 以 证 明 W, UW, {0550-1-55 18] = W, —ƏW, sk W EW: 其 证 法 如 下 : 

<= 8%. 
>E W, 与 W, EBE. M— Зо СУ, {Н а € W, K ао €C W, , {Н а, € W, , M а: о € 
WUW: XË W UW: 为 子 空间 ,所 以 Ü +a; € W, ШИ. Н 35 BJ E Y 8 : K al 十 as 
€ W, 9 а +a; € W, , КВУ оа da, C€ W, , X о C W, , ñ W, 为 子 空间 知 有 

al 十 az С— а) = о € W, 

与 а; ЄЎЇ, 矛盾 ,所 以 W, 与 W, 必 有 一 个 包含 于 为 一 个 中 . 

(2) ERES W, 和 W, 的 最 小 子 空间 为 

W, + W, = {а Бо | a € Wi, a; € Wa}; 

üu НУУ, +W: 为 子 空间 , 且 И, ПУ, СУ, БУ, ,下 面 只 要 证 明 任 包含 W, fl W, 
的 子 空间 У, 都 包含 W HW.. 

ЕЖ a Є №, СУ, ,а €C W, CV, , RAA Vi 为 于 空间 ,所 以 aa +a; € V, 
即 集合 

(aa 十 az | оа € W,, а EW СУ, 
而 左边 恰 为 W W: 所 以 W, +W, УЕ W, U W, 的 最 小 子 空间 . 于 是 得 出 : 
W, U W, 为 子 空间 = W, U W, = W, БИ. 

(3) £ W, ПУ, = (0), ŒR W, + W, 中 任 一 回 量 «Ж J a = а 十 as (a ЄЎЇ, 

a: 人 EW,) 的 方法 是 唯一 的 . 


证 Н 
a =a ta = В +2, ам, Є Wi, a, EW, 
则 有 al — Mı = hk — аг, 
X al — B, € W, , $, a Є W,, 
于 是 al — B, = B, —a, € W, f) W, = {0} 
所 以 о = В, аг = В, АКНЕ —. 


12. 设 V 是 迹 为 0 的 二 阶 复方 阵 全 体 . 
(1) 证 明 V 是 R 上 线性 空间 (对 通常 矩阵 加 法 与 数 乘 ). 
证 任 A 二 (a; )EV, 由 已 知 trA=0, 所 WM a taz 二 0, 于 是 可 设 
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| a + 1ф @ 12 
A= | Я 
аэ] — а — ib 
容易 看 出 V 对 加 法 , 数 乘 封闭 ,所 以 是 R 上 线性 空间 . 
(2) 求 V 在 R 上 的 一 个 基 
аз =a ib, an =a: +ib: M h CDA , XE ACV 
а + ið, a, + 16; 
А ав а 
22 -+ 1р, — д — 1р 


1 0 1 0 0 1 О 1 
= a Ha | + a, +h| 
о —] 0 —1{ 0 0 о 0 
0 0 о 0 
+ а» + б, | | 
1 0 1 0 


1 0 i 017 ro 11 ro Т ro 01 го o 
所 以 | 。 i; Ë J Ë wah ИР ЕЁ NGE 
(3) Б = { (а) ЄУ |an = —ass) + ЙЕН W Ж V 的 于 空间 ,并 求 出 W 的 一 个 基 . 
解 任 BEW ,由 已 知 条 件 知 
а + 16 с + id 
в= | u ЕЯ 
于 是 知 W 对 加 法 和 数 乘 封闭 ( 任 Bi, B.C W.A C R, Bi, +B, EW,ABi €W), ЈЕ Е 
Кю BRED Н RE АП E N НЛ EE Жл Бі ЖМА D E. 


а» оз ө ala al. 


жш 1) 16 а о о) ®® 


13. RR E BERF, E 作为 FF 上 的 线性 空间 有 一 基 xz1,…,x, 设 V E E ҺЕН 
间 ,在 巨 上 有 基 yi,…，y  UEBH V 是 下 上 线性 空间 , 维 数 是 mn, 基 为 {riyi} Aim, 
1< =<). 

证 WE V Ec F БАВЕ [B]: zÉ ХЕ, ЭЖ [EJ Bi ONA V E E БАВЕ 25 ар), F 
是 加 法 四 条 公理 均 满足 ,封闭 性 也 满足 ; 数 乘 的 四 条 因为 当 AEF 时 ,XEE, 所 以 也 满足 . 
故 得 证 . 

再 证 基 为 х,у,(1<т<т,1<)у< л): О RA 


> Удулу, = 0, 


i=1 ;=1 


于 是 
> (Уа), = 0, 
其 中 Уа, € E, NJ ул, у, REAR, MVA 
Уза, = 0, у= 1,2,…,n 同时 成 立 . 
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又 因为 | | °° X, 线性 无 关 , 所 以 必 


А» = 0,1 = 1,*55*5,7›] = 1 ,** ,nn. 


故 х,у, ЕЖЖСі<і<т,1<ј<л). 


(2) YaEV, 有 
а— УА; (А, Є 五 ,所 以 又 有 À; = > E=.) 
pe i=] 
- > ( 2; z, )y; 一 > > E zy, 
J=1 i=l j=] i=1 
Í ЭШЕКГЕ ЕКЕТ 
于 是 得 [zy | 1 二 ,过 | 为 基 , 空 间 为 mn 维 的 
例如 : 


F 为 R, 忆 为 C, 已 作为 下 上 的 线性 空间 是 2 维 的 , 基 为 1,2V 一 Cm ,V 作为 E 上 的 
线性 空间 是 ? 维 的 EA ey °° e, > В el 一 (1;0.… 0) 和 …e, 一 (0，…,0, 1) . 则 V {Е R 


上 的 线性 空间 是 2n 维 的 . 基 为 el'iel ，*…，… e, le, BD 
1 1 0 Ü 
0 | : : 
Еро (о 
ol lol dal Li 


14. 证 明 : 如 果 ?” 维 线性 空间 的 两 个 线性 子 空 间 的 维 数 之 和 大 于 2”, 则 这 两 个 子 空间 
有 公共 的 非 零 问 量 . 

证 У, = (a, a, , W,= (8. 8 , WJ 

W, + W, = Carve a, B ,B,) 
记 dimW =r, (a, a, 线性 无 关 ) ,dimW =s, (PB ，…,B, 线性 无 关 ) 则 由 维 数 公式 有 
атс, П W,) = dimW, + dimW, — dim(W + W,) 
= r+ s — dim(W. + W,) 
> n — dim(W, + W,) > 1 

ТРА W ПУ, = (0). Ж W, 5 W, 有 公共 的 非 零 回 量 . 

15. 证 明 :R" 中 下 列 向 量 集合 组 成 它 的 线性 子 空间 ,并 分 别 求 出 一 个 基 和 维 数 . 

(1) 第 一 个 和 最 后 一 个 坐标 相等 的 所 有 1 维 回 量 . 

证 а, BEW , а= (lastna), B= Cbi stt b) HE a; =a, sbi =b, , WJ 

a= (a, +b saz ths a, ton) € Wis 
Да = Qa, i Man) Є Wi, 
故 W, 对 加 法 和 数 乘 运 算 封 闭 , 所 以 W, 是 于 空间 . 基 为 
(1,0,--- 0，1) 0 10 ,0), (0, ,.,0,1,0) 
dimW, = xn — 1. 

(2) БАА F НОРТ n 维 向 量 . 

E 因为 此 集合 对 R 中 加 法 和 数 乘 运 算 封 闭 , 所 以 它 是 R” 的 子 空间 . 基 为 : 

(1,0, •..,0), (0,0, 1,0, =, 0), СО, ..,0, 1,0) (п 为 偶数 ) 或 (0,…,0,1)(n 为 
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я, 


. n+ 1 
ати, = | 2 |. 
(3) 偶数 号 码 的 坐标 相等 的 所 有 7 壮 维 回 量 ; 


Ж BETRA W., WAA W, 对 加 法 和 数 乘 封闭 ,所 以 是 R° 的 子 空间 . W; KEE: 
W, 的 基 十 (0,1,0,1,……,0,1)(7 为 个 ) 或 (0,1,…:,0,]1,0)(n AT), 


dimW, = 1 + Еч! 


(4) 形 如 (a,b,a,b,a,5,……) 的 所 有 n 维 向 量 ,其 中 a,b 为 任意 实数 . 
解 ” 因 为 W, 对 加 法 和 数 素 封闭 ,所 以 是 子 空间 . 任 a C W. A 
а = (a,bsa,b,a,b,*) = a(l,0,1,0,.……)+T+ 50,1,0,1,.), 
于 是 知 W 的 基 为 
(1,0,1,0,1,0,.…》 和 (0,],0,1,0,1,*……) 

所 以 dimW, = 2, 

16. 证 明 : 所 有 7 阶 对 称 方 阵 构 成 4 阶 方 阵 空 间 的 一 个 线性 子 空间 , 求 这 子 空间 的 一 
组 基 和 维 数 . 

证 ” 设 对 称 方 阵 的 全 体 为 集合 W. If A,BEW, 记 A= (a, ), B= (b, ) BB а, =а,, 
b; =b; M 

A+ B= (с) = (a; + b,) € W, 
ЛА = (d; ) = Оа) € W, 

前 一 式 由 于 c; =a; +b, =a; +b, 5 c, | № — K A IN Aa; = Aa,. 所 以 W 是 M, (F) BJ + 
空间 . 

记 E, RG DUTRA 1, ü Ял 0 的 x Br2 EE , WJ W 的 基 为 


Е, 1 == g 
F; = | 1] = 1,2," n i = 1,2,+,] 
E; +E; 1 < J 
于 是 知 dimW = nn + 1). 


17. 证 明 : 所 有 7 ЙТЫ ЖЛ АСЕ Ат = — А) #8 8 z Bi y ЕЕ 25 |a] jg — 4-2 {+ 25 
间 , 求 它 的 一 组 基 和 维 数 . 

证 与 16 题 类 似 易 证 对 加 法 和 数 乘 封闭 ,所 以 所 有 7 阶 斜 对 称 方 阵 按 通常 矩阵 的 加 
法 和 数 乘 构成 一 个 M, (F) BJ T 2 [В]. 基 为 

G; = E; — Ез, 1<=< ¿< J < n. 
维 数 二 >n — 1). 

18. 议 工 是 由 其 坐标 满足 方程 z, Hr: tetr = 的 向 量 所 组 成 的 В” 的 子 空间 , 试 

求 它 的 一 组 基 和 维 数 . 


Ж 内 为 z. z... z, 为 自由 未 知 量 ,分 别 取 
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1 0 0 
K ol [|1 
ПЕ Po P ol 
" 0 
可 得 基础 解 系 为 
— 1] [—1 —] 
1 0 0 
о, 1 1|,.…,| : 
0 0 
0 : 1 


此 即 为 解 子 空 间 的 基 . 维 数 是 nl. 
19. 求 线性 方程 组 ,使 得 它 的 解 是 由 下 列 向 量 组 所 张 成 的 线性 子 空间 . 
(1) а, = (1, 1,1,0) ,а 一 (1,1,0,1) ,as 一 (2,0,1 1) 
解 ” 因 为 r(ai ,eas ,as) 二 2, 所 以 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 2, 于 是 可 设 方程 组 为 
[= + ах; + aiz zy Fauz, = 0 


ы 
а TI 十 азл + азхз F ax z, = 0 


WA=(a;), НЕЯ Ala ,as , as ) == 0 , 9815. 


T 
ai 
工 
a? 
< 
3 


于 是 АТ 的 列 ( 即 A 的 行 ) 是 线性 方程 组 BY= 0 的 解 , 也 即 
Ë — yz + уз = 0 


A! = 0, їп В = (aisa заз), 


yí — y: + ys = © 


у + yz: + y, = 0 < | 
yı + yz + у, = Ü 


2у + ys + y, = 0 
的 解 , 选 у,» 为 自由 未 知 量 ,分 别 令 
yi | 1 0 
МЫР Н 
得 解 〈y yy yy) 三 (1,0, 一 1 一 1) 001 1, 一 1), 则 AAA 的 行 可 选 为 
c (1,0,—1,—1)—+ c (0,1,1,—1), cc; € R, 
中 任 两 个 线性 无 关 的 问 量 ,例如 线性 方程 组 
Жр — z; — z , = 0 
N +r — r, = 0 由 为 所 求 
(2) а = (1,1,1, — 1,1), аз = (1,1,0,0,3)1,a = (3,1,1,—1,7)!,a = (0,2, 
—1,1,2)1, 
解 ” 设 所 求 线 性 方程 组 为 Ax 二 0, 则 УА = (а заз заз sa) Bi J 
Ё, 
k; 


А (а, 9 人 2 ,@з а) = 0, 
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转 置 得 


a T 
(Ë, b. ,Ra ska) ` А = 0, 
@з 
T 
A4 


由 于 (ki ,ks ,ks ,ko)TEC ,分 别 选 取 为 (1,0,0,0).(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) 知 有 


Т 
Œ] 


T 
и А! = (0, w В = (а; „бо „йз saa)", 
@з 
а 
上 式 说 明 AT 的 列 (A 的 行 ) 恰 为 线性 方程 组 BY= 0 的 解 .求解 方程 组 
У1 — у; + xs — y, + y; = 0 
У + уг + + Зу; И ys == 0 
Зу +y: +s +7» 一 0 2y — уз + ya +2y; = 0. 
2y: — уз 十 十 Ly5 = 0 


得 基础 解 系 
于 是 所 求 线性 方程 组 可 选 为 
Lı — xz; — 2L; = 
| жу — x; + 22, = 0, 
22 + x; — Ф. = 
20. Р, „,О,. ВЕ 上 固定 方 阵 ,Mx,(F) 是 下 上 关 Xz 和 矩阵 全 体 , 对 其 中 任 一 
HEA EX ФА) = 一 PAQ, 试 证 明 o E: F 上 线性 空间 M,x,(CFE) 到 自身 的 线性 映射 ,op 是 
否 为 同 构 ? 
证 ”对 任 A,BEM,x,(F), 及 AEF, 有 
wo(A 二 +B)= P(A+B)Q= PAQ + PBQ = Ф(А) + Ф(В), 
g(AA)= RAQ = APAQ = АСА), 
所 以 是 线性 映射 ， 
当 P,Q 为 可 逆 阵 时 ,p 还 是 双 射 ,于 是 p 为 同 构 映射 (因为 PAQ= B— A= Р! BQ ,所 
以 是 1 一 1 对 应 ). 否则 ,可 能 有 A 关 C, 但 РАО= PCR РСА—С›О=0,{Е A=C 时 成 
y ,因为 矩阵 乘法 有 零 因子 ). 
21. 设立 是 连续 实 函 数 全 体 , 看 作 R 上 线性 空间 ,对 EV, S 


(ф/)(х) = | fode, 


试 证 明 ç 是 到 自身 的 线性 映射 


Colf 6) ) Cr) = КЕ: в) (1): 
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= (саг [еса = Ср) С) + Ga) G, 
于 是 知 pCF 十 g) = ФР) +Hoe), 
又 由 于 СФАР) (х) = Ало а = | уда = Alof) (х), 


所 以 ФАР) =), Ж o 是 线性 映射 
22. 求 线 性 空间 的 同 构 映 射 ， 
(1) g: ЕЕ. 
В а= (а.а) ЄЕ, ЕЎ ola) = (aissa) EF .可 以 验证 ф 是 线性 映 
射 , 且 是 双 射 (1 一 1 对 应 ) ,所 以 ф 是 同 构 映 射 . 
(2) ф: Max (PF) F"; 
解 ЕА (а, ),„„ „ЄМ, (F) E X. 
фФ(А) = (ац "а, зан оао aa lm) Є Е“. 
易 知 р 是 线性 映射 , ( 设 B= G, Є Max (F) AEF, В Ф(А+В) = (А) +Ф(В) ,Ф(АА) = 
Ap(4A)) EARNE AZ В, pC(A) 关 wp(B)), 是 满 射 ( 任 PE F”, A AE М, Е), {E 
СА) = В), Bf LAE FIHB S. 
(3) p: Mzx2 (С) = М, (R). 
vA=| , a, +ib- 
аз +10, а, +ib, 
a b а, 
op(A) = | 
аз b а, 
显然 p 是 线性 映射 , 且 是 双 射 ,所 以 是 同 构 映射 . 
23. 对 于 下 列 线性 映射 p:R 一 R' , 求 ф(т,,л;,х;): 
(1) e(1,0,0)=(1,0,0,0),e(0,1,0)=(0,0,1,0),e(0,0,1)=(0,0,0,1); 
(2) #(1,0,0)=(1,1,1,1),ф(0,1,0)=(4,2,1,1),(0,0,1) =(3,1,0,0); 
(3) ФС1,1,1) = (1,2,3,1),ф(1,2,1) = (0,1,2,1),Ф(1,1,0) = (1,1,1,0); 
Ж (1) ф(х s Tzs £3) = (£10, T233). 
(2) C£ s £2 za) = xı (1,1,1,1)+2,(4,2,1,1) +2:(03,1,0,0) 
一 (Zi 十 4zz t 3x, xı +20 23,2 T—-x;,z Fz). 
(3) 记 е = (1,1,1), ee =(1,2,1), ез = (1,1,0), 
В (zi ,z; хз) = (хх аз )е T (z; о )е + (z, — aT )ez, 
所 以 g( zi , ж; 523) = (rizr (е) + (z; z ple) + (z, 23) (ез) 
= (22 — 2,251 25 F T3 2T1 — z; 2253,03). 
24. 证 明 如 下 映射 是 线性 映射 ,并 求 出 其 核 与 象 : 
(1) e: 及 一 及 (х,у)-=х; 
(2) o: К-К, (х, у) »х— у; 
(3) ө: RP? >R? , (zr,y) (=+у,х—у,2=-1-3у)Т; 
(4) BW FÆ R? rB ASA C уз) Со, у; ,zi) 决 定 的 过 原点 (0,0,0) 的 平面 ,对 任 一 
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解 定义 Ф: єм... со 


ь, 
‚ le Mza R). 


点 а= (z,y, z), а 而 平行 W 的 平面 交 X 轴 于 a ER, 作 映射 Ф: RO >R, aa. 
d) 任 (zi,y),(zoyy)ER ,AER, 有 
oC Cris yi) 十 (zyy))= 一 DZ 十 Toyyl 十 9) 一 Ti 十 To 一 OZ yy 十 OZ ур), 
PAC yi ))= PATI AI) = Az; = Ap (Xi,y1). 
所 以 ?是 线性 映射 . 
kere = {(0,у) | y € R), Ime = R, 2189]. 
(2) kere=1(xz,y)|y=zxz,z,yC€ R; ,1me= R EWI. 
(3) E Cri sy) zy) ER? 人 ER, 有 
P CTi y1) + (xz; ,82)) = oxı + xz; ,x5 + уг) 
= (xı T z; + yi + x: Z: + z; — уу — yz ,2z>,; + 2x; + Зуу + 35у) 
= (21 + yı 21 — У} „221 + Зу ) + (x; 十 у; 202 — уз + 22; + Зу) 
= ф(хлу,уу) ф(х, у), 
PACT 91 )) = pT Ayı) = (Ах, БАуз Ах, — Ау 2AT1 + ЗАу,) 
= Alx Tj у, 9,220 Зу) = Ар(х, у). 
所 以 p 是 线性 映射 . 


kere = {0}, Imọ = Carbs)" x >a — b= с). 
(Н z+ у=а, z—y=b, 22 -у=с, 9 (х, у)). 


(4) 设 ХТА У E. Уа,ВЄК, A а=а+оа B= В+, ЖФ а, ВЄ R(X M), а, 

B € W , FE 
pla +) = eGa +a ++ В) = фа + B+ a + B.) 
= a В = ola) + Ф) 
pla) = pa + Аа.) = А = Ар(а), Q Є В) 
所 以 o 是 线性 映射 . 
kere = W, Imọ = R (X ЫҢ). 

(以 上 ,把 以 原点 为 起 点 ,终点 为 (x,y,z) 的 向 量 分 解 为 分 别 在 XX 轴 上 和 平面 W 上 的 两 个 
п) B l). 

25. 设 W 是 V=R” 中 过 原点 (0,0,0) 的 一 平面 ,平行 于 W 的 平面 全 体 记 为 Vy ,对 
m m C Vy EC R, ERA о € m a € m; , 3 а Fa: C пз, kai C m, o WE X omi Fm == m; , 
Ел = z ,证 明 Vw 是 R 上 的 线性 空间 .再 证 明 V, < R° ,并 给 出 同 构 映射 . 

E A Pi W Ej X 轴 只 相交 于 (0,0,0). 

Е x, z €C Уу, a Єл;, а; Єл; , I| 

л = a; + W ,z; = а; БЖ, 
HA 
mi + xr; а + W +a; + W = a, + a; + W = x € Уу, 
А. = Alai + W) = Xx; + W = x, € Vy, 
所 以 Vw 对 加 法 , 数 乘 封闭 ,0 元 是 砚 , 每 个 元 素 的 负 元 是 这 个 平面 关于 W 对 称 的 另 
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一 个 平面 ,例如 x; 二 a; 十 W Їй л 5 — а; + W. 易 检 证 其 他 几 条 性 质 , 所 以 Vw 是 线性 
25 |н]. 

定义 o: Vw—>R 

л к>(х,0,0) 

其 中 (xz,0,0) 是 平面 x 与 X 轴 的 交点 . Х л зл 时 ,有 pmd Agel) MUERAN, Н 5 
知 p 是 满 射 , 是 线性 映射 ,所 以 p 是 同 构 映射 . 于 是 知 Vy == RO. 

26. (1) 设 p:R ”一 有 “是 一 满 线性 映射 ,证 明 W = kero 是 过 原点 的 平面 . 

(2) 证 明 : 任 一 ER WER о “(zx) 是 平行 于 W 的 平面 . 

Ж (D 因为 dim(kere) =dim(R° )—dim(Ime)=2, 

所 以 kero 是 R° 中 2 维 子 空间 ,因此 它 是 过 原点 的 平面 . 

(2) 由 于 任 ЄЕК", о 为 其 一 个 原 像 ( 即 有 p(ao) 一 z)), 则 的 原 像 的 全 体 为 

ф(х) = ао + kere = {о +a | a € kero}, 

所 以 是 平行 W 的 平面 . 

27. Æ Rf H, RE a sasa sa, ЯЖ 8,8,8. 8, 的 过 渡 和 矩阵 ,并 求 向 量 z 在 指定 基 
下 的 坐标 : 

(1) а i == (1,.1.1,1),. о = (1,1,1, --1), 

оз = С, 1,1,1), а = (1,1, 1,1); 

В =(1,2,—1,—2), = (2,3,0, —1), 6 = (1,2,1,4), = (1,3, 1,0); 
并 求 z== (7,14, —1,2) 8 B ,Bi ,BB ,8 下 的 坐标 . 

Ө ”由 过 小 和 矩阵 的 定义 ,有 以 下 形式 写法 

(Bi oh oh) = Cai заг заз sa) А, 
其 中 A 的 第 7 列 是 B; Жа. оаза, 下 的 坐标 . 把 两 组 基 用 坐标 列 写 出 , 即 得 
(Bi ,B2 ,B38B1) = lal sal saj sad JA, 


于 是 
А = (al saz заз ,ad ) ‘(81,83,83 ›84) 
1 1 1 1 1 21 1 0 4 8 3 
ll 1—1 -1 2 32 3| 1|6 6-2 5 
Al —1 1 —1||—1 01 —1| 4 0 0—4 =3V 
1 —1 —1 111—2 —1 4 O —2 —2 2 —1 


又 从 目 然 基 sl 一 (1 ,0,0,0),…,e4 = (0,0,0,1) 8] ж Ві ‚№ ‚Вз s а ВУЛ Ж РЕ 5 
В = (81,821,.8:,81), 
Ж z 在 目 然 基 下 的 坐标 列 为 zx" ,于 是 工 在 基 PBi ppp 下 的 坐标 列 为 : 
1 2 1 1 | 7 0 


аа 2 32 3 14| |2 

— Я = ш = . 

У —1 01 —1| 11 1 
—2 —1 4 O 2 


(2) a| = (0,0,1,0), a: =(0,0,0,1), аз == (1,0,0,0), а == (0,1,0,0); 
В. (1,0, 1,0), 6=(—1,0,—1,0), = (0,1,0, 1), 8= (0, 1,0,1), 
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并 求 r==(1 ,4, 一 3,2) 在 В. 77 ‚Вз ‚ 下 的 坐标 . 
解 В A E Hi Жа! Q2 903 +4 到 基 В; ‚% , з ‚Ва BJ p ЕРЕ, MJ 48 
A= (ai ,ad ,ad sal) (BT,B2,B3 BA) 


0 1 O 1 —1 0 0 —1 —1 0 0 
0 0 O 1 0 0 1-11 |o о0о —1 —1 
~h 00901 1-1-1 0 ol | 1—1 0 O 
0 1 0 O 0 0 —1 —1 0 0 1 —1 
ЕЕ z 2 p hpp 下 的 坐标 为 : 
1 0 —1 0 1 2 
] | 一 1 0 —1 0 4 1 
у= Вт o 1 о 111-31 lal 
0 一 1 0 —1 2 一 3 


其 中 矩阵 B 是 由 自然 基 到 基 Bf; ,Bs popa BJ THB SE ЕЕ. 

(3) a == (1,1,1,1), a= (1,2,1,1), аз = (1,1,2,1), a= (1,3,2,3); 

В. = С1,0,3,3), &#, = (—2,—3,—°5, —4), 

В == С2,2,5,4), == (0—2, 3, —4, —4); 
ЖЖ == (0, 3,0, 2) Ф а. оз азза 下 的 坐标 . 

解 记 由 基 С] + 02 s 03 » 04 到 基 В: ‚В ‚Вз ‚В. НУ $B ВЕ > A, H 和 目 然 基 到 基 Qi + 82 503 9 
о BJ e ЖЕ Е 5 B, WA 

A= (la saz saz sai) (1,82 83 ,Bs ). 


4 —2 —2 п —2 2 —2 2 0 1 -1 
14| 0 2 0 —2|0 —3 2 —3 |-3 1—2 1 
7211 0 2 —1|[з3з —5 5 —4 | 1 —2 2 —1 

-1 0 0 113 —4 4 一 4 l —1 1-1 

Е > Жа. ,аг ,a3 sas 下 的 坐标 列 为 

4 一 2 —2 г 0 1 

y= Br = 1 0 2 0 —2 — 3 _ TE 
201-1 0 2 —1|| 0 1 
—1 0 0 111—2 —] 


28. i% P, ЖЕ EKKA п 的 多 项 式 全 体 , 求 由 基 а = l,a == Z, *** о. = z" 到 
基 有 二 1, 记 =(Cz 一 a)，…， В = aa 的 过 渡 和 矩阵 ,并 求 多 项 式 jz) 王 ao 十 aiz 十 … 
+a,z" 在 这 两 组 基 下 的 坐标 ， 

解 ” 记 所 求 过 小 矩阵 为 A, 由 定义 A 的 第 j IEL SC aV EE l,a 下 的 
坐标 > WX Ml 


1 —a а? ... (— 1 )"a” 
0 1 — 2а (— 1)! ла”) 

А — е А 1 è , 
0 0 1 
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又 (х) = а +ах + +a" ТЕЗ 1,xz,…,x” 下 的 坐标 列 为 其 系数 排 成 的 列 癌 量 
(aoyaiyaz * a, ) ;在 基 1,(ж—а),(х—а)*,++(х—а)" 下 的 坐标 列 为 其 Taylor Л Ж 
数 排 成 的 列 问 量 , 即 


,, . P о ут 
(fa), f ба) 60). TO). 


29. 求 由 向 量 组 a ,az as MA , 8, , B. 所 张 成 的 两 个 线性 子 空间 的 和 与 交 的 基 . 
(1)а,=(1,2,1), a =(1,1,—1), as=(1,3,3); 
8, =(2,3,—1), B=(1,2,2), B=(1,1,—3); 
Ж j И, = (о заг ,a3)， W =h k , Bs 2 > D 
W, + W, = (а; аг as ;P,P , Bs > ; 
因为 W, + W, BJ ЖЛЕ [0] BE Z a saa phh 的 极 大 线性 无 关 组 ,为 求 极 大 线性 无 关 
组 ,只 需 把 这 6 个 癌 量 的 坐标 列 排 成 3x6 矩阵 ,并 对 该 矩阵 进行 初等 行 变 换 化 为 阶梯 型 : 
1 1 1 2 1 l 1 1 1 2 1 1 
2 1 3 3 2 чучо =al: ( *) 
1 —1 3 —1 2 —3 ) 0 о —i 1 —2 
由 于 阶梯 型 矩阵 的 1,2,4 列 线性 无 关 , 所 以 Ql » G2 » 是 W, +W, 的 一 组 基 ; 
又 任 «ЄЎЇ, ПУ, 5 
a = а + kzaz + Raas = ра В. + и Be + из В , 
而 由 (* ) 式 知 a 可 由 aas 线性 表 出 ,和 可 由 Bi ,pe 线性 表 出 ,所 以 可 取 k. =p 0, ВА 
要 解 线性 方程 组 


Ё, 


Ё; 
(ai ,а2 ,Bi ,Bi) 一 0， 
— m 
— р 
利用 (* ) 式 ( 划 去 第 4,6 列 ) 易 知 解 为 
с(2,1,—1,—1)!,сєЄ® 
所 以 W I ПУ, 是 1 维 的 , 基 为 
2а 十 as = ñ, + ñ, = (3,5,1). 
(2) а = (1,2,1, 2), о = (2,3,1,0), аз = (1,2,2,—3); 
В. == С1,1,1,1), 2 = (1,0,1, 1), 2 = (1,3,0, —4); 
Ж ADA Wi БУ, = la о as D ›{% B. > H + 
1 2 1 1 1 ] 


3 2 1 0 3 

(ai ,Q2 ‚аз „Ві „В: „В: ) -一 l 1 > | I 0 — 
—2 0 —3 1 一 1 一 4 
2 1 1 1 1 


—] 0 —1 —2 ] 
0 1 1 2 —2 
O 0 0 —° 0 


O Оо о н 
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故 知 Ql +02 303 ‚В 是 W. +W, 的 一 组 基 ; 

为 求 W QW: 的 基 , 需 解 线 性 方程 组 
kı 
k, 


Ёз 
(al sa} sa ‚Ві ‚Ві ‚В: ) = 0, 
— m 


— u 
— из 
其 基础 解 系 为 
m = (2,—1,—1,1,0,0)', = (—5›,1,2,0,0,1), 
于 是 得 ату, ПУ: 二 2, 其 基 为 
e, = 2а\—а;— аз =— Ñ, = (C — 1, 1, — 1, — р, 
e, =— бау +a; + 2as 二 一 Bs = С 1, — 3,0,4). 
也 就 是 8 , 8, 为 W AW: 的 基 . 
(3) о = (1,1,0,0), аз = (0,1,1,0), аз = (0,0,1,1); 
= (1,0,1,0), = (0,2,1,1), а= (1,2,1,2). 


g 因为 | 0 0 101 100 1 0 1 
1 1 0 0 2 2| gẹ |0 1 0 一 ] 2 1 
0 1 1 1 1 1| 行 变换 |00 1 2 —1 O| 
0 0 1 0 1 2 00 0 — 2 2 


所 以 W, +W, = (е, +A? 9 位 3 , В, ‚В ‚8з › ЖЕ Q1 э@2 yO ‚В. (ЖЕ — ). 
又 线性 方程 组 


(ат ,az sa3 ›В! ‚@ ‚Вз ) = 0 
— ш 


— jy 
— J 
的 基础 解 系 为 
m = (1,1,1,—1,—1,0), ж = (2,0,1,—1,0,—1) 
所 以 dimW, ПИ: =2, е,,е; 是 W, NW: 的 一 组 基 , 其 中 
e= а +a, ta = ñ, +É, = (1,2,2,1), 
ез = 2ау + 2аз = ñ, + В = (2,2,2,2). 
30. 证 明 : 线性 子 空间 L, ЯП L, 的 和 S E B #l 4 BX АЛА АЕ z € 5 唯一 
WEIER z = xz, tr, EP Xi1 € L, ,=z; € L... 
证 ”之 (必要 性 ) 由 于 S=L,@L, 是 直 和 ,所 以 YrxES 关 于 Li,L, 的 分 解 式 是 唯一 
的 , 故 至 少 有 一 个 zx 表示 式 唯 一 . 
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二 (充分 性 ) 石 存在 一 个 ZX,， 表 不 式 r= x Tx, xC L, z; C L; 唯一 ,要 证 S= L, + L. 
是 直 和 . 用 反 证 法 , 若 不 是 直 和 ,由 定理 5.4 知 ,有 非 零 向 量 a€L 介 L;, 又 因为 Li (1 L, 为 
子 空间 ,所 以 一 aE L NL: FTES 

х = zi + x = (ж фа) + (жх а), ж +а Є Lr —a € L, 
зен r 的 分 解 式 唯一 矛盾 ,所 以 必 Li N L: =0, BOV A HEM. 
. 证 明 ; 所 有 ?= 阶 方 阵 空 间 是 线性 子 空间 工 ; ML 的 直 和 ,其 中 L, 是 对 称 方 阵子 
空间 ,L* 是 和 斜 对 称 方 阵 子 空间 . 
证 方法 1 EM, MEn NAETH, E AC M,(F), 有 


А = zA HAD +A AT) = B+C, 


其 中 BEL ,C€ L, , X W 3 Li +L, M, CF) 
所 以 M, P = L, + L,, B L, П L, = 0 
(Ж MC L, NL: § M =М,М = М, М= ~ М, М=0) 
0419 M, (F) = Іл G Lz. 

方法 2 BI2L,CM,(F),L,CM,(F),BrA І, +ІСМ, (Е). VN 1, 1L,=0, 
Б L +1, RAM. 

用 EE; 记 (i, 站 位 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 BJ n 阶 方 阵 , 则 由 于 

((E; +Е,), Е}, 1 之 1 之 之 n 是 工 的 基 ， 
(E; —E;)), 1<і<у<п 是 上 Ls 的 基 . 


类 有 dimL, = >n + 1), dimL, = ynn — 1), 
Ri dimL; + dimL, = n? = атм, (F) 
故 M. (F) = L, @ L. 


32. 证 明 ; 每 一 个 п 维 线 性 空间 都 可 以 表示 成 n 个 一 维 子 空间 的 直 和 . 
证 а ,о02, as 是 V,(F) 的 一 组 基 , 则 
VD) 一 aa) 一 (aa 十 (as + lad), 
其 中 《a;) ,i 二 1,2,…,n, 均 是 一 维 子 空间 ,又 任 a€E V,(F) 有 
а = ао T asas + * Баа, ЖФ ао; Є lai) 
由 于 坐标 aaz ,ya 唯一 ,所 以 аа, 唯一 , 即 < EFEZ (а), (Qs) ,…, Ca, >) 的 分 解 式 
ик —. | 
所 以 У„СЁЕ) = a) Ф (а) GD +: G) (a, >. 


33. 证 明 ， Ж У, 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 
vn Уу, 0). G= 2 ,5). 
Ш 方法 1 (归纳 法 ) 5=2 时 ， TARGEM 5.4) ,假设 一 1 个 子 空 间 时 命题 成 
立 , 则 当 * 个 子 空间 时 ,由 和 >v. 为 直 和 SV, + >v. 为 直 和 
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sl т} 
eV, П >IV, = (0), ЖУ, П >V; = (0), G = 2, ,s— 1) 
i=] j=1 


(由 归纳 假设 ，》)V; 是 直 和 SV: П >, = (0), i 二 2,…,s 一 1), 得 证 . 
方法 2 沪 若 有 i 使 得 (Vi 十 … 十 V;_1) 人 站 Vj; 去 (《0), 则 必 ja 关 0; 使 a, 一 aEVi, 且 a， 
一 g€EVi 十 … 十 Vi_1. 设 a 有 分 解 式 ; 
а = a + Бал, ЖФ о € V,, (Ё = 1,+,1—1), 
Ша 不 全 为 0, 于 是 有 
О= ai + Tai + (—a) = 0+ + 0 


即 零 向 量 的 分 解 不 唯一 ,与 已 知 DV 为 直 和 矛盾 ,所 以 必 有 
V. r) 314 -一 {0}. 


< 如 果 Ууу, 不 是 直 和 , 则 零 向 量 表示 不 唯一 ， 


0 = 0 + *** + 0 = al 十 as + ° +a, 
其 中 a 不 全 为 零 . 设 从 后 往 前 数 第 一 个 非 零 的 为 a,, 则 有 
а, 一 一 (а; + а» + s.. Fani), 


t—1 
x Qi s °°" sQl 不 能 全 为 О, CAM) а; 为 零 ) ,而 а, Є У,, — (а, 十 … +F am) € > V;, 


j=l 


于 是 得 V, N ŠV; # {0) 


与 已 知 矛盾 ,所 以 必 有 DV, 是 直 和 . 


34. S V Æ X 的 次 数 二 n(n 宇 1) 的 实 系数 多 项 式 全 体 所 构成 的 线性 空间 . 
(1) WEHR: V 中 有 给 定 实 根 c 的 全 体 多 项 式 的 集合 L 是 Y 的 一 个 子 空间 ; 
(2) 求 工 的 维 数 ; 
(3) 对 V 中 有 个 不 同 实 根 c,,… ,ci( 不 计 重 数 ) 的 全 体 多 项 式 的 集合 LASN), 
证 明 同 样 的 问题 . 
证 CD 中 加 法 封闭 : Vf,g€L,f+g€L. 
事实 上 ,由 
Je) = 0 => (f е) (с) = 0; 
g(c) = 0 
数 乘 封闭 : VAER, FEL, h (с) =0-А (с) =0 
P L Ef Z |Н]. 
(2) ERESI ф: VR 
ffic) 


kero = L, Imo = R, 
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所 以 dimL = ату — dimR = (xn + 1) — 1 = n. 
(3) L, 对 加 法 封闭 : 任 f,g€ L, A f gC L, ЖЯ і=1,:--,6 HA 
由 fe) = 0 SFH g) Ce) = 0; 
g(c;) = 0 
对 数 乘 封闭 : 任 A4ER,fEL, 均 有 AfEL, Bl Af(c )=0, 
所 以 L, 是 子 空间 . 
下 面 用 归纳 法 证 明 
dim(L,) = n+ 1 — k. 
k=1 时 ,《2) 中 已 证 . 2: А ҤЕ] ЕЙ, Д] ¿+ 1 时 , 令 
Pk+l + L, — R 
f > (сь) 
则 
Кегфь = Lin, Imom = К, 
所 以 dim (La) = dimL, — dimR = (n+ 1—k)— 1 
= (n+1)— (¿+ 1). 
35. 设 XX? 十 1 的 倍 式 全 体 为 (X? 十 1)> = 二 {(X? 十 1)g(X)|g(X)ER[Xj]}, 这 是 R[X] 
的 一 个 子 空间 . 
(1) 描述 商 空间 EE=R[XJ]/C(X’ 十 1) ,证 明 玉 是 R 上 的 二 维 线 性 空间 ,{1, 关 } 为 其 一 
基 , 其 中 有 (XX) 表示 h(X) 代 表 的 同 余 类 , 即 hACX) 二 ACX) 十 (X? 十 1》， 
证 ”对 任 一 fA(X)E RLXj], 设 f(X)= 二 (X: 十 1)g(X) 十 r(X) ,其 中 X) а, +a, X, 
则 
РОХ) = (X +D 400 +r(X) = rX) = ao +a, X 
现在 证 明 o:R—R,a—a 是 同 构 映射 (符号 如 本 题 (3)): 车 a=5, 则 a 一 6 一 a 一 6 一 0,a 一 b， 
€ (X: +1) (EJE: X’ 十 1 的 倍 式 ) , 故 a 一 5 一 0,a=0, 这 说 明 o 是 单 射 ,又 显然 是 满 射 ,从 而 
是 双 射 . 再 由 
a, +a 一 Cl 十 ao， ауа» = аа,, 
EPAI o 是 同 构 映射 . 所 以 可 将 RR 和 R 等同, 将 aER 与 a€R 等 同 .于 是 上 述 
F(X) = a +a, X. 
故 
= {as aX | asa; € R}, 
而 且 aota X=b +b X УНАХ Ча, =b ai =b. CE ao bi, R a Zb, , W) (а„+а,Х)— 
(bo Hb: Х) = (ао Б) + (a — b1) X = (а —b) + Ка, —bi ) XZ 0, 0 (а — 5%) + (a, — 
b1) XX 不 是 X: +1 HRR). 
所 以 王 是 及 上 二 维 线性 空间 ,{1,X)} 是 基 . 
(2) Æ E PERZ aia: =a: ,证 明 玉 是 一 个 域 , 求 2，1 十 3X Й. 
Ш 显然 玉 是 一 个 含 么 交换 环 , 对 其 中 任 一 非 0 rata X, BR ranta X 与 
Xi 十 1 互 素 , 故 存在 u,vER[EXj 使 wr 十 vCX? 十 1) = 二 1,ur 十 v OC +1) =1, B иг= 1, ВЯ] 
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„ИҢ =u. ў r=2+ 3X,H 1 ЖИ tE 3 
13 


2 _— 1 _ 2 = -.. 
(X? +1) (5X о ) (3X +2) ` 


于 是 有 Bezout 等 式 
号 (X2 十 1D) 十 二 (2 一 3X)C3X 十 2) =] 
故 一 2 十 3X й — Š X. 
13 13 

(3) 证 明 Ф: К-К, a >a 是 域 的 同 构 映 射 ( 即 ç 为 双 射 且 o (ai аг) = gla) + 
pla:), plaiaz) 二 pla1)p(a:), 其 中 R={ala€R}). 于 是 R 5 R 可 视 为 等 同 , 从 而 ER 
是 R 的 扩 域 . 

证 见 (1) 中 证 明 . _ 

(4) ЕВ X€ E E: X° +1 EE pH, BEER XSi aA i =I. 

Ш Ж X: 1=X:+1=0=0,# X€ E E X:+1 的 根 . 

"36. 设 p(X) 为 域 下 上 次 不 可 约 多 项 式 , 记 (P(X))={p(X)g(X)|g(X)E€ 
FLXj}, 称 为 p(X) 的 倍 式 全 体 .证 明 (p(X)) 是 FLXj 的 子 空间 . 

(1) 描述 商 空 间 E= F| Xj]/(p(X)), 求 其 维 数 、 基 . 

(2) 适当 定义 乘法 使 五 成 为 域 , 如 何 求 Е 中 一 个 非 0 元 的 逆 ? 

(3) 证 明 o: F>F a ma 是 域 的 同 构 映射 (定义 见 上 题 (3)), 其 中 == (alaE 下 ), 因 
此 FF 与 F ARAE, EDF. 

(4) 证 明 五 中 有 z(X) 的 至 少 一 个 根 . 

(5) 如 果 上 述 p(X) 代 之 以 可 约 多 项 式 f(X) ,情况 有 何不 同 , 为 什么 ? 

证 因 Р(Х) Є (р(х), B ff р, р € (p(X)), Эр, g: € FOX], {Ë p, = 
рСХ) р. ,р = р(Х)е,, TEA 

p (X) + p. (X) = pX) Gei T go) Є ‹«рСХ)›, 

КАЖЕ АЄ Е, Ар, (Х) = рХ) (Ар) Є ( (X). 所 以 《p(X)) 非 空 ,对 加 法 各 数 乘 运 算 封 闭 ， 
故 是 FLXjJ 的 子 空间 . 

(1) 对 任 一 f(X)C F[ X], f(X)= 一 p(X)q《(XX) 十 r(X), 其 中 rr(X)==ao 十 ai 关 十 … 
+a,- X" 1, W 

F(X) =a + Жа X” = а +a X4+ Ба, X. 
如 同 35 BDP, F= {alae 下 } 与 下 同 构 , 故 可 将 下 与 下 等 同 ,将 4 与 a 等 同 . 故 
F(X) =a ta X + + а X" 1, 
TÆ 
E = {а +ахХ +: +а X |a; € F,0=< =< л—1}, 
mH. ao +- + ani X! =b + + bni X=&< 1 4 R IM 4 а;=Ь,‹0<1<л— 1). (EAE 
а,5&Ь, , W] Cao + Ба, Х" 1)— (b + +b, Хт) = (а 6) +: + (а, —b, X" 1 
= (а) + Са, 6,1) "150, Ж (а Б) + + (a, 6,1) X 1 K E 
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p(X) 的 倍 式 ). IX BH E E R Ef) x 维 线性 空间 ,{1,XX,…,X”') 是 一 个 基 . 

(2) 在 正中 定义 乘法 :fifi 二 用 fo(f;EEB), 则 显然 是 一 个 交换 环 , 对 其 中 任 一 非 0 
元 f=r=a tai X+ +a, ХХ", r=a tai Xt. +a, X" 1, > 8 р(Х)Н Ж, WX 
存在 и, oC F X], {E 

ur + ор = 1. 

故 ur 十 vp 二 1, 妈 wr 二 1. К r ui Н r =u. 

(3) 在 (1) 中 已 证 . 

(4) ipa a= X€ E,JiJ р(а) = p(X) = р(Х) =0=0, a E p OOE E Фи. 

(5) 当 р(Х) = (Хә) ГАЈИ, Д ЕЖЕ КЕ. 理由 如 下 ， 

设 gX) =g (Х) 6, (Х), р (X) ЖЕ ЖЖ. ШО (ХХ) = z, (Х) z, X). Жа, СХ) E: 
Е З 0 元 (因为 g;:(X) 不 可 能 是 gC(X) 的 倍 ). Pr 1 3E Җа; CX) E Н + ( Br ЖК n @Ё 
ВТЕ, BU, Ж ОЮ) 1= hX). НО = z, СХ) е СХ), П 1,0=А(Х) • 0= OO 
g ОХ) • g (X)=zg,(X), Auf BË), жЕ RER. 


5.4 ”补充 题 与 解答 
a Q Ё 
1. ЕЯ W, -| O Ё 


х Ü y 
иеде 0 之 > очев) 
0 < d о 0 0 


求 W,+W,, W, 1 W, 的 维 数 和 基 . 
解 ” 记 E; 为 (i, 门 位 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 均 为 0 的 3 阶 方 阵 . 则 
1 0 0 0 1 0 0 0 О 

=al 0 i=: O 1 | 0 уа}; 0 { 

0 0 0 ооо 0 1 0 0 0 1 


= aE + b(Es + Ез) + сЕ, + Ез) + dE}. 
Н Eu ,Es Ez, Ez 十 Es ,上 ;线性 无 关 , 所 以 dimW =4. 


而 W,= ZzE + yE); + zE; ， 
Рт ати, = 3, 
У. 


W, + W, = (Е, s En + Ez En Es , Ez s En s Ei E22) 
= L(En , E, E2 + Ez s Ez , Ez , Es) 
所 以 dim(W i +W,)=6, 上 式 中 6 个 生成 元 就 是 它 的 一 组 基 . 于 是 
dimW, N W: = 4+3—6 = 1,589 Er AW П W, ЮЕ. 


2 + x=; х: = 0 、 
U O ,的 解 空间 , 求 商 空 间 R/W 的 维 数 
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2. 设 W, 是 齐 次 线性 方程 组 


和 基 . 
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# ”求解 已 知 的 齐 次 线性 方程 组 ,得 
W, = {}(—2,1,1)!), £ C R, 


TJE(—2,1,1)' 是 W. 的 基 , 把 它 扩 充 为 R” H% 
(— 2,1,1), (0,1,0)!, (0,0,1)', 


由 此 知 R/W, 的 基 为 
(0,1,0) + W, , (0,0,1) + W,. 


所 以 dimR® /W, = 2. 


3 ; р g р | Ё N Ë | 
* 一 , = 4 e = $ ё — $ 
设 ĉii 0 о ё12 0 O 13 1 0 14 11 


„р р р 
(1) ВЕ {е}, (2; ) RE М, (К) ВУЖ; (2) НЕ (е) # Ж e) ЕРЕ; (3) Ж 
ж А= |. “| 在 两 组 基 下 的 坐标 


解 (1) W (e 9 C12 9213 ‚е4 一 (E ‚Е, sE; ‚„Е,, эВ, 
(gx s, 822 > 823 sga) = (En Eiz E,, , E )C, 


则 因为 
1 1 0 O 1 1 O 1 
0 1 0 O 0 1 1 1 
detB = ° = 0, detC = = 0 
0 0 1 1 ] 0 0 
0 0 0 1 O O 1 1 
知 {e1},{gz;} 是 两 组 线性 无 关 的 向 量 ,所 以 均 是 M, (К) Ж. 
(2) 设 由 基 {e1i;} 到 基 (g2;} 的 过 滤 和 矩阵 为 D, 则 有 形式 写法 
(Z 382298239824) = (е зел reis eu) D, 
把 两 组 基 在 上 自然 基 E. E), ,EE ;Eu 下 的 坐标 列 代 入 上 式 有 : 
С = Вр. Ыр = ВС. 
以 下 用 初等 变换 法 求 B71!C. | 
1 1 0 O 1 1 0 1 1 0 0 O 1 0 —1 0 
0 1 0 0 0 1 1 1| -n+r |0 1 0 0 O 1 1 1 
(B,C) = 
0 O 1 1 1 1 00). ms 0 O 1 0 1 1 —1 —1 
0 0 O 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 O 1 1 
1 0 —1 0 
0 1 1 1 
所 以 D= | 1 —1 | 
0 0 1 1 
l —2 | 
(3) А=| А |=. 28, TT3E Sen —2 (е —en )-ЕЗеуз = Зе, — 2е1 Зе, 


1 —2 
A -| |=En — 2E, 十 3 上 yi 
3 0 


= (р, — gn) — 2002 — ga) T3(ga T gs gza) 
= ga —2g2 T2823 — 2824 5 
所 以 A 在 两 组 基 下 的 坐标 分 别 为 : 
X= (3, — 2,3,0)", 
Y= (5, —2,2, — 2)". 
1 0 ... 0 


4 设 A=| Со | mamam. 


1 ... ... 1 

(1) 证 明 所 有 与 A 可 交换 的 矩阵 ( 记 为 T(A)) 的 全 体 是 M, (R) 的 子 空间 ; (2) * 
T(A) 的 维 数 和 一 组 基 . 

解 (1) 因为 AI=IA, 所 以 IETA), A TAIS. 

vB,CET(A), 有 AB=BA,AC=CA, 于 是 ,A(B 十 C)==(B 十 C)A, 所 以 B 十 CE 
T(A), 又 对 任 kEF, 均 有 (4B)A 一 A(kB), 即 kBET(A), 所 以 ТОА) mAAR И. 
由 引 理 5.2,T(A) 是 M, (R) 的 子 空间 . 

(2) 因为 A 二 I 十 J 十 十 … 十 J”!, 所 以 А = 1— J , Jt rh 

О ... „э 0 · 


1 0 
又 因为 AB=BAS@BA !=А-!ВеВ(1—])=(1—1)ВеВ)]=]В.-—1&Ю 5 A 乘法 可 
交换 的 全 体 В = СБ, ) 须 满足 


bo °**° Din 0 0 

Бо бз + Don 0 b" bz °**° bimi Din 

бзэ bss ... рз, : = p21 b22 ... * "° Don 
ng e. ... b,n 0 т—11 °° ° s.. D, 1-1 b, 1, 


比较 两 边 元 素 知 有 bi =з = bi, 0-Б = ++ Б =0—b;,, = зе = b, 0—6 6,1, 
= 0( В p; =0 (>: А); В bi = bz = Б, ‚Ьу = ba = з, = b,,-i зба = b, = +. S bm- > 
ee sbri = 6,2. (IN N KW MIRA bjt Sbi). 

Вр 
b 0 … 0 
b; `, e, : 
B= |. . . 0 =b I+ b,J +e +b, J. 
b, = b b, 
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所 以 ТА) п EB) I,J SJ e J” REA. 
5. 设 W, ,W, 是 线性 空间 V 的 两 个 非 平 凡 子 空间 ,证 明 : 存 在 C€ аст, Н 
a € W,. 
证 [SN W, ,Wi 是 V 的 非 平凡 子 空间 ,所 以 存在 a< € W, BEW. Ж a € W, , WJ < 为 
ВК: BEW, , 则 8 为 所 求 . 否则 便 有 
a € Wi,BE Wi ;8 € W,,a € W,, 
于 是 令 y= 二 a 十 B, 则 yC W, , H y€ W,. 
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6.1 定义 与 定理 


定义 6.1 У, МУ, 是 域 下 上 的 线性 空间 ШЕ] Ф: У, V, ,满足 plath) = gla) 
FoB) pa) =Аф(а), (а, BEV AE Р) ШЖ 9 为 线性 映射 . 

定理 6.1 б o:V »У, 是 下 上 两 线性 空间 V, 到 Vi 的 线性 上 映射, 则 

ату, = dim(kerø) + dim(Img). 

定理 6.2 5 w:V — V, 为 域 下 上 线性 空间 V. 到 У, 的 线性 上 映射 ,在 Vi 和 V. 中 分 

别 取 定 基 ao ,as 和 Bi,…,B 之 后 ,以 Aa ste ,Sar 的 坐标 列 为 列 作 和 矩阵 A , JR BD 
Aar as) 一 (8 8)A. 
则 对 任意 aC V, , B= sa 的 充分 必要 条 件 是 
у = Ах 

其 中 х,у 分 别 为 a,B 的 坐标 列 . СА Ж S АЈ ЕЯ) 

Ж (1) dim(kerryl 一 2 一 T(A) (328 AX АНУ BE (nullity)) ; 

(2) dim(Im óc =10А) Ж AX A ЮЖ) 

(3) й |е Кега= 06А 为 列 独立 阵 ; 

(4) У ӘУ, =V, A 为 行 独立 阵 ; 

(5) ИХ ЫА 为 可 逆 方 阵 . 

定理 6.3 设 Z V,—V, 为 域 下 上 线性 空间 V, 到 У, 的 线性 映射 , 且 ТЕУ, ЖУ, 
的 基 {a;} , {B;} 下 的 矩阵 表示 为 A, 在 基 {a;} , {pB;} 下 的 矩阵 表示 为 B, 若 
Cai st san) = (a sa) P, Bi Ba) = (BB О, ЖШ 

В = Q''AP. 

BP LH V, ЖУ, 不 同 基 之 下 的 矩阵 表示 А 与 B M. 

系 ” 对 任 一 线性 映射 %:Vi 一 V; ,总 存在 V A V: 的 基 61，…,e, 和 7,…,n, 使 得 A 
的 秆 阵 表示 为 A=| ”| 

O О 

B Vi, V, 分 别 是 域 F E n 维 ,m 维 线性 空间 , 记 V, #J У, 的 线性 映射 全 体 为 
Hom(V, , V, ) , 则 有 

定理 6.4 Hom(V,V:) 在 以 下 和 定义 的 加 法 和 数 乘 下 是 下 上 线性 空间 :对 Vsw%,9E 
Hom(V ,V,),1€ F #i Va € V, 

CA + #)a= < + а, 
(Afya = АС). 
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定理 6.5 线性 空间 Нот(У,,У,) 5 Mpx (F) |n] J. 

Ж (1) УЖЕГ En ARESE, ДЕУ F V ERRE РАЖ (gk PP) f VF £ 
WEF En 维 线性 空间 ( 记 为 V" , 称 为 V EREE A). 

(2) ЖЖ V 的 一 个 基 ai1,… ,a 后 , 奋 z€ V 的 坐标 为 x1 ，…,x,, 则 对 fe v 有 


| 
f(x) = (a „°°' dn) І 


Ж А = (а, ,a,) 是 f 的 矩阵 表示 ,a; 二 f(a;). 

定义 6.2 УЖЕГ БН. У 到 自身 的 线性 映射 称 为 VY 上 的 一 个 线性 变 
换 ( 即 %:V>V, 对 Ya,BEV,AEF 满足 Жа + В) = Lat A, Ла) =А (ойу) ). 

定理 6.6 R AKF EREZTE V 的 线性 变换 ,在 V 中 取 定 基 osta, 后 ,以 -os ，… 
а, 的 坐标 列 为 列 作 和 矩阵 A , 记 为 

Ha за.) = laist san) А, 
则 对 任意 a € V ,8= sfa 的 充分 必要 条 件 是 
| у = Ах, 

其 中 х,у 分 别 为 a,B 的 坐标 列 (A 称 为 x 的 方 阵 表 示 ). 

定理 6.7 ЧЕНЕ БАУУ 的 线性 变换 ,wt ЛЕУ Жа," a, Mpo 
下 的 方 阵 表示 分 别 为 A ЯП В,С) = (а,в, P , MI 

В = РАР. 

定义 6.3 对 于 域 F 上 的 两 个 =” МИЛУВА, В, ff fE F E НИ BE Р 使 得 B= 
PAP, WFR A 5 BERF EHW. 

定义 6.4 (1) RE, XER 下 上 线性 空间 , 且 А Cah) = Сд)8=аСАВ),\АЄ Е,а, 
PEE), ШЕЖЕ ЕЕ. 

(2) F 上 两 个 代数 E, 与 E, 称 为 同 构 ‚ 1н ААЙ] g: E, —> E; 使 得 фО\е 8) = ф(а) + 
ФВ) ,Ф(Ла) =Аф(а) pla) = Ф(о) Ф xXHT a, BEE, #l AC F У „Ф 称 为 同 构 映射 . 

定理 6.8 设 V 为 域 F En 维 线性 空间 ,V 上 的 线性 变换 全 体 End(V) 对 如 下 定义 的 
яж F EWR, HES n 阶 全 方 阵 代数 同 构 : 

End(V) — M, (F). 
End(V) 上 的 加 法 ,乘法 , 数 乘 定义 如 下 : 
(08) (а) = (@Ça)), 
(7 + 8 )Xa) = (а) + Zla), 
(А50) (а) = Ala). 

其 中 ,BE End(V), AEF, аЄУ. 

定义 6.5 (1) 零 变换 把 任 一 向 量 映 为 0 的 变换 , 方 阵 表 示 为 零 方 阵 . 

(2) 恒 等 变换 A 4 或 6, 不 改变 V 中 任 一 元 素 的 变换 , 方 阵 表 示 为 工 

(3) 数 乘 ( 纯 量 ) 变 换 A k RRI 将 V 中 任 一 向 量 c 映 为 ka 的 变换 , 方 阵 表示 
为 РІ. 

(4) 仿 射 变换 AEV a a, 下 的 矩阵 表示 为 A=diagth Az sAn). 
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(5) 投影 ( 射 ) 变 换 AE VH a а, 下 的 方 阵 表 示 为 


І, О 
A= |ó о. 
O O 


(这 相当 于 把 Y PE amia teti a, 投影 到 基 问 量 al,… ,a, 的 生成 空间 上 ). 

(6) 线性 变换 的 多 项 式 设 f(X)= 二 aoX" 十 a X! +e +a, X+ta, €E FLX]. H 

РО) = af" + a =l + + а„у Я+а,@ 

称 为 AHER E sZ 的 方 阵 表 示 为 A, 则 线性 变换 fwW) 的 方 阵 表 示 为 fA) 二 qo 和 十 … 十 
a, I A+a,l. | 

定义 6.6 B 4ER 下 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,W 是 V B) f S Bj, xV a C W, 
有 ЄМ, ДК W 为 x 作用 下 的 不 变 子 空间 . 

引 理 6.1 设 W 是 V 上 的 线性 变换 .x 的 不 变 子 空间 , 则 映射 

эй; WW 
a — Aa 

EW 上 的 线性 变换 ( 称 为 AEW 上 的 限制 ), 记 为 s = |у. 

引 理 6.2 线性 空间 V 上 的 线性 变换 x 的 有 限 个 不 变 子 空间 之 和 仍 为 3 的 不 变 子 
空间 ;.x 的 任意 多 个 不 变 子 空间 的 交 仍 为 3 的 不 变 子 空间 . 

定理 6.9 设 2%% 为 域 下 上 的 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ,W 是 Y 的 子 空间 . 取 W 的 基 
оза, 并 扩充 为 V Юа, ааз an ,那么 W 是 x 的 不 变 于 空间 的 充 要 条 件 是 
2 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 形 如 

А = p o] (其 中 A, 为 + 阶 方 阵 ) 
O A, 

且 当 上 述 成 立时 ,还 有 以 下 结论 : 

(1) À, 为 э, = lw 的 方 阵 表示 ; | 

(2) Ж Аз=О,Ш) W, = (а, +, a BE УНТЛАР РЕ B], A, 为 |w, 的 方 阵 表示 . 

(3) 一 般 情 形 下 , A, 为 商 空间 V/W 的 线性 变换 x 在 基 a,+1，… ,a, 下 的 方 阵 表 示 ,这 
里 a=a+ W, АЕ Ху (о) = Aa. 

# БМ, 1 W, 均 为 V 上 的 线性 变换 % 的 不 变 子 空间 , 且 У =, ФУ, ,在 W, rh 
取 基 ar, l a, ÆW PRE oa M AEV Ф Юа, aa …av 下 的 方 阵 
表示 为 


O 
设 V ERF 上 的 线性 空间 ,以 是 V 上 的 线性 变换 ,A 是 x 在 基 {a;} 下 的 方 阵 表示 . 
定义 6.7 ## AC F 及 非 零 向 量 aEV 使 

зба 一 ja 


A = É 并 (其 中 A, 为 > 阶 方 阵 )， 


或 即 
Ax = Ах 
(< Жа ТЕЖ{а;} 下 的 坐标 列 ) 则 称 A 为 .XA( 或 4) 的 特征 信 ( 或 特征 根 ),a 称 为 总 的 属于 特 
征 什 4 的 特征 癌 量 ,z 称 为 A 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 . 
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定义 6.8 多 项 式 fOA)= det I— А) Є FUJA AR A 的 特征 多 项 式 . 

定理 6.10 (1) x 的 特征 多 项 式 与 V 的 基 向 量 的 选取 无 关 ( 即 相似 方 阵 有 相同 的 特 
征 多 项 式 ); 

(2) 的 特征 多 项 式 f(4) 的 根 就 是 它 的 特征 值 ,对 x 的 每 个 特征 值 和 4EF, 至 少 存 在 
一 个 非 零 向 量 acEY ,使 о да; 

(3) 当下 = 一 C 时 ,YY 上 的 任 一 线性 变换 总 有 复 的 特征 向 量 ( 因 为 特征 多 项 式 OFE 
C 中 有 根 ) ,所 以 总 有 一 维 不 变 子 空间 . 

定理 6.11 i FA) 王 det(AT 一 A) 王 1 一 ai l aà +41 С 1) "а, 是 nn 阶 方 阵 
А 的 特征 多 项 式 , 则 

(1) a: 是 A 的 i 阶 主子 式 之 和 (i 二 1,2,…,n) ,特别 

a, = ПА, а, = detA 
(2) Ат f(4) 有 nn 个 根 和 ,4;,; 则 aj 二 oi БЕА, "А, 的 i 次 初等 对 称 多 项 式 , 特 别 
ai = А+ БА, а, = АА; "А. 


А, А, 
DEAS ОО f Q) f, Q), ДЛО) A, 的 特征 多 项 式 
À; x ... x 
(4) 著 A=| 7 .| 为 上 三 角 阵 , 则 为， 为 A 的 特征 根 . 
А, 


(5) ЖЕЖ, Д] detA 关 0 当 且 仅 当 其 特征 根 ( 复 根 ) 均 非 零 . 

定理 6.12 设 和 A 为 域 F En Л . 

(1) ЖАЖЕ ph n PRERA , ,4,( 重 根 计 人 ), 则 A 在 F 上 相似 于 上 三 角形 方 
阵 B,B 的 对 角 线 上 元 素 为 和 A，… ,4,. | 

(2) ЖА, "0,4, ЖА 在 F 中 的 特征 根 ( 可 能 有 重 根 ), 则 A ТЕЕ 上 相似 于 


„ 
Ф 
+ 


为 上 三 角形 方 阵 . 


定义 6.9 设 入 EF 是 以 的 特征 多 项 式 f(4) 的 n 重 根 , 则 ni КУА, 的 代数 重 数 . 

ЖТА, 的 特征 问 量 全 体 加 上 零 向 量 构 成 一 个 子 空间 , 记 为 
V, = {a € V | а = Аа), 

称 为 属于 Л, 的 特征 子 空间 . іту, RA A 的 几何 重 数 . 

Ж dimV, Sn (几何 重 数 委 代数 重 数 ). 

定义 6.10 Ж ТЕУ 中 存在 一 组 基 ,使 线性 变换 x 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 是 对 角 阵 , 则 
称 A 是 可 对 角 化 的 . 

定理 6.13 w% 可 对 角 化 的 5 个 充分 必要 条 件 : 

(1) 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 

(2) 空间 V 可 分 解 成 一 维 不 变 子 空间 的 直 和 和 ，; 
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(3) dimV, 二 nn;( 几 何 重 数 二 代数 重 数 )， 

(4) V 可 分 解 成 x 的 特征 子 空间 的 直 和 ，; 

O 的 极 小 多 项 式 无 重 根 . 

定理 6.14 VA ҖЕ En 阶 方 阵 , (1) жоол, 是 A 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
扩充 为 下 "的 基 tista setn F P= 二 (xis, Tn) ‚ИЦ 


其 中 人 是 & 阶 对 角形 方 阵 . 
(2) 设 S, 是 A 的 属于 特征 值 4; 的 线性 无 关 的 特征 回 量 集 ( 人 一 1，…r)， 且 人，…A， 
互 异 , 则 向 量 集 SUSU US, 线性 无 关 . 


6.2 解 题 方法 介绍 


求 线性 变换 汉 在 一 组 基 下 的 矩阵 的 方法 

1. 用 定义 ”由 定理 6. 6, 求 线性 变换 x 在 V Pasan 上 的 方 阵 表 示 A, 只 要 计 
算 基 向 量 的 象 Las, Aa, ТЕЗ asta, 上 的 坐标 列 , 作 为 A 各 列 .形式 地 记 为 

(Aa stts Aan) = (aí, s" a, )A. 

2. HAA Cfa ste s Aan) = (ai st a, ЎА 

(1) 4 V Æ n KAA) 25 E ЕВ, (SZ ‚++, Sfa,,) (олзоо) ЭУЕ, F 
是 以 上 式 子 可 按 通 常 矩 阵 乘法 进行 ,又 asta, 线性 无 关 , 所 以 方 阵 (a stesa) PU], 

故 А = (а, a, (Aai s**t Aan). 

(2) 当 V 是 任意 的 > 维 线性 空间 V,(CF) 时 , 取 定 一 组 基 后 ,we >° Mansa + °" s a, 的 
坐标 列 仍 满足 上 述 公式 ,所 以 仍 可 用 (1) 的 方法 计算 A. 

Ж (2) 求 得 的 A 是 线性 变换 EE al ,…,a, 上 的 方 阵 表示 . 

3. 用 公式 y= 二 Ax( 见 定理 6. 6) 设 线性 变换 ТЕЖ el ，…,e, FEDEA A, A Rh 
pı = fast" ‚В, = Sa, , 且 给 出 Qi + ° °° > Q, ‚А + **° ‚В, 在 此 基 上 的 坐标 列 为 Tias Ens yl”, 
ул, MMA B= а GiS, ,nn) 的 坐标 式 为 

уу = Ах, у; = Ал»,***,у„ = Ах,, 
tB, Вр 
(у, , y2 sts y.) = (ATi st AT,) = AG... To)， 
此 时 ,着 ay, a, 线性 无 关 , 则 得 
А = (yi Yn) CTs En). 

+ 这 里 算出 的 A 是 线性 变换 s EH е, 66,6, 上 的 方 阵 , (也 即 ,a; 5 8, 的 坐标 列 在 

哪 组 基 上 , 求 出 的 方 阵 就 在 哪 组 基 上 , 见 34 HN) 


6.3 >) эЛЕ 


1. 设 线性 映射 %:R ”一 了 ”定义 为 
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(z (Zo z.) = (ау + 2xz;j,zi — zx)! , 
Ж AE К Ж (оз уо заз MRO Ну.) F BJ BEEF N: 
(1) а = (1,0,0)1,a = (0,1,0)7,аз = (0,0,1)7; = (1,0), 8 = (0,1)"; 
(2) а, = (1,1,1), о; = (0,1,1)7,аз = (0,0,1); = (1,1)7,8 = (1,0)'; 
(3) о == (1,2,3), а = (0,1,1) ,аз = (1, —2,3)7; 8, = (1,2)7, 0 = (2,1). 


н авч: ВЕ 


3 


1 2 0 
А | 
А 11 —1 O 


(这 里 用 到 在 自然 基 下 ,向量 =C sxx)" 和 yy 一 (zi 十 2zzi 一 zz) 的 坐标 就 是 它们 
Н 9). 

由 此 知 

(1) 方法 1 因为 aaryas K Bi, RIA R? 和 R” 的 自然 基 , 所 以 x 的 矩阵 表示 


就 是 
4 i ol 


| = В + ñ, = (ñ, Po) | ; 
' 上 


„ею 


< е] 


МИ А = |, и s 


(2) 方法 1 I P,Q $r A СІ) Н (о), ORD PE la) (8; y 的 过 渡 和 矩阵 , 则 


1 0 O 

1 1 
P= |1 1 o|, Q= 

1 O 


1 1 1 


| 是 六 在 RO 的 自然 基 和 R'” 的 自然 基 下 的 矩阵 表示 : 


方法 2 用 定义 ,因为 


< -| 


于 是 
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方法 2 因为 ша =| |= оГ). 


АТИН 


“< | В] 


т ре 


(3) 方法 1 H S f RO # R? 不同 基 之 下 的 矩阵 表示 相抵 .这 里 R ”与 R” 中 过 
渡 和 矩阵 分 别 为 : 


于 是 


| 
E 


| 
[ Y 1 
Ú 
L j 
| 
^^“ 
© 
To 
Maat” 
—əaa—əƏÁ—o—V : 
| | 
| wl wfo wje | 
L — LU j, 


L jJ 


所 以 c=} 一 4 | 
3 L 11 5 —11 
2. 设 
1 1 —1 
A = 2 1 2 
一 1 0 3 


V, 是 ax 一 (1,1,1) 7 种 аз = (0,1,2)! 张 成 的 R ”的 子 空 间 ,由 х Е>Ах 定义 V, 到 | У, = 
R” 的 线性 映射 o. 
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(1) Ж e E V, ЮЖ аа Ж У, )34&(1,0,0)17,(0,1,0)7,(0,0,1)7 下 的 矩阵 表示 
B, 并 求 p 的 核 , 象 ,及 它们 的 维 数 . 
1 1 一 1 
2 1 | 
—1 0 


1 一 1 
6 


kere 就 是 Bz =0 的 解 空 间 , 解 之 ,得 Кегр= (0) ,所 以 dim(kerp) 王 0; 


1 — 1 
Imọ = (фа ,фаг) = В, | 
6 


dim(Imç) = 2. 
(2) 求 Ф 在 Vi ВЈ (о 十 az sai — а: } 和 V, 的 上 述 基 下 的 矩阵 表示 C; 


ж 因为 фол = Аа, = 


所 以 


1 1 
解 Саа) (a sa) | _ 1], 所 以 从 基 Ql +s G> 到 基 al 十 azyal 一 as ФР, SE 


E» Р=[. _ | 


1 —1 ‚ ) 0 2 
所 以 С = ВР = Ë |= Ё 0 | . 
6 8 一 4 


(3) ka=(3,2,1)! € V, EE asa 下 的 坐标 表示 ,并 分 别 用 (1) 中 矩阵 表示 及 Aa 
XK o(a). 


3 
解 a=(3,2,D'= (ma)| _ hpa 在 基 (1,0,0),(0,1,0)T,(0,0,1)T ЕЖ 
标 为 


— m № O 
3. 没 A=[ J p= [° `, |,0 为 实数 , 按 如 下 方法 找 出 方 阵 P 
sin0 cos O e” 
P~ AP=B. 
(1) 定义 线性 映射 ÀZ; СО — C 2 х > Ax (х ННЖЖ е =(1,0)7, е, = (0,1)! 
表示 )， 


(2) xk CO BJ Ж (от o.) E x 在 新 基 下 的 方 阵 表 示 为 B; 

(3) 求 出 目 然 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 PP, 验证 P 'AP=B. 

解 d) H (S, sXe) = (е ,е) А, Ж ТЕН ХЕ е ,е F, ff =€ C? ,有 x= А х. (Вр 
А J AE ei ,ez 下 的 方 阵 表示 ). 


iĝ 


O | | 
(2) H (Aa ， Aa: ) = (а, а) p |= ea easy)， 知 а 0? 须 分 别 满足 
e 


Аа, = еу, Аа; =е “ass 
设 оз = (au эа)" а = (arz saz) ,代入 上 式 得 
— 1 sinau — 51пба› = 0 
| 10215110 = 0 
1415100 — ax sinf == 0 
及 人 = 0 
所 以 可 取 а = (1, —1)7, аг = (1,iD1 
(3) 由 (2) 知 
1 1 
(al "az ) = Cave А | 


— 1 ] 


ТЕР. ;| 是 从 基 а,в 到 基 m vas зе, aP w 
marsh [ыу ке Го > 
4. 设 % 是 下 上 二 维 线性 空间 V 到 自身 的 线性 映射 ,在 某 基 下 的 方 阵 表示 为 A = 


р |], 证 明 :4 一 Ca++) tCad 一 be) 50 为 零 变 换 (8 是 恒 等 映射 ). 


证 明 因为 2 一 (a 十 dq) 十 Cad 一 bc)3 在 某 基 下 的 方 阵 表示 为 


° + bc b + ді b 
А? — (а+4А+ (аа —k)I=| ° + ab + Hatol? | 
ас + са be +d’? с а 


ad — Бс 0 0 0 
+| 0 аһ. o Жы: 
所 以 20° — (a+ d) A+ (ад—Ьс) #—=0 是 零 变换 
5. 证 明 , FLXJ 和 FLLXJJ 均 为 下 上 的 代数 . 
证 因为 FLXj 是 环 ( 见 定理 1. 4), 是 线性 空间 ( 见 《 高 等 代数 学 》 例 5.6), 又 数 乘 和 
来 法 可 交换 ;对 任 f,g€ FLX],16€ F # 
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A( fe) = Q f)g = fag). 
所 以 FL[LXj] 是 下 上 的 代数 . 
同 理 F[[Xj]] 是 环 ( 见 1.3 节 56 题 ), 是 线性 空间 ( 见 5.3 $y 6 Ай), УЖ ЖЄ ПМ: 


IHEA € F, fog € FOX] ESOO = DjaiX', g(X) = D bX 有 


Ав) = АУ! ( > уа&;)хХ* = У (У) ОаәЬ;)Х* = Qf)g 
k=0 ј= k + = 


= () 


= УМ Уа ав,)) хе = ўв). 


所 以 FLLX ]]ËE 下 上 的 代数 ， 

6. 证 明 FLUX, YJE F EKRA. 

证 F[X,Y ]rF B) Z Di zü #H б: КЕЕ ЖЖ Ж ЛЕ, Ж ЕЕЕ. [al 
类 项 . 
(1) FLX,Y 显然 是 环 ( 对 多 项 式 加 法 和 乘法 ), 因 为 它 对 加 法 是 阿 册 尔 群 ( 即 对 加 法 
封闭 ,满足 交换 律 、 络 合 律 ,0 十 jj 一 了 对 任意 f CF| Х,У, НОР + ( f) =0) ; ЯЕ 
法 满足 封闭 性 和 结合 律 ,而 且 乘 法 对 加 法 满足 分 配 律 . 

(2) FFX, 妇 是 下 上 的 线性 空间 (因为 FLX,Y] 对 加 法 是 阿 贝 尔 群 ,而 且 ACF 二 g)== 
Af+àAg, (CA 十 Ap 一 人 FA f=A(yf) 1 ff EE f gEFLX, Y] A uEFI 
成 立 ). 

(3) A(fg)= АР) ЕЕ f(Ag) 对 任 AEF,fEFLX,Yj] 成 立 . 

综合 以 上 三 点 ,由 代数 的 定义 知 FLX,Y Е БЕК. 

7. 设 V 是 下 上 线性 空间 ,a ,…,a, 是 其 一 基 , 于 是 由 

л; = ањ (一 1 一 1])，w = 0 
定义 了 VV 的 一 个 线性 变换 X, 

(1) Ё LEE а, ,a, 下 的 方 阵 表示 ，; 

(2) 证 明 07" =0, 50" 1-0; 

(3) W 2 J: V 的 线性 变换 旦 满 足 —=0,@ 150, WFE V 的 基 使 2 的 方 阵 表 示 与 
DOP 892 E 3 284815]; 

(4) ER: ЖЕ Еп ЛЗ М.М %# R М" = № =0,М" 120, №50, M Б N 
相似 . 


证 (1) 由 已 知 
Ü 
а, = аал = (al ya ) 1 第 1 十 1 行 ¿= ],.…,n—1],， 
0 
Áa, = 0, MH 


• 162 ° 


о 0 se 0 
1 O . : 
(оф ttt , Aan) — (а, EZTET D О e ES ',, : — (a An А, 


O … 0 1 O 
于 是 知 ISEE al ,…,a, 下 的 方 阵 表 示 为 
Ü O ... ... O 
1 
А = |0 


О. 0 1 0 
(2) 方法 1 因为 VeEV, 设 ec= X ra M] = Уух, 由 此 知 ,判断 一 个 线性 
r=] i=} 
变换 是 否 为 零 变换 ,只 要 看 它 是 否 把 基 向 量变 成 0 就 可 以 了 . 因为 由 已 知 条 件 知 有 
Áa = @> • Aaz — @3, °°, Qa — 2, › Фа = 0, 
5) RAT 
ото — On = 0, A! a ~ 一 Adn — O, “е, A An 一 SZ” ( ) = 0, "1а, — 0, 

В Z" a 0, Sé" la = (оў оа) 0 1а, 0, (1=2,-,л), 


故 知 Z" 1520; 
而 "ај = за, = O, ыў” a 二 (A a mA an mO, 1=2, e,n 
所 以 20" = 0. 


方法 2 因为 x 在 基 assa, 下 的 方 阵 表 示 为 A， 
所 以 A E Q1 + ” ° +G, 下 的 方 阵 表示 为 A”! ? 
"ЕЖ о, ,a 下 的 方 阵 表 示 为 A”"， 


而 
O 
| 0 .. а. 0 
Д”! — : EJ , A" — 
Ü 
0 .. .. (0) 
1 0 0 


所 以 20" 1520, 50" =0. 
(3) 因为 2"=0, 4" ' 0, ВИ 3 850,115 2° 820, 而 28 =0. 于 是 
В. ®8,++,% р 线性 无 天 
Н.Ж А, "6,2, Ekip tk: BB+ Е, 2" p=, 两 边 经 3 AAI k 204 k, 9 
Hetk 9" 8+0=0, Ж ® ERTE, A п 2 次 后 得 
bk ZB = 0— b = 0, 
代 回 中 间 各 式 , 可 推 知 k. = k 一 … 一 有 一 0. 
Н BBB ,8 ВАХ, M V 是 n 维 的 ,所 以 它 是 V 的 一 个 基 , 记 其 为 Bp ,B;,，…,B,， 
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则 在 此 基 上 显然 有 
BCR) = Bm’ (7 一 一 1,2.**,п— |), BPa) = Ü 
于 是 由 (1) 知 :在 此 基 上 的 方 阵 表示 为 


"° 
| 


1] 0 
(4) H (2) 381 EE M 所 实现 的 变换 如 满足 .如 三 0, 如 天 0, 又 由 (3) 知 .£í fE 3 3 F 
的 方 阵 表示 为 也 ,所 以 M 相 似 于 吾 . 
同 理 N 相似 于 B, 所 以 M 相似 于 六. 由 此 知 M, N 可 看 成 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 
DERN. 
8. 证 明 : тоу Е КАТРАН of = wf, 则 存在 基 使 x É y ÉE 32 2 М 0,1, 
15 
о 0 
证 (1) 当 ат(Ккег0 =0, 8 aí sa: 0 КО BJ 38: , А 8, = Aa ,% = а, 线性 无 关 . 又 因 
为 二 以 ,所 以 有 
YB = A’ a) == эф, = В, 
AB, = A ° аг == Aa: =, 
1 O 
L: а. Тат |, 
(2) 当 dim(ker%) = 2 В], кег2= Е, ИЖ ecER2 ,sha 二 0, 故 A 的 方 阵 表 示 为 0 
方 阵 . 
(3) 当 dim (ker) =1, M] dim mAH =1, {ER =, € IML, VIFTE B, fË a = ÁA, T JE 
Ya 二 = Aa PRVA о Z 0 时 a, € ker, BP Кег/ (То (0) ,这 说 明 R = Im 中 
kerZ 取 z; (560) Є Кего/, ll] a, ,а 线性 无 关 , 且 
S, = a 
рр 
_ 1 0 
所 以 AEE wa) 下 的 方 阵 表示 为 | O|. 
注 满足 汉王 %% 的 变换 , 称 为 圭 等 变换 ,用 (3) 中 证 法 可 以 证 明 ; 对 ， 维 线性 空间 у 


EURSEK sb, 必 存在 的 一 组 基 , 使 xf 的 方 阵 表示 为 | E О] r= ВВ. 
өр ЗГ 
ОНЕ ы] aJ [l 
-= 
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25 
-2 АЕС d = 2"| | 
1 0 0 —1 0 —1 


"10. 用 方 阵 表 示 S, 中 元 素 (2 314), (1 3), (2 4). 


解 

0 1 0 0 0 1 O 
0 0 O 1 0 1 0 0 
н23814= | 1 O | 8813) = | 0 O O 
l 0 0 0 0 0 O 1 

1 0 0 O 

0 0 0 1 

и(2 4) = 
0 0 1 O 
0 1 0 0 


"11. Я f(X)= X° + pX+q 是 ZLXj 中 不 可 约 多 项 式 ,a 是 其 一 复 根 . 

(1) HHEH: QLoj={(tgCa1gCXIEQLX] 是 Q 上 线性 空间 , 求 其 维 数 与 基 ; 

(2) WEH: ge: В >= f (ap8 定 义 了 QLaj] 的 一 个 线性 变换 (其 中 f (X) f(X) 的 
导数 ,f Са) = За? +р).Ж p EE 1,a,a? 下 的 方 阵 表示 Ay.; 

(3) > detAy' 且 与 disc( f) 比较 . 

证 方法 1 (1) 在 QLaj 中 定义 加 法 和 数 乘 如 下 :对 任 (а), gla) E Qa] AEQ, 

Ғба) + g(a)= (fg) (а), 
Аба) = (АЈ) (ао). 

MERMA, ЖЕН. СУ fe C€ О[Х1,А7Є Q[X], Br) (f + g) (а) Є [а], 
(Р (а) Є ај]). 
又 加 法 满足 : 

D 交换 律 , fa) +g(a)=(f+ g)(a)= (g+ Р) (а) = g(a)+ (а), 

D 81 ( (о) + 20а) ) +h(a)= (f+ g+ h)(Ga)= f(a)+ (g(a)+Ah(a)). 

О 有 和 零 元 , 即 0EQLXj,， 0(а) =0, M] 0(a) + f(a)= (0+ р) (а) = /(а). 

D 有 负 元 , 任 / (0) Є Q[a], 8 — f(oa) + f(a)= (— f+ f)(a)=0a=6. 
数 乘 满足 ， 

Ф aCfla)t+ g(a))=Af(a)+Ag(a) 
(505 = (АСР) ) (а) = (АҒАР) (а) = (АР) (a) 十 (Ag)(a)== 右 ) 

D (А+) Ја) = ((А+ ри) Р) (а) = (А+ Р) (а) =А (а) Био), 

© (Ар) fa) = (Аи Р) (а) 5A luf) a) =A ў (а)), 

Ф 1• f(a)= (а). 

所 以 QLaj 是 Q 上 的 线性 空间 . 1,a,a? 是 Q[aj 的 基 . (事实 上 因 f(X) 在 ZZ 上 不 可 约 ， 
所 以 不 存在 不 全 为 0 的 数 & ,ks ,ks 使 得 &，1 十 kza 十 ksa? =0, W 1,asa? 线性 无 关 , 而 由 
Га) =о + ра+а= 0,18 а= —q— ра, Ё а HIHI lasg 线性 表 出 ,由 此 也 易 知 at (224) 
均 可 由 1,a,a 线性 表 出 ,于 是 任 g(a) 可 由 lad 线性 表 出 ) , 故 知 

dimQ[a | = 3. 


方法 2 同 12 题 (1) 的 证 法 . 
(2) f hi -A C Q[a ] , i£ В = g (а), В, = g+ (a) 于 是 
gr: <В + B,) = pr: (е. (а) + g; (а)) = фу (gi + 6) (а) = (За + p)(gi + 2) (а) 
= (3a + р) (р, (e) + g: (a)) = (За? + pg (а) + (Зо? + р) р, (а) 
= ФВ. + or'h» 
фу'АВ‹== фу’ (А ) (а) = (За? + р) (Ав) (а) = or'h, 
所 以 pr 是 QLcj 上 的 线性 变换 . 
又 因为 фу’ (1) =3а + p 
pr (а) = (За + р)а = За? + pa =— За — 2 фо 
pr ба) = (За + р)а? = За‘ + фа? =— 2 ро? — Заа 


p — 39 0 
所 以 Ap = f — 2р -a| 
3 0 —2p 
(3) detA; = 4р? +9g°, 
dise = R(f, fÉ /C—_ DË =—R(f, f”) 


l O р q 0 
0 1 0 р q 
一 一 |3 0 р =— (р — 3p? — 3р + 902 + 94?) 
3 0 р 
3 0 р 
=— (4р° + 92), 
所 以 detA; =— disc( f). 


"12. 设 f(X)=X"+aX+b 是 Z[Xj 中 不 可 约 多 项 式 ,a 是 其 一 复 根 . 
(1) 试 证 明 QLaj 是 Q F 维 线性 空间 , 求 其 一 基 ， 
(2) WER: pr: > f (a)B 定 义 了 QLaj 的 一 个 线性 变换 . Ж wr' 在 某 基 下 的 方 阵 表 
mA; 
(3) > detA; ,并 与 3. 3 节 中 第 44(1) 题 f(X) 的 判别 式 disc( р) К. 
证 (1) 设 g(a)E€QLal, 其 中 g(X)EQ[XJ, 由 带 余 除 法 可 得 
g(X) = f(X)q(X)Hr(X), degr(X) < л. 
W r(X)=b +b ХУ +b, -1 X" 1, IJ 
gla) = f(a)q(a) + rla) = rla) = bx + Ьа + + Ьо). 
因此 可 知 
Qla] = {bo bia + +b, a" | Бу, b, a € Q) 
X ХӘМ, ТИ 1,а,а?, ae" FE X, FEH Q[o JE Q FB n 维 线 性 空间 ， 
(liassa!) ЕН. 
(2) (对 任意 的 A h EQ[Laj 和 XEQ, 有 
ФА +В) = f ' (а) (В, + p,) = F ODR + f OR = ФС) + oe В), 
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pr (АВ) = fF (а) ОВ) = Af (WB = Ару (В), 
故 Фу’ Ж QLaj 上 的 线性 变换 . 
G) ДД QLaj 的 基 {l,a,…,a”'}, 由 f(a) 二 a" 十 aa 十 6 二 0 
Fi 
o Q)= f'a) = па" ta = a+ na", 
pr (a) = f (ада = па" Баа =—nb+ (1— п)аа, 
Фу’ (02) = f (а)о? =— nba + (1 — п)ао?, 


Фу" (a?) — Fla”? —— n ba” ° + (1 _ njaga? , 

or ба") = f lea =— nba? + (1 — n)a’. 
设 po EE 1,a,…,a”! 下 的 方 阵 表 示 为 Ay' ,由 定义 А ВВ у IE pa ВОЈ, 
故 


a, — nb 
(1—n)a, — nb 
А, = (1 — n)a 
— пр 
п (1— n)a 
(3) 
(1—n)a — nb — nb 
detA = а ` К 十 《一 1) 'n (lma 
. — nb . . 
(1 — n)a (1-—- n)a, — nb 


= al n)a q (— 1)” n e (— nb)" 
= (l— n) lan + пБ", 
因为 ”discC( р) = РО, fOD T =[ 0n) a" tnb], 
所 以 detA = (—1)“? disc( f). 
"13. R fOO = Х" ta, X Heta 是 QLXj 中 不 可 约 多 项 式 ,a 是 其 一 复 根 . 
(1) 试 证 明 QLoj={(g(a)1g(CX)EQLX]) 是 CO Еп 维 线性 空间 ,1,a,…,a"! 是 一 基 ; 
(2) Наж У Оа) ЕНА ЕУ gp,:8 ap R mw 在 上 述 基 下 的 方 阵 表 示 A, 并 
Ж detA,; 
(3) 设 4 大 一 个 复 变 数 ( 即 在 C 中 取 值 的 自 变量 ) ,由 oa ASB ENLT Q[a] 
中 的 线性 变换 gp, , 求 它 在 上 述 基 下 的 方 阵 表 示 A. JPR detA. 


Ш (1) 设 g(a)EQLaj, 其 中 g(X)E QLX], 由 带 余 除 法 可 知 g( X) = f( X)q( X) + 
СХ), Ж degr(X) <n. 设 


r(X) = b + b, X + --- + b, Xm 


则 
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gla) = |[(а)в(а) + rla) = rla) = b, + bia + + ба" 
故 
О[а] = (g(a) | g(X) = ОХ ]) = (b, + bia + + b, за! | bo sss b, Є Q) 
故 QLaj 是 Q 上 的 n 维 线性 空间 ,1,a,…,a”! 是 其 一 基 ( 事 实 上 ,因为 f( X)# Q 中 不 可 
20) „ВТЕ 1 ,ay… ;a” 线性 元 关 , 即 不 存在 不 全 为 0 的 数 Ro ,Ri ，…,R， ,使 А +k a + + 
k,- ia" 一 0. 又 由 前 式 知 任 g(a) 均 可 由 1,0, + а 1! 线性 表 出 ). 
(2) 显然 w 是 QLoj 的 线性 变换 . 注意 fa) =а" Ба,1а +. Ба, =0 
Pa (1) =a 
Pala =a 


Pala) =a"! 
Palat) =a" = —ау aja — te — a, a"!, 
由 于 A, 的 第 j 列 应 是 g。《a 7!) 的 坐标 列 , 故 
0 — Ay 
1 0 — a, 
А, = 1 
0 
l —а„ 


按 第 一 行 展开 : 
detA, = (— 1)" (一 ao) = (— 1)"a 
(或 由 det I— А) = }/0),& A=0 也 可 得 detA,=(—1)"f(0)=(—1)'a,). 
(3) 易 证 p- E Q[aj 的 线性 变换 . 
P (1) = À —a, 
P-a la) = (À —a)a = А — а?, 


Фа (ат) = (А —– а)а"°? 一 Mar: — а"), 


P-a la!) = (А – aa! = Аа") — а" =— a, 一 аја — *** — аа"? + (А — а a. 
H T A-. 的 第 7 列 应 是 pi~.(o-1) 的 坐标 列 , 故 
А — 40 
— ] À 一 ai 
А, = 
A а, 
一 上 А-а, 
故 
detA, = fA). 


14.， 设 乡 为 多 项 式 形 式 空间 FLX] 上 的 “ 求 导 ” 变 换 ,W 为 次 数 不 超 过 的 多 项 式 全 
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ik ,证 明 全 是 2 的 不 变 子 空间 . 
证 任 f(X)EW, 设 
f(X)= a,X"+ a, X” ++ a, X + a, 
则 f” (X)= ma, X ™ + (n— Ijan X ° + +a, € W, 
所 以 W 是 乡 的 不 变 子 空间 . 


0 —1 
15. 设 4=| ， az Ar 定义 了 R? ERRET LR AURETZ H. 


解 事实 上 A 是 x 在 R? 的 自然 基 下 的 方 阵 表示 (自然 基 а=), 任 


0 ] 
0 一 上 1 fz — x; 
Аг = |, ,| “|-| |， 
所 以 当 Zz= 王 0 时 ,Az=0; 当 zER 时 ,AzER”， 
故 0, R°”? у 的 不 变 子 空间 . 
因为 一 维 不 变 子 空间 是 由 特征 问 量 生成 的 , 即 满 足 Ax==4z 的 非 零 同 量 ,为 此 先 求 A 
的 特征 值 


ER , 设 工 二 (zi,zx;)', 则 


A 
— 1 
因为 无 实 特征 值 ,所 以 无 实 特征 向 量 , 故 在 R ”中 无 一 维 不 变 子 空间 . 


16. 设 % 为 Rw 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 阵 表示 为 A 一 Ë я 


| 1 
=A= | ЕБЕ 


(1) 证 明 УЮМА ZZ [BJ АВЕ R? F O; 
(2) 设 2 JE: C? 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 的 方 阵 表 示 为 A, 证 明 8 有 一 维 不 变 子 
空间 . 

证 (1) НУ А0=0, == leno, 

22 

1 — 1 ү. 2] 7 X (2) 
Ах = Ë ,| |- e pa је R > 

所 以 0,R Ж x 的 不 变 子 空间 . 


又 由 Ах=Ах,Я8 det(AI— А) == Д? 一 314 十 4 一 0 一 ， = 3 二 VER， 


即 特征 值 为 复数 ,所 以 在 R° 中 ,x 没有 一 维 不 变 子 空间 . 
(2) Ж С? P ,Ах=Ах-+-(А—Арх=0, 


1+7! 1 21 1 

2 = 0 — ү = .| ， 
二 1 十 Vi 一 

2 


2 


= 1 É | 
=0— 7 = —1+il' 
_—1 /7ї 一 1 十 v7i 
— 2 — 2 


2 


所 以 (x¥?),(x?) 均 是 8 的 一 维 不 变 子 空间 . 
17. 设 V 是 [0,1] 上 连续 实 函 数 全 体 所 成 R 上 线性 空间 ,9 为 V 的 “不 定 积 分 ”变换 ， 


(#f) (х) = | fa 


多 项 式 函 数 子 空间 是 否 是 不 变 子 空间 ? 可 微 函数 呢 ? 以 = О Ай? 
Ж (1) Ж W, =(f(z)=a,z"+a,- c! +: Бах +а, |а, € R,0<;=<nxn,n 为 正 


整数 }. 
Е f(x)EW, 有 
| fd = -2a аи раз € W 

所 以 W, 是 了 的 不 变 子 空间 . 
(这 里 W, 是 全 体 多 项 式 函 数 ,次 数 为 任意 , 若 限 制 次 数 迄 mw 则 对 “积分 ”变换 不 是 子 
25 |8]). 

(2) 设 М, = { (х) | Ос) ар), 
任 f(z) € W, , 


因为 (Eroa) = f(z), 
所 以 
КО E W,, 
X W, 是 了 的 不 变 子 空间 . 
(3) Ж W, = VOIOS (z) gG, [z)#0 ес Ол) rk), 
任 FCz)E W, 
|а (е Тәте сае 


= (2-5), |6004 т ( (eoar) (2 Уу) а 


4 т=1 时 ,有 
Ж 1 х х = 
| raya: = (=- Су (| еса) а 
W ga = 1, /(х) = ж —-у, | уой — ze 1), ЖДД z = n 为 零点 . 
故 | уса £ w., 
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于 是 W, 不 是 了 的 不 变 子 空间 . 
18. 证 明 :n 维 线性 空间 V 的 任 一 子 空间 W 是 某 一 线性 变换 d HRE. 
证 在 W PRED b IEA V IE bi b baa , б. Ф 
Áb; = Б, ¿= 1,2," r, 
б, = 0, 7 == 711,5. 


对 任 х C€ ү, £ 一 УЭЛ 则 有 


i=} 


Ár = SAA, = > Ab, Є W, [54 1057 С W, 
хі В Є W, ЕЈ В = УЬ. ДЕЖ а € У, 使 
i=] 


Aa = B, ( RER a = B+ 之 pb 即 可 ) 
于 是 得 
WC Im, ТИ W = Im... 
19. 证 明 : n EREZZE V 的 任 一 子 空间 W 是 某 一 线性 变换 % 的 核 . 
证 在 W 中 取 基 65;,…,b,, 扩 充 为 整个 空间 V 的 基 bitb, , Бу, ç 
ӘР, = 0, i1=1,2,,r, 
Ж, = 6, r-+-1=< O;< n. 


{Е x Є МУ, х = D Аф.» 则 


又 因为 D,+1 TELETA 线性 无 关 ， 
所 以 Ax = 0 一 1 = ++ = А, = 0x = àb; C W 


Bp 
ker = W. 

20. 对 任意 和 矩阵 Amx M Bm ,证 明 АВ 5 ВА 的 非 0 特征 根 均 相 同 . 当 m= n 时 ,证 
Bj АВ 与 BA 的 特征 根 相同 . 

证 因为 对 任 A,x, ,B,x;», 有 

A"det(ÀAI, — AB) = A”det(Al, — BA), 
(证 明 见 第 4 章 补 充 题 10). 
当天 0 时 ， 
| det (AI „n — AB) = 0=det(A[I, — BA) = 0 

所 以 AB 5 ВА WAE 0 特征 根 均 相同 . 

当 т=п h}, A 
det( — АВ) = det(A, — BA), 
ËD AB 与 BA 的 特征 多 项 式 完 全 相同 ,所 以 特征 根 相 同 . 
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21. Ж AÈ RO 上 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 阵 表示 为 


一 9 4 4 
CEER 


7 


—16 8 7 
试 求 出 эё) А РЕЗ ЭСТ ЕЙ R? 的 基 , 从 而 求 出 BJ XJ fi РЕЛ. 
解 
1 十 9 一 4 一 4 
дел A= | 8 4—3 —4 |= Q—3)Q + 2А +1) = 0, 
16 —8 4—7 
所 以 A=3, = —1 为 二 重 根 ， 


对 入 二 3, 解 齐 次 线性 方程 组 (11 一 A)X=0, 得 
z = (1,1,2)!, ZRA kzı RE Е, 
对 4s 二 一 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (X21 一 A)X=0, 得 
х = Ал, 十 kx3; 其 中 x 三 (1,2,0) ,xX = (1,0,2)!, 
则 S ТЕ 3 Xi s T2 + X3 下 的 方 阵 表 示 为 


ЕЙ 


6 —3 —2 
a= k -i -2 
10 —5 —3 


A 在 R 上 是 否 相似 于 对 角形 方 阵 ? 在 C 上 呢 ? 


22. iZ 


解 
一 6 3 2 
det(MT 一 A) = | —4 1) 十 1 2 |= Q—2)Q 2 +1) = 0, 
— 10 5 А+ 3 
所 以 Ду =2, Àz: =l; Аз 一 一 1， 


因为 有 两 个 复 特征 根 ,所 以 A 没有 三 个 线性 无 关 的 实 特 征 向 量 ,所 以 在 R 上 A 不 相似 于 
对 角 阵 ,在 C 上 A 相似 于 


23. Ú < E: R°? 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 阵 表示 为 
a 
A = 0 ё ° 
O c 
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问 当 a,b,c 取 何 值 时 s nj ЖЕБЕСИ В АЖ JÉ y EF k 28)? 

解 方法 1 显然 x 的 特征 值 为 0( 四 重 根 ) ,为 求 其 特征 子 空间 ww-。 需 解 方程 组 
Az=0, 知 只 有 当 a,b,c 均 为 0 时 ,其 解 空间 才 是 4 维 的 , 即 x 可 对 角 化 当 且 仅 当 a,b,c 
为 0. 

方法 2 E 必 可 对 角 化 ,说 明 存 在 可 逆 阵 了 ,使 得 

РАР = р = 0 + А = 0 

所 以 а==ф==с=0. 

24. WH: 线性 变换 的 属于 两 个 不 同 特 征 根 的 两 个 特征 回 量 是 线性 无 关 的 . 试 讨论 
多 个 特征 根 或 多 个 特征 向 量 的 情形 . 

证 (1) Ё ж. S= tis fz; Ал, АА, ОФВ А1550), 35 48 

| Рух + b,z, = 0 (1) 
两 边 作 用 018 АА hA z) =0, Җф}@5(1) ХА, 得 А, (А А r: =0, Н А —Ai 0, 
21950,81 k. =0 代 回 (1) 式 得 所 一 0， 
所 以 Ti 2 线性 无 天. 
(2) 设 人 ,为 双 的 互 不 相同 的 特征 值 , 且 有 sz, =A: i=1,2, s, 
对 向 量 的 个 数 s 作 归纳 法 : 当 s=2 时 ,由 (1 已 证 ,假设 ;一 1 时 命题 成 立 , 做 线性 组 合 
Вх kzz | + kx, = О (2) 
用 x 作用 于 上 式 两 边 得 
ki z + k, Áx: + e + k зс, == 0 
Вр kiAiXi БАА + *** + ЁА,х, = 0 (3) 
(3) — (2) XA,( 不 妨 设 4, 隆 0) 得 
b Aı — А,) х + Ё СА —A,)z; 二 二 kA А) х, = 0, 
由 归纳 假设 知 zzz，…Z,-1 线 性 无 关 , 又 1 天 1 一 1,2, ,5 一 1， 

MAVA А, = =" р, 0, (6 [8 (2) 0-0, =0, 

所 以 zz 线性 无 天. 

(3) Baod, Ж 的 互 不 相同 的 特征 值 ,而 zi，…,ze 是 双 的 属于 特征 值 X; 的 线 
性 无 关 的 特征 向 量 ,i 二 1,2,…,s. 我 们 将 证 明 向 量 组 

LP pe ID aP pea, 
线性 无 关 . 为 此 对 特征 值 的 个 数 * 作 归 纳 法 : 

当 5 一 1 时 ,zfp ,…,z9 线 性 无 关 ， 

假设 (s 一 1) 时 成 立 , 考 虑 ;时 的 情况 . 


( s) (5) 
°°, T) > > Z, 


设 存 在 
1 一 ] ,2 5 
Hi j=1,2,- sn 
使 得 
之 2 ноху? = 0 (4) 
把 x 作用 在 (4) 式 两 边 , 有 
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s n; 
У Уаз = 0 
i=] j=l 


Bp 
У) Doua? = (5) 
i=1 j=l 
(5) — (4) ХА, 有 
3 一 ] " 
Hy (А, — À хс?” — 
i=} j=l 
由 归纳 假设 知 
| 1 = ],2,*5*,5— 1, 
(z) О. ‚2 线性 无 关 . 
J Z $ s**t Jl; 5 
1=1,2,***,5——1], 
Рт ИД иу = 0» 


== 1,2, , ni 


代 回 (4) 式 中 知 му 0,7 = 1,2, sns. 于 是 得 所 有 的 д 0 , 故 


{х0 | 1 = 1,2, 6,537 = 1,2,*##5*,п;) 线性 无 关 . 
25. 证 明 : 2 阶 对 称 实 方 阵 一 定 在 R 上 相似 于 对 角形 方 阵 . 


b . 
证 设 A=| AE det (AT—A)=3— (a+ d)) +ad— 0 


ИШЕТТЕ 2 
БЕД n, = Ce 十 中 十 (a d) + 45 


D 4 (а—– 4) +46? =0, В а=4,6=0,№а=а,А= |“ |: 
d 
@ 否则 Ау,А2 为 不 等 实数 , 故 存在 Li 5.1; ,使 Ал, =Ат\, Ах» =Àizx;, 
取 Р= (x , Z) , JII 8 


A 
АР = (Az, Az) = (здела) = P| ' 4 | 
2 


saps" a] 
P~ AP = . 
А? 


26. 证 明 ， 2 阶 复方 阵 A 必 复 相似 于 | 。 „||, ”| 


证 # A 有 两 个 不 等 特征 值 ,a,5, 则 A 相似 于 | |; 


ВІ 


КАЖЕ ТАН ЛЕА (А, = 二 ;= 二 a), 且 有 两 线性 无 关 的 特征 向 量 х, z; W 
P= (zi, z+ ) + ЛВ P''AP= |4 О, 
О а 
x A=: =а, Н А 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 阿 量 т, НУ, FFR +2 , 使 P, 一 (ziyZz) 为 
n Е, FTES АР, = (Азу Ал») = (aa Аъ) = (a1 r2) ° ДЕ" 
а 
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a b 
РАР, = | !. 


一 ] 


再 找 p =[ da Pi 上 |] B+ P= PP,, 故 有 


0 


а 1 
РАР = P;,! РГ АР, P, = р | 
a 


О 1 
27. 2 阶 复方 阵 N 满足 N? 二 0, 证 明 N=0 М 相似 于 | ,| 


证 方法 1 Ra AN 的 特征 值 ,由 N2=0 知 ** 二 0, 故 X= 二 0 为 二 重 根 ( 事 实 上 ,由 
Мх= Ах, >N? r=} х=0,050, ВТ А? = 0). 再 利用 26 题 知 N 相似 于 对 角 阵 ( 即 相 似 于 
0 矩阵 ) ,所 以 N= 二 0 或 N 相似 于 上 三 角 阵 ,对 角 线 元 素 为 其 特征 值 0, 所 以 N 相似 于 
HA 

0 0 

方法 2 BA М =0, В detN=0,ġkt rank N)=0, 3È 1, 

W >(N)=0 Ff, N=0; 
ka 
detQI— N)=2° — (at kb) =0, >à; =0 à: =a+- b= 0 


Рк р а= —kb,W 
— kb b — р 1 
Ж атн 
— рр kb — k k 


b 0 b 0 
解 (iT 一 N)z 一 0, 得 特征 向 量 , 取 二 一 (bp0)7 令 P=| |р) "|, 


_‚/ _ Гв 077-26 brè 0] [—k 1)[5 07 ro 1 
p МР = |2, ,| s ИМ ||, ,| p |= P ,| 
28. 设立 是 下 En 阶 方 阵 全 体 所 成 下 上 线性 空间 ,A 为 一 固定 的 下 上 1 阶 方 阵 , 设 
V 的 线性 变换 p 由 “ 左 乘 以 A” 定 义 , 即 p:X Fr4X, 那 么 op 与 4 是 否 有 相同 的 特征 值 ? 
解 由 已 知 


b 
当 rCN) 一 1 时 , 设 N=| Е a,b ЖАЫ 0, 


Ф: M, — М, 
X + AX 


于 是 ,我 们 入 得 
4 是 g 的 特征 值 会 (p 一 Me)X 一 0 有 非 零 解 X( 方 阵 ) 
Ө‹А-АРХ=0 АЕ ХОУ), 
ӘСА-3)у=0 AEF уб y € Р”), 
бл ЖА 的 特征 值 ， 
所 以 o 与 A 特征 值 同 . 
下 面 我 们 来 看 一 下 线性 变换 oç 的 和 矩阵 表示 : 
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Ж n=2 为 例 , 设 A= B m 


21 422 


À — a — 432 


[А-А [= 


— daz À — az | 
易 算 得 Ф ЖЖ Ey ,1; ,zi En 上 方 阵 表示 为 
| 411 Q G12 0 


0 а} 0 412 


В = 0 = CHEDE 


于 是 有 


À 一 Gil — 412 À — an — dı? 


=| aI А l’. 


det(ÀI — B) = | 


—— A2} À 一 Q22 — G1 À — az? 


当 A 是 n 阶 方 阵 时 ,我 们 有 B= 二 (as1,), 其 求法 如 下 : 


Ql 
w A= (a; ),x п ‚ X= 


‚ Жа, 是 方 阵 X WR i TRARIA. ҢА M,CF) 


的 基 
(E; } 一 (En | El; ste y Eins En 9t Enst’ 1. 9 Em ) 


MARE X 在 此 基 上 的 坐标 为 
Х 一 H ы 


设 B 为 vo 在 禁 {E;} 上 的 方 阵 表 示 , 则 eX = AX 的 坐标 形式 为 
ФХ = BX 


24| апо 十 …' + аа,» 
СЕЕ | : | 
п л1@1 + ... + AmA n- пхп 


апаї 十 … + aya l а11 [++ aind а! 
FA Ф = | : = B see ns | f | = (a,1,)X. 
"Ql 十 °° + аһа! п? х1 nl I s=. aml n Xn Т 


所 以 B 一 (а;1, 2,2,2 


而 


且 有 
det(ÀI — B) = (det(AT — А))" 
A B 5 A 的 特征 值 相同 ,( 区 别 是 重 数 不 同 )，. 
+ 因为 detCA1 一 B) 中 取 1,n 十 1,2n 十 1,…,《n 一 1])n 十 1 行 、 列 交叉 处 的 元 素 得 的 
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FEAH det(41 一 A); 同 样 取 2,n 十 2…,《n 一 1)n 十 2 行 、 列 交叉 处 的 元 素 得 的 子 式 也 为 
det(AI 一 A)，……, 即 XI 一 B 经 行 ( 列 ) 初 等 变换 可 化 为 准 对 角 阵 ,用 和 矩阵 乘法 与 出 就 是 
(AI — A) 


(AI — A)J,2x.2 
其 中 P 为 对 换 方 阵 之 积 . TFJE4S|AI— В| = |A|". 
(对 换 方 阵 就 是 单位 方 阵 经 互 换 两 行 得 到 的 方 阵 ). 
29. АЗ ИЗВЕ, ШЕН. 4 不 实 相似 于 上 三 角形 阵 , 则 А 复 相似 于 对 角 阵 . 
证 因为 A 为 实 方 阵 ,所 以 det(41 一 A) 为 三 次 实 系数 多 项 式 , 于 是 知 其 必 有 实 根 , 且 
Яня. 又 由 已 知 ,A 不 实 相 似 于 上 三 角 阵 , 知 A 的 特征 值 不 全 为 实数 (否则 与 定 


理 6. 12 矛盾 ) 故 A 必 有 三 个 不 等 特征 值 41 ,hz 2 ,由 定理 6.13 Я 


А! 
А ~e | Аз + 
Аз 


30. 设 V 是 下 上 nn. 阶 方 阵 全 体 所 成 下 上 线性 空间 ,A,B 为 其 中 两 固定 方 阵 . ф ЖУ 
КЕ, 5. ф (Хх) = АХ, Фф, (Х) = АХ ХА, Фф (Х) = ХВ, д (Х) = АХВ. АЖ. 
Ф: ЮВЕ (1<1<4) (У WERA En ,Es Ед, Enst Emst Em). 


I 


a 
解 设 g 的 方 阵 表 示 为 MiG 一 1,2,3,4), 并 记 А=(а;), B= (b; ), Х = І ,其 中 


а 是 方 阵 X 的 行 回 量 . 
O 由 28 EA p 的 方 阵 表示 为 
M, = (a; I,),2 x, . 
@ W в: M, (F)— M, (F) 
| X ХА 
则 


А ai A! | а! A! 
п us К |- | ` E: | Ë 
тат AT T AT 


因 为 Ф Х = øX — 4 Х 


АТ AT 
所 以 M, 一 М, mu +, 一 (a;I,), = э, . 
А! AT „2 
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@ 因为 


Ql (ana 十 十 а}, а.) В 
g X= АХВ = А А = | : | 
„В (ала + + aman) В 


š BT(anat +++ + ana) BT anal + ° + ama, 
kausa EES 
(ала! + * + aman ) В! lamai + Баман 
B! а! 
= елә = М, • M, X 
В" Т 
所 以 М, = М,М,. 


31. 设 线性 空间 V 的 线性 变换 8 满足 6 = ó, ШИ ë 为 投影 或 投射 . 试 证 明 
(1) V 中 向 量 8 属于 6 的 象 集 6V 当 且 仅 当 68=p; | 
(2) V= é УФкеге, Н V 的 任 一 向 量 直 和 分 解 为 a 二 6a 十 (a 一 6a); 
(3) 对 任 一 直 和 分 解 V==V1V, ,存在 唯一 的 射影 6, 使 Vi 二 aV,Vo = Кегё; 
I. O 

(4) 每 个 射影 6 均 有 方 阵 表示 | N С]. 

解 (1) —iZ B€ Imé, ТЕ З с, 8—= ёа, Р p= El a) = ba =p. 

=й BEV, Æ «= p, W| g€ Im¿. 

(2) f. аЄУ, 6 a= ба + (a — ба), ЖЧ ба Є Imé,a — ба € keré, (H J (а — ба) = 
Ga— 2 а= 0) 


所 以 V = é V + keré, 
又 任 8E Іте, A 48= 8,1 4 8520 Е, 48540, 

所 网 Imé (| keré= {0} 

故 知 V= é V @ keré. 


Ж 证 让 和 这 一 步 也 可 用 dimV=dimé V+dim keré= x RE é Ví) keré= {0}. 
(3) ТЕ Vv, 中 取 基 Qi > °° or Ж Vo 中 取 基 Cr 十 1 + ° °" + Q, ‚ ДІ) @1,»°°° 0; 505-150, 为 Vv 的 
基 . T E: z 
баа =a; 1<17< т, ба = 0,r+1=< г< л 
则 有 
V, = éV, У, = кеге, (存在 且 唯 一 ). 


事实 上 ,对 任 а Є V, Wa — Ула, 则 有 


а 一 D zai 十 > ха: = B+ y, B < Vis y € V, 
i=1 i= =kF1 
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ба= еВ + бу = B+ 0 = р. 
(4) 在 Imé 中 选取 基 б, y °° ° ‚б, keré 中 取 基 r+ у 2. ‚6, $ 由 (2) 知 €) + °" yEr gr 二 19 ° ° ° ‚Єл 


为 V 的 基 , 且 有 
бє; == e; 1< =<, бє; = 0, r+ 1< ¿=< 


于 是 知 《8 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 为 
1. О 
А = p О] 
32. (1) 设 线性 空间 三 克 ; 巾 … 由 三 ,, 试 证 明 存 在 Y 的 线性 变换 6, d КУ 
型 投影 或 正则 投影 ) 使 


Q ét=ë (Вр 6, 为 投影 ,1 二 13); 
@ é é =0 (3 jÆi); 
O ó +- +6, = 1 NIE 2648; 
@ GV=W,. 
(2) 反之 试 证 明 : 和 共有 Y 上 线性 变换 6 ，… ,6 满足 上 述 条 件 中 @ 9,10 W, = 6,У, 
则 
V = W, @ -:: Ф W.. 
证 (1 设 V=W,@---OW,, Д Ü € V, A 
а= о + °° +a, а Є W,, т=1,*б,5. 
此 分 解 式 唯一 . 于 是 有 
D S :VV I= 1, ,Ss, 
а a; 
| (а) = é, (ба) = 6а: о: = 6, (а), BB PA ё? = @,. 
D 在 中 的 选取 下 ,有 6,6, (а) = é, (а;) =0(*4 ¿j В). 
( 对 任 a 有 
(é, + 6,) (а) = ña + * + бе = a te ta = a, 
所 以 ó, + * + é, = I E: TE S£ 346 
Ф Е аЄУ, Ж ëe=a= Є, 6,VCSW,; X £ ВЄ У, СУ, A 8p 二 外 (0 十 … 十 0 十 
8B 十 0 十 … 十 0)= 二 Bp, 所 以 g€ 6V,W.C ¿4 V, EB 6V=W.. 
(2) Q 设 甸 十 … 十 二 1 为 己 等 变换 , 则 任 zEV, 有 
ór + - + ér = x, 
其 中 
бл = x, С W. 
所 以 V=W + +W, (是 和 )， 
O FAH HENE. RA x, +: + z, = 0, Ж x; E W,, ЖКУ 8 Ti = буу. 
yiEV, 故 有 
Фу Hee 6,у, = 0, 
上 式 左 作用 外, 有 
iy HE у by,=0, 
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因为 6 二 @ ,86.6 二 0,7= 二 2,…,s, 故 上 式 为 
ё у +о+ +0 = 0, > =, = буу, = 0, 
同 理 可 证 x, =0, (т=2,.--,5). 所 以 V==Wi 岂 … 则 W,( 是 直 和 ). 

33. 设 asaz as E R” E,W Ea Ж о 所 决定 的 平面 ,6 是 平行 于 平面 W Tü [B] as 
所 在 直线 的 投影 (或 投射 ) ,求证 8 是 线性 变换 并 求 其 在 基 aasa 下 的 方 阵 表 示 . 

证 AA R” PJ Е aí az sa + PT A ÉE a € R: 有 а= аа Faza: Hazas ;平行 于 W FR 
影 就 是 减 去 a 在 W 上 的 分 量 , 所 以 ба 一 asas. X VYBER” TE B=ha 十 boaz t bsas . 则 有 
é(a +B) = ó( (a, + bi Jai + (а, +b,)e; + Саз +b. аз) = (a, tb Jas = bat 88, 

Ela) = 6(Да; а, TÀAa,a: Лазаз ) =Àa,as =Аба. W 6 是 线性 变换 ， 

因为 ёо = 0= ба ‚баз =1, ТИ ЕФ aras as 下 的 方 阵 表示 为 
о 0 0 
E= |0 0 0 
О 0 1 

34. И КО 的 线性 变换 x 把 a oa: заз 分别 变换 为 B,B ,Bs, 求 # R°? 的 自然 基 下 的 
方 阵 表 示 А: 

(1) а = (2,3,5)', аз =(0,1,2)", аз = (1,0,0)7; 

В. = (1,1,1)7, 2 = (1,1, —1)", %=(2,1,2)7; 

(2) а, = (2,0,3) ', аз = (4,1,5)', аз = (3,1,2)7; 

В. = (1,2, —1)7, = (4,5, —2)7, B=(1,1,0)7. 

E 方法 1 因为 x 在 自然 基 下 的 方 阵 表 示 为 A, M ai,B.(i 二 1,2,3) 在 自然 基 下 的 
坐标 就 是 它们 上 自身 .所 以 及 三 在 自然 基 下 的 坐标 式 为 B; 二 Aa(i 二 1,2,3) 故 有 (B ,BB， 
P: ) =A (Ca saz заз), M det(ai sa: аз) 50, Pr 48 А = (3, , 8) (а, аз заз). 

(1) А = (fi s sh) (ai заз sas) ~ 


] 1 2 2 —1 —11 6 
-| | -5 -| Е ‘| 
1 —1 221 —4 2 —1 0 


(2) А -一 (Bi , & ‚Вз ) (а; ма, saz)’ 


T 1 11 5 

1 — 一 | |—2 = > 

I 4 ] 3 3 3 3 

_ alla 5 2|]_, B w 
= 2 5 1 1 3 3 4 3 3 Í: 

рса 22] |, 5 _5 

3 3 3 3 


方法 2 此 题 也 可 这 样 考 虑 : 因 a ,az ,as 线性 无 关 , 所 以 是 R? 的 基 , 设 % 在 此 基 上 上 
的 方 阵 表示 为 В, (8, ‚В ‚Вз = Яо; 8: аз) = (а, s G> 0з) В, а; ‚В; 均 为 数组 列 向 量 , 故 
В = (о. saz as) ° (Piok B). 又 设 从 自然 基 到 ai,az ,as IREE T, A T= lasa, 
оз) А B=T AT, FRA А= ТВТ! =(8,B,B) (a sar as) 1. 


35. WEB: 六 一 中 变换 w(x) 二 axTa 是 线性 变换 ,其 中 a 二 (1,2,3)', 求 AE КӘ W 
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自然 基 е + 62 > ёз ЖДТ ЗЕК ЛЕ Жл: 一 (1,0,1) ,应 =(2,0,—1)!,8,=(1,1 ,0)'. 


У 
s YT ñ ， 则 由 已 类 有 
3 
1 1 1 1 
Szxz= az а= 2 (i) ya » TX3) г ‚ бу=ау а= f (yi > Yz > ya) ° , 
З 


故 由 矩阵 乘法 的 结合 律 ,乘法 对 加 法 的 分 配 律 , 及 数 乘 可 交换 知 
(z+ у) = а(х + у) Та = аха + aya = зх + dy 
ЖАх) = а(Ах) а = Mr a = Ах, 
所 以 % 是 线性 变换 . 


1 1 1 1 1 
因 为 Áe, = Е 2|- 中 Ae, = 2 (0,1,0) 2|- H 
3 3 6 
1 1 
oon |a- 中 
1 2 3 
所 以 和 4 ] 
6 9 
又 因为 


3 
1 1 4 1 1 — 1 
3 12 — 3 


B AIE B.B. B. 上 的 方 阵 表示 为 B, 故 有 AR pesh) = (2,6,8) В, TER 
B= (Bı ‚р › з у! (CAR , 208 ‚218 ) 


Tı 


T? 


解 {&х,уЄВ? #8 == 


T3 


ез — 


l _1 2 20 _5 15 

3 3 3| r4 一 1 3 3 3 3 
-| 4 ah 

3 3 3 12 —3 9 3 3 

0 1 0 8 —2 6 


$O RYE B 的 过 程 也 可 如 下 进行 ;因为 从 自然 基 e ,eve 到 基 8 ,8 ,8 B) PL RE 
ЕЕ T= (Bi kB) Mi B=T AT = (Bi » Resp)! АС, sB) = (2,5) (АВ, АБ, 
Ар). 其 中 A 是 x 在 自然 基 上 的 方 阵 表示 . 
a b 
36. 证 明 ; 用 给 定 矩 阵 А= |“ “| 左 乘 和 右 乘 ,定义 了 二 阶 方 阵 空间 V 的 两 个 线性 


变换 эЛ 和 hr. 并 求 此 二 变换 在 以 下 基 上 的 方 阵 表 示 : 
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Ë У Ë ' Ë H Ë ' 
0 oJ Lı oJ Lo ol Lo if 
Ж НЕЯ, МЄУ, М=АМ, #M=MA, XX N€ V,b ER 有 


КА (k, M + k, N) = АСА, М +- k, N) = k AM + LAN — ВМ +E, М, 
同 理 S] СЕ, M+ k, N) = k, IM + kz ARN , ВТЕ Ai , Ar 是 线性 变换 . 


а 0 b 0 О а 0 Ё 
因 为 Ен = | |, Ен = | | ЖЕ» = | | s¿Es=| | 
с 0 d 0 О c 


0 d 
a b 0 0 
‚ c d О O 
所 以 A ТЕ E) ,Ez Ez: E,, E BJ y ÉE Z . 
О 0 a b 
0 0 c d 
同 理 ,由 
KRE = |4 И KRE -| | KRE p q KRE B Н 
RČ з o оК! „Г К [0 ој" к |, р 
а 0 с 0 
__ 0 0 c 
ЖЯ Ar 在 基尼 1 ,Es ,Ei ,Ez 下 的 方 阵 表 示 为 А 4 ol 
0 b о d 
37. 设 线 性 变换 A ХЕ АЁ Q1 2 » 3 +04 F BJ2 EE 3 0 
1 2 0 1 
3 0 —1 2 
А = $ 
2 5 3 1 
1 2 1 3 


Ж x 在 以 下 基 上 的 方 阵 表 示 : 
(1) aa saz saz saa; 
(2) aiyal 十 az ，al 十 as Баз» а 十 az Баз tai. 
解 (1) (оа, Aas s Sa s Aa) = Ca saz заго.) В, (В Н) 31] E ЖЕ EREE 
坐标 ), 而 
wai=ai 十 3as + 2аз +a, = (ау,аз,аз,а,)(1,2,3,1)7, 
Aas =— а; + Заз ta, = (ол заз saz a )(0,3, — 1,1)7, 
Эх; = 20 + боз + 204 = (а) заз saz saa) (2,5,0,92)Т7, 
Aa, = а, + 20: + аз + Зац = (а) заз sezsa) (1,1,2,3)7, 


1 02] 
2 3 5.1 
故 知 B= |. 
3 —1 0 2 
1 1 2 3 
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(2) L: Со, * (1 十 as; si 十 az 十 as ”@\| 十 as 十 as 十 as ) 一 (а, 9 人 2 » 03 aD T, S A I NE E 


1 1 1 1 1 —1 
0 1 1 1 1 —1 

T = ‚> Г = ? 
0 0 1 1 1 —1 
0 0 O 1 1 


设 Z ТЕЗЕ а a) 十 aa a 十 cz Баз за Ta: Tas Ta 下 的 方 阵 表示 为 C, 则 有 
— 2 0 1 0 

1 —4 一 8 一 7 

1 4 6 4 

1 3 4 7 
(以 上 在 (1),(2) 中 我 们 用 的 是 两 个 不 同 的 解决 问题 思路 :(1) 用 的 是 求 基 向 量 的 象 在 基 上 
的 坐标 ,可 以 说 是 用 的 方 阵 表 示 的 定义 . 用 在 这 里 ,几乎 不 用 经 什么 计算 即 得 ;(2) 用 的 是 
线性 变换 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 相似 的 ,利用 已 知 的 A ЕЖ ЖИЕН Т 及 公式 
C=T AT.) 


3 5 
38. 设 线性 变换 AE a = (1,2)7, as= 二 (2,3)7 下 方 阵 为 | ， q 而 线性 变换 2 E 


С = ТАТ = 


4 6 
EAG, т, = (4,27 ВЯ, ,| , 求 变换 w 十 多 在 基 8 e 下 的 方 阵 表示 . 


解 设 从 基 Ql • Q2 到 基 В. + В ñ) ph Ж 5 T, ИЖ CA hk) = (а, ,az) Т, ВТ Т = 
(а; 22)! (Bı sh) ,于 是 A ТЕ Ж ñ, ‚В 下 的 方 阵 为 
A, = ТАТ 一 СВ, ‚7 (al а) Ао ,02 ) (А ‚В ) 


1 —2 ú 40 38 
— а ali Nip Ji ЧЕ ,|- Е al 
1-2 ТЕЖ B ,Be 下 的 方 阵 为 


40 38 И i 44 44 
-0 —з4| le oJ -2 一 25| 


2 


2 — 
39， 设 线性 变换 Ч а 一 (一 3,7)7v 一 (1, 一 2)7 下 方 阵 为 | 。 _ ataq 


1 
ZEE В = (6,797, 二 (一 5,6)7 下 方 阵 表示 为 | ， |, жй si 在 基 (1,0)"， 


3 
7 
(0,1) 下 的 方 阵 表 示 . 
Ж AA (а, 02) = (е ,е) Т, ПЕ Т, = (asaz) ХВ (0, , ,) = (е ,е) T, , № 
Ta =R). 
FEM SE el ,ez 下 方 阵 为 


2 一 1 -3 132 一 11r2 1] [2 — 
А а) ols sd з) a 
5 一 3 7 一 2JL5 一 3jJL7 3 1 1 
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@ ТЕ ё1,ё2 下 方 阵 表 示 为 


1 3 6 —57Г1 317[6 5 一 143 — 122 
25 |, 1ш x _; ТР ,| ;| | 177 ни 
故 ХЭ ТЕЖ е ,es FHD 阵 为 4B 一 | | 
34 29 

40. n 维 线性 空间 V 上 线性 变换 x 称 为 非 奇 异 的 ,是 指 x 在 茶 基 下 的 方 阵 表 示 A ЗЕ 
奇异 ( 即 detA 关 0). 试 证 明 x% 非 奇异 与 以 下 每 个 命题 等 价 : 

(1) Æ wz 一 0, 总 有 并 一 0; 

(2) AE V 的 基 变 为 基 ; 

(3) # 2,552, МЖ zr, Z sz; š 

(4) s 为 满 射 ; 

(5) HŽ. 

证 任 zEV, 其 坐标 记 为 Sr. W| = 0 А.б = 0 


(1) Е 58 —detAZ0=Ar=0, RARR (5:0) 
= r=0 只 有 有 零 解 Cz 王 0). 
(2) AEE ul ,az ‘а, 下 方 阵 表示 为 A, 即 有 
| (SZ, ,***› Aan) = (а ss" z, JA 
于 是 有 УЗЕ деА 50А 可 逆 ( 其 列 线 性 无 关 ) Aa ，…, oo, 线性 无 关 (A Н: Я] 
为 Aai WEER) = Aa tt y Aan 为 基 . 
(3) 原 命 题 等 价 于 : 若 (zi 一 zs) 天 0, 总 有 (zl a), В (л 2) =0, 41У 
(zl 一 Zz) 一 0 成 立 . 于 是 由 (1) 立 得 .也 可 由 以 下 得 出 : 
detA Z 0 二 A 人 zi — ж) = 0 (á Я = Ir) 
= (z, — ar) Z 0 (Ц z, Z x;). 
(4) => <€ V,H Ан], ik p] Ç A = fy, B] x= А.у, L U 9] y х= оу, 
故 x 为 满 射 . 
EË % 为 满 射 , 则 И = У, ТД wo ,bas 是 V 的 基 ( 因 W =L эй, ，… ,ha ))，, 故 
其 坐标 列 线性 无 关 , 即 A 的 列 线 性 无 关 , 故 detA 关 0, 所 以 以 非 奇 异 . 
(5) 定义 2. VV 
z — zx 
其 中 甸 在 基 ai, …，a КЮЛ S A 1. 于 是 
好 为 非 奇异 的 二 det4 天 0 АДС! = Ге = & уН 6383082 o 5 W. 
41. 求 在 某 基 а, a, 下 有 下 列 方 阵 表示 A 的 R2 的 线性 变换 x 的 特征 根 与 特征 


[J Ж: 

2 —1 2 0 1 O 7 —12 6 

(1) | 9 一 3 | (2) | 一 4 4 | (3) Ё —19 °| 
—1 о —2 —2 1 2 12 —24 13 
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1 0 O O 3 —1 0 Ü 
4 —5 7 | 
0 0 0 0 1 1 0 0 
(4) 1 一 4 9|; (5) ; (6) . 
1 0 0 0 З 0 5 —3 
— 4 0 5 
000 1 4 — 3 —1 


解 (1) PAQO =detQI— А) =)? +32+3A+-1=(A+1)'=0,Br l A= —1 为 З ВЈ 
征 根 ( 三 重 根 ). x 的 特征 向 量 z 是 满足 с Ах 的 非 零 向 量 , 其 坐标 是 齐 次 线性 方程 组 
(AT 一 A)X 一 0 的 非 零 解 . 

对 4 二 一 1 解 人 AT 一 A)X 一 0. 


一 3 1 —2 1 0 1 1 0 1 1 
1 0 1 0 2 2 0 0 0 — 1 


kk Le) 一 L(o 十 一 o) 中 全 部 非 零 向 量 均 是 x 的 属于 特征 值 一 1 的 特征 向 量 . 
(2) P.AQ)=detQI— A)=AQ —2)QQ — 4) -4(aA—2) = (4—2) ° =0,# A= —2 Ж + 
的 特征 值 . 
解 ( 一 21 一 A) 久 0, 得 X=c, (1,2,0)5 十 cz(0,0,1) cyczs 不 同时 为 0. 胡 a ==, + 
2в5,8=аз 为 特征 向 量 ,% 的 属于 特征 根 一 2 的 全 部 特征 向 量 为 L(a,B) 中 非 零 者 . 
(3) PO) 二 和 一 和 一 A 十 1 二 QQ 一 1)? QA 十 1)= 二 0,4= 二 1( 为 二 重 根 ),4 二 一 1 为 % 的 特 
征 根 . 
1 
0 
—1 
为 L (ñ, , $, ) R 3E € [n] Ж ,其 中 {Л = 2а; 十 az ‚Вг = о — аз. 
对 1 一 一 1, 解 (一 TI 一 A)X=0, 得 X=c (3,5,6)  , 故 双 属于 特征 值 一 1 的 特征 向 量 关 
с, (За, + ба + баз) ,c 天 0. 
(4) РАА) = А —522+17—13= (A —1)(Q2— 41+13)=0, 
1 
ХА, =1,(А,1- АУ Х=0,19 X =c, 
1 
cı (а 20 Баз) с, 50. 
对 1 一 2 十 3i, 解 (1:T 一 A)X 一 0, 得 X, = с, (3 — 31,5 — 31,4), x 的 属于 特征 值 2 十 
3i 的 特征 向 量 为 с, ((3 —31)а, 十 (5 一 3i)as 十 4as ) ,其 中 c, Z0. 
X$ às =2— 31, (4:1 — А) Х= 0,18 X: =c, (331,5 31,4)7, ik x 的 属于 特征 值 2 一 
31 的 特征 问 量 为 


对 4 二 1, 解 (1 一 A)X==0, 得 X=c, 中 , 故 .3 的 属于 特征 值 1 的 特征 回 量 
© L 


; 故 x 的 属于 特征 根 1 的 特征 问 量 为 


ca((3 十 3Da + (5 + За» + 4а;), ЖН c, Æ 0. 
(5) PAQ)=detQI— А) =А? (4—1)? =0, 
对 和 一 1, 解 得 X=c, (1 ‚0,1,007-++с,(0,0,0,1)Т,18 Yı “ai аз, Уз=а‹ ; 则 A 的 属于 
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RIE 1 的 特征 问 量 为 c yi P ca yz (с, со 不 同时 为 0). 
对 A 一 0, 解 得 Х = с, (0,1,0,0) +c (0,0,1,0)', 0 ys =a, Ya =a Д] X ËJ РЕ 


根 0 的 特征 回 量 为 csa: ciag (сз ,ct 不 同时 为 0). 


-3 1 о O 
-1 0 O 
(6) РА(4) = бозу 3 
一 4 1 —3 АФ 
А-3 1 | А-5 3 
-| —] ы —3 4 十 1 
二 (4 一 2)“ 二 0， 


Xf д=2 (А1 А) Х = 0,48 X= (1,1, —1,0)7 +c: (1,1,0,1)7, 故 x 的 属于 特征 

值 2 的 特征 癌 量 为 
cı беу Faz — аз) + c; (а Haz +a), 
其 中 ci ,cs 不 同时 为 0. 

42. И ХЕ n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 若 惟有 ?个 互 异 的 特征 值 , 试 证 明 wy 可 对 
角 化 ( 即 有 对 角形 方 阵 表 示 ). 反 过 来 对 不 对 ? 

解 ” 因为 Y 的 属于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 ,于 是 由 x 有 nn 个 不 同 特征 
值 知 x 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 取 之 为 基 , 则 x 在 此 基 上 的 方 阵 表 示 为 对 角 阵 diag 
(Arstt sAn). 

KZ ,# 以 可 对 角 化 ,并 不 能 得 出 s 8 n и 5: BJ EE, hl 3k Et AF36. X, ED EE 
表示 为 kIT, 是 对 角 阵 ,但 只 有 一 个 n ARIE A =k. 

43. I ARRETE V 的 线性 变换 ,在 基 wm ,…,a, 下 方 阵 表示 如 下 . 试问 < Ж Н 
对 角 化 ( 即 在 某 基 下 有 对 角 方 阵 表示 )? 若 可 以 , 则 求 出 使 其 对 角 化 的 基 及 对 角形 方 阵 


KJR: 
1 1 1 1 
—] 3 一 ] 6 —5 —3 
1 1 —1 一 1 
d) | 一 3 5 —1|; (2) |3 —2 —2|; (3) ; 
1 —1 1 —1 
—3 3 ] — 2 0 
1 —1 —1 1 
4 —3 1 2 0 0 O 1 
5 —8 5 4 0 0 1 0 
(4) ; (5) 
6 —12 8 5 0 1 0 0 
1 —3 2 2 1 ооо 


# (1) Pa) =det(AI—A)= (4—1) (4 一 2)’ 二 0, 对 特征 值 4=1, 解 得 特征 向 量 
m =a Fa: tas ;对 特征 值 A 二 2, 解 得 两 线性 无 关 特 征 向 量 р =a as, т = а — Заз , ДФ 
Æ т.р 上 s BJ Ё 3 28 8 
diag{ 1,2,2}. 
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(2) PaG) 王 (一 1)02 一 3 十 2) 一 (一 1 一 2) 一 0, 对 特征 值 A=1(— Ei), R# 
一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 уа, +a, ,所 以 x 不 可 对 角 化 . 

(3) PAAS A2)? (十 2) 一 0, 对 特征 值 人 三 2, 解 得 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 

т = а аз, р =a аз m aa 

对 特征 值 4 二 一 2, 解 得 特征 向 量 p =a, — аз — аз 一 at, 则 在 基 六 ,mm F AN 

阵 表示 为 
diag(2,2,2, — 2). 
(4) PAQ)=detQI—A)=21—62 + 134? —– 12А+4== (4—1)? (4—2)? =0. 


对 А=1 解 得 两 线性 无 关 特征 向 量 р = — a + a аз эр = Ta + 1-а ац ВХ 


A 三 2( 二 重 根 ) 只 解 得 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 у =a, +a; аз, ТИ Жа. 
A —1 
1 

ХАІ, PE X ЧЕ А8 л =a, ta sma Ба, ;对 4 二 一 1, 得 两 线性 无 关 特 


ЙЕ [а] Е з= а 十 as ,1 一 一 az 十 as ;所 以 Ф 7) 7р s Tj3 5 Tja 上 的 方 阵 表示 为 
diag11,1, —1, — 1}. 


2 


(5) PAQ)=detQ I— А) = | ú = (42-1) = (4+1)%04—1)=0, 


44. 设 


l 
WOK ий P 848 P C APEB 为 对 角 阵 . 


解 
A — ] 
A —1 А —1|* 
= = (А 1) + 1); n= 2b, 
—1 A — 1] 
— ] А 
A —1 
A— 11: 
А — 1 = A (4—1) = (4—1) (A+ 1): ; n=2k+1 
—1 À 
— ] А 


1 人 一 1, 解 (AT 一 A)X 一 0, 得 
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0 0 0 
1 . 

0 1 
0 0 0 
Ху, = | „Ху = |: | Xi = |1), Хы = | 1 
` 1 0 
0 . 
О : 

1 

0 


= n= 2k 时 ,没有 Xu X T $ ñE inj Ж. 而 当 п= 26-1 Ву, Xiu = (0, -:.,0,1,0,1,0, "°, 
0)", 


0 0 
— 1 | 
一 1 
0 
0 
X3 — . ‚ Xz = ° ss Xa == — 1 , 
| 0 1 
0 
1 0 
1 e 
0 
Щщ n=2k+1 6, Х, 一 《0 ‚0,—1,0,1,0,++,0)! 
于 是 取 
1 一 1 
1 —1 
1 一 1 
P = = 或 P= l 
1 1 | ш 
1 1 
1 1 
ü 1 l Јан 
则 


I I 
P'AP = | ' | arma =] |. 
иш 1, 2k g I, 2Е+1 


45. Br ORR п 维 线性 空间 V 的 线性 变换 % B) Fk ER ОНЕ 28) , Bj посо 4 
不 ВЕСНИК). 对 RO 的 线性 变换 x 与 务 及 及 的 任 一 子 空 间 УУ, М W E 
A FECR A W, WER: 

(1) dimW —null( <аітя W<dimW; 

(2) dimnW dim ' WdimW пас); 

(3) r(Z+ 8) тС) 100); 

(4) nullKZZEZe)=<null( Z + null A). 

证 (1) 2 @e £ W ЕШ H 3462 ол, Ш 

dimW = dim ker, + dim Z W 
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而 kers, Eker а), W = A W 498 
dimW < null( + ат. 
(2) Йй AE = `W 上 的 限制 为 %( 记 为 A= A 1), ЩА 
дит. 1W = dim kers, + dim.Z (ZW), 
而 kerZ С Кег(20), LCA М) = У, h 
dims И < null (H + dimW ,所 以 得 证 . 
(3) 设 x, 多 在 某 基 下 方 阵 表示 分 别 为 A,B, 则 由 4.3 节 34 题 (3) 知 有 r(A 二 B)<< 
r(A) 十 r(B), 即 得 
r( +B) < r( Q) + r(2) 
(4) 由 7 一 null #24100) = null#+- r(2) ,得 
п = п тС) = null2#+ rB) —r(Z2) 
记 gV= W, , W r(#) = іту, ,r(Z25 =dim( W,) ,H(1) 有 
r(2)—r( 42) = dimW, —dim(.Z W, )< null.Z, 
故 пи по null%. 
Ж (4) 也 可 以 利用 п 阶 方 阵 关于 秩 的 公式 :r(AB) 之 r(A) 十 r(B) 一 n 来 证 ,把 
r(AB)=n— null AD) тА) =п = п), r(B)=n—null(%) 代 入 上 式 , 即 得 证 ， 
46. 证 明 ; 线性 变换 x 的 任意 一 组 特征 向 量 张 成 的 向 量 空间 必 是 x 的 不 变 子 空间 . 
Ш W = (zi,… z, JLE H x, 满足 Yr; = Arí i = 1,*…,s. 任 a€ М, іса = 


Y cz, ‚ ЖН 


wa = У c) sz, 一 > cA, Є W, 
k=l k=1 


所 以 W 是 x 的 不 变 子 空间 ， 

47. 设 A En 阶 方 阵 且 满 足 rCA 十 DD 十 rCA 一 站 二 n, 则 А? = I. 

证 设 r(A 十 =r, 则 (A 十 DDX=0 的 解 空间 是 nr 维 的 , 它 是 A 的 属于 特征 值 
和 三 一 1 的 特征 子 空间 , 取 X, | °° z, 为 其 基 . 

又 由 已 知 得 (А – Г) =п— ғ, УДА ӘХ = 的 解 空间 是 ~ 维 的 , 它 是 A 的 属于 特 
征 值 1 的 特征 子 空间 , 取 其 基 为 X,*… ,XX,. 

令 P=(X,s X, ,XX,+1，…, 义 ,) ,显然 可 逆 ,( 属 于 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 线 性 无 
关 ), 且 有 


I, I, 
РЗАР = | 1 |>А=Р| А |Р А = 1. 


48. 证 明 : 若 空 间 所 有 非 零 向 量 均 为 线性 变换 x ТК) Ek Jp) Ж, ШИ ЈАЛ, ДН 
常数 c 使 Ar 二 cz 对 所 有 问 量 工 成 立 . 
证 Bror: REXX, H Ar, =А, z; х, = A; xz; W SZ( z, + z, ) = Ar + sz, = 
AiXi 十 42X2 ,要 (Xi 十 x2) 也 是 特征 [в] Ж Ж!) ZF Ai zi БА =ACGə2I T+ xz; ) 
Вр (À, А) х, + A: А) х, = 0, 
但 zi ,zz RETR , HA Й АА, А, В x 的 所 有 特征 值 相同 , 即 对 任 z, 有 %z 一 cz. 
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49. R x 为 非 奇异 线性 变换 ,证 明 s 的 不 变 子 空间 均 为 % 的 不 变 子 空间 ， 
证 方法 1 设 W 是 .x 的 不 变 子 空间 ,在 W PR œssa 并 扩充 为 V 的 基 Ql x° ° 9 


A, As 
| ,其 中 А\, А; 均 可 逆 ( 因 A4 


а, э@,+1%°°* van s M) AEE ENER 28 A= É A 


лй), 
Аг! ж 
ЕЖ ЮВА 。， |, 即 仍 为 准 上 三 角 阵 ,所 以 W 是 


a 的 不 变 子 空间 . 

方法 2 设 W 是 以 的 不 变 子 空间 ,在 W PRE esa, WA < nj , BH Kl Aa stes 
эйт, 亦 线 性 无 关 且 是 W 的 基 . 于 是 任 BEW, 有 

B = а + … + k, оа, = Akiai + + ba, 2 

所以 ИВ = ha + + ka, € W. 

方法 3 Най, W 为 x 的 不 变 子 空间 ,所 以 S| < =<, 仍 为 可 道 , 所 以 W = 
AW, WAUA S ERF A МАУ УУ, AW 是 的 不 变 子 空间 . 

50. & W 是 线性 变换 x 的 不 变 子 空间 , 则 其 象 YW, 及 原 象 s ' W 均 为 x 的 不 变 于 
25 [в]. 

证 (Q) ffa C€ @ W ,sa € Sé W , k sí W 是 итар 25 N. 

D «Єз !'!У/,Ш 9= AEW, ЖЯ y= p€ W (I W 是 x 的 不 变 子 空间 ), 所 以 

Sa =R= A y YEW), 

于 是 AELS 'W , A LSL ' W 是 s BJ A 45 -T- 2 [Н]. 

51. 设 R°” Н) ЕЕ AEE asan 下 的 方 阵 表 示 为 对 角形 , 且 对 角 线 上 元 素 互 
异 , 求 YY 的 所 有 不 变 子 空间 , 共 多 少 个 ? 

证 BEM astra, 均 为 x 的 分 别 属于 特征 信 Av ,…,4. 的 特征 回 量 . Е А, 
W= (ai an ) 均 是 x 的 不 变 子 空间 (由 46 题 ), 其 中 134; <+: <, <n. 

LEW CR” 是 x 的 不 变 子 空间 , 则 эЛ == я], ÆW 上 的 线性 变换 ,其 特征 值 是 x 
的 特征 值 的 一 部 分 ,不 妨 设 为 1, 且 гати, , ТЕ В, 6,6. Є, E AB = 
AAB | AB, = А, В.. H + Ap = эз, , Br U 8, Ж x 的 特征 向 量 , 故 В, = kais ki £0, ВТ 
W= D,  B,)= Cai st a, 2. РТ AS 3 25 [Н] УН] H ЖЛЕ Ip] Et sk ЛИ. 共有 

+С С + CF! + 1 = (1+1) = 2" А. 

52. 证 明 :复线 性 空间 的 任何 两 个 可 交换 的 线性 变换 必 有 公共 的 特征 向 量 . 

证 ” 记 这 样 的 两 个 线性 变换 分 别 为 %, 劝 ,由 已 知 有 202 = BA Lik А, 是 的 一 个 特 
征 值 (特征 多 项 式 在 复数 域 上 总 有 根 ), 相 应 的 特征 子 空间 记 为 V, o BB V, = Кег(57— 
л). РУ, 是 多 的 不 变 子 空间 : 任 aEV， ,有 

(A— А6) За = BCA — iDa = 90 = 0, 

所 以 Ва € ker(s 一 1o6) = У. KIHE. 

Хіс % =@|, W 2, 是 Yi 上 的 线性 变换 ,在 C 上 有 特征 值 w, 于 是 有 特征 向 量 p, 
使 2, P= pup: С85=0,8Є У, ), И 98— „В 而 sfp= A 8, ТО p Ж 2, 2 BJ) ДЗ ФЕ Ip) 8. 
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CERF e REFER). 
53. 证 明 : # BSP "AP,f(X) 为 多 项 式 , 则 (B) =P f(A)P. 
证 iZ /(X)=a,X"+a, X'+- +a, X+ ao , Й) 
f(B)= a,B" +a, IB” +t +a В +а,І 
= а, (Р 'AP)X+a, (P'AP)! +: +a (P'AP)+ al 
= P` (a, A" 十 a A” + Ба А +а DP 
= P` f(A)P. 
(这 里 用 到 (P- AP) =(P AP) (Ро: АР) = Р-'АР). 

54. 证 明 : 两 个 对 角 方 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 为 对 角 线 元 素 相 同 , 只 是 排列 次 序 
不 同 . 

证 12 A=diag(Ai É A, o В= аар, "и, ) ,对 角 线 上 分 别 为 它们 的 特征 值 . 

—## В=Р-!АР, Й det(41 一 A) 二 det(4I1 一 B), 所 以 其 特征 值 对 应 相等 ， 

SF A, Tys k=l, n ME P 为 第 一 种 初等 方 阵 ( 即 由 对 换 单位 方 阵 的 两 行 得 
到 ) 之 积 ,( 这 样 的 也 也 称 为 置换 方 阵 ) 即 有 P ”1AP==B. 即 A 相似 于 B. 

55. 议 A, 昌 为 实 方 阵 , 各 人 A,B 在 C 上 相似 ( 即 有 复方 阵 P, P :AP=B), 则 人 A,B 
在 及 上 相似 ( 即 有 实 方 阵 工 使 工 -AT 一 B). 

证 #Р=Р, +іР,,Н P'1'AP=B АСР, +іР,) = (Р, +1Р,)В, 18 

АР, =Р,В, AP,=P,B—A(P, +„Р,) = (Р, +„Р,)В, 
因 det( Pi +a P.) и BJ n 次 多 项 式 ,在 实数 域 中 最 多 有 nn 个 根 , 避 开 它们 即 可 使 Pi + 
aP, AASR. SRAT. WT HKHK, HRAS T 1! AT= B. 

‘56. 设 数 域 K BERF, yE A,B 的 元 素 属于 FF. ПЕН. r A, BÆK 上 相似 ( 即 有 
元 素 属 于 天 的 方 阵 已 使 P !АР=В),Й|] А,В ЖЕ БСЖ ЕШ) Т tE 
T 'AT=B). 

证 因为 P AP=B 相当 于 AP==PB, 即 AP 一 PB=0, 把 P=(p,) 的 元 素 看 成 变 
0,0 АР-РВ=0 是 п? 个 方程 ,22 个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 的 系数 (由 ajs b, Ж 
RAT F. 由 题 设 知 此 线性 方程 组 有 非 零 解 pi EK, 所 以 系数 行列 式 为 0, 故 在 下 上 也 有 
非 零 解 P 二 (p;) (p; € F,1<:;,;<n). 以 下 只 要 证 明 有 上 解 P HB. P пр ра. 

АР-РВ=0 的 基础 解 系 ( 即 解 空 间 的 基 ) 可 取 为 上 的 方 阵 P,,…,P,( 基 础 解 系 由 
令 目 由 未 知 元 为 (0,…,0,1)",…,(1,0,…,0)T 得 到 ) 由 题 设 可 知 ,存在 K 上 一 解 P 是 可 
逆 的 , 令 P=x P, +x, Pz 十 … 十 zx,P;, 这 相当 于 说 存在 х, EK, 使 detP det(Cz 己 ,十 … 十 
х,Р,)50. 注意 det(xi1Pi 十 … 十 zx,P,)== f(z,… ,Zz,) 是 zí," z, 的 多 项 式 . 

以 下 证 明 :对 系数 属于 下 的 非 零 多 项 式 f(x,… ,zz BFE ee EFE fa, 
c,) 天 0. s=1 时 显然 , 设 对 5 一 ] 情形 成 立 ,看 5 情形 : 因 f AE 0 和 多项式, 所 以 f (=, pse 
z,)=a zr T Ta, Ж a;5a; (21, x) E FErz- J, H a Z0. t H J 3848 ¿2 
知 存 在 су, с, а, (с»с, 1)50, В) 

f (ci st c, 1 Z,)=a (ci t c х" + Ба, (сус. .)30, 
ВРТИ Эс, = x, 代入 得 f (c, ,*…,c,) 关 0. 
57. RAE A УВ 可 交换 且 均 相似 于 对 角形 , 则 它们 可 同时 对 角 化 ( 即 存 在 方 阵 Р 
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fE P'AP, P~ BP ANAHA). 
解 ” 因 为 A 相似 于 对 角 阵 ,所 以 必 存 在 Р, 使 
A: dn 


P, AP, = Ж лл, 24, Н, 


A.I, 
由 AB=BA W4 P'AP, Pr’ BP, =P BP, PP AP, ,利用 4.3 节 13 题 知 P, ' BP, = 
diag{ BJ,… ,B,} 为 准 对 角 阵 , 且 由 B 可 对 角 化 知 , IQ EQ BQ 为 对 角 阵 ,(i 一 1，…， 
s), 

Q 
P. = . 


Q, 
取 P=P,P:, W P-!4AP,P-IBP 同 时 为 对 角形 . 
58. š Ф R — I n Bt 2 Pk ,其 中 方 阵 两 两 可 交换 且 均 相似 于 对 角形 , 则 更 中 方 阵 可 同 
时 对 角 化 ( 即 存 在 可 逆 方 阵 P ERER AC p ЫҢ P AP 为 对 角形 ). 
证 ЖУА 只 有 一 个 不 同 的 特征 值 , 则 A= P -ATP= 人 为 纯 量 方 阵 , 故 若 所 有 Ф 
中 方 阵 均 只 有 一 个 不 同 的 特征 值 , 则 定理 显然 . 现 设 盏 中 有 一 个 方 阵 A, 至少 有 两 个 互 异 
的 特征 值 , 于 是 存在 Р, 使 | | 


A, l 
P+r'A,P, — | › (Al "Д, Н. s >= 2) 


Àd 


H 57 题 知 :对 所 有 与 А, 可 交换 的 方 阵 A 均 有 
Д. 


1 


Рт'А,Р,; 一 


А; 
因 每 个 方 阵 А, i 二 2,3,… ,j= 二 1,2,…,s 的 阶 均 小 于 1n, 故 对 每 个 固定 的 j, 由 归纳 假设 知 
存在 可 逆 阵 Q, 使 
ОГА,О, = B, 为 对 角形 ,(1 < ; < s, i= 2,3,-…)， 
< Pi 二 diag{Q1,…,Q,}, 取 Р=Р,Р,, ДН A,€ @, 
P "AiP 为 对 角 阵 . 


6.4 补充 题 与 解答 


І. КУ 3 SK C 上 的 2 维 线性 空间 ,% 是 Y 的 线性 变换 , 则 x 有 任意 7 维 的 不 变 
+= B] (1<r=<n). 
证 因为 EC FA п ARER A , е ,А, СНА), EH EE 12,7 V 中 存在 
一 组 基 e;,…,e, ,使 x 在 此 基 上 的 方 阵 表 示 为 上 三 角 阵 ; 
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Aà br °° Din 
А, > А 
,-1,„ 


А, 


WW, = (eer)( 委 > 委 站 是 % 的 ~ 维 不 变 子 空间 . 事实 上 , 任 cE W, Hac Уу хе, 


i=1 
则 Ya = > xi Ae: ,其 中 Ye; = buei + + bE +e, Є W,(1 < : < r). 
i=1 
所 以 sa CW, , WIFE. 


2. 设 V j: 3 К 上 二 阶 方 阵 所 成 的 线性 空间 ,其 中 一 组 基 为 


ЭИ ЫИ = ое] 
“ D oP ° lo о Dí olt hoal 


它们 在 线性 变换 c 下 的 象 分 别 为 


ЭИ ЫИ ЫИ ЫНИ 
поз o | 3L [7 3 [7 73 


求 ola) , G (a; ) ‚с(аз) ,‚с(0,). 
E 取 Y 的 自然 基 | 


ы-[ aÜ aÜ ЕН 
у о] 0 oL 11 0J. 0 1 


且 设 o 在 此 基 下 的 方 阵 表示 为 A. 又 用 ea 分 别 记 ei,ai 在 此 自然 基 下 的 坐标 列 
(ER'”), 于 是 有 


а; = Ae,, і = 1,2,3,4. 


也 即 有 
(al ,az ,as vaa) = Alel 62 Єз ,€4). 
故 知 
А = (а; ,az заз saa ) (elygz 9€3 64)! 
113 311 1 1 11” 1 0 2 O 
210 1130 111 | jo 1 0 2 
1з 37 7jo o1 1| |3o 4 O 
0 3 3 710 0 0 1 0 3 O 4 
则 
7 17 17 
ga, = Аа = 9 , саз = Аа; = , ga, = Aq; = j ‚са, = Аа, = 17 . 
15 15 37 37 
0 15 15 7 


这 是 dai s O02 баз эба, 在 B 然 基 下 的 坐标 , 知 
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| 7 N | T | Е К | - Í. И 
Gal 一 15 0 баз 一 15 15 s таз 一 37 15 баі — 37 37 . 


3. 1 R° 中 的 线性 变换 э] y Ж a=(1,0,1), 8=‹0,1,0),у=(0,0,1)55 58601,0, 
2),(—1,2,—1),(1,0,0),®ҖЖ x 在 基 a,8,y 及 基 e1 = (1,0,0), = (0,1,0), = (0,0, 


1) 下 的 方 阵 表 示 . 
E B x 在 基 a,B,Y 下 的 矩阵 为 A ,在 基 ei ,es ,ss 下 的 和 矩阵 为 B. 则 有 
(ahoy) = Blaby). (2) 
其 中 cz ,是 са A RBR Ee rE2 »Є3 下 的 坐标 . 
A= GB y) (ох ой GY) 
1 0 Qm —1 1 1 —1 1 
-| 1 0 2 |= jo 2 1 
—1 0 1 0 —1 
B= (жой cy)(a B y) ! 
1 —1 1 7i 0 —1 1 
—1 0 —1 0 
С I 
BAIC ODAN ”| 做 初等 列 变换 化 为 | o... | 得 到 . 详 见 5. 2 节 解 题 方法 介绍 
i£ 公式 (1),(2) 的 来 源 见 6. 2 节 求 线性 变换 在 某 基 下 的 矩阵 的 方法 中 2 与 3. 
(1) 在 FLX 中 至 少 有 一 个 次 数 委 对 的 多 项 式 AX), # (I=; 
(2) A 可逆 的 充分 必要 条 件 是 有 一 常数 项 不 为 零 的 多 项 式 A(X), E A=. 
线性 相关 . 即 存 在 不 全 为 0 的 数 ao ,al,… ,a 使 
а" 十 ap wa 十 … 十 aaog 一 0. 
(2) < 一 (充分 性 ) 若 存在 РХ) = X” Ра, X” 十 十 ai Х +а, ,其 中 ao Z 0 ,使 РС) = 
0, 即 有 


l O O 
0 1 0 
l O 1 


(ж ›о8›оу) = (a BDA (91,98,07) = Gb, PA: (1) 
又 因为 在 R 中 ,每 个 回 量 的 坐标 就 是 其 转 置 . 故 得 
这 里 A=C D RA B= DC : 均 不 必 求 道 后 再 做 方 阵 乘法 . 可 直接 由 对 (C,D) 做 初等 行 变 
4. 设 УЕН F En 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,证 明 : 
证 (1) 方法 1 因为 dimL(OV)=ri? ,所 以 L(V) 中 十 1 个 向 量 е, о, 22... у" Ü 
方法 2. 由 于 x 的 特征 多 项 式 是 x 的 化 零 多 项 式 , 而 дек f. (A) = n< ,所 以 得 证 . 


Á” Ja, = + + фа + a. É = 0 
TE AA +a, A 24. a, = —a Ó, 所 以 í nm 
=( Ж PE) yi 1 由 (1) 知 存在 f(X) 使 f( SD —=0,(degf< xn). 34 o HI uy: 
hF, ШЕ ЖЛ k AKII K 3k КОЕ a, sZ , WJ rh 
Á” +a, g” He +a, = 0 
左 乘 (% :六 ,得 
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A jua, Sg”! + бе*-+Еа„б = 0 
因为 ar #0, PEA g(X)= X” Ба, Х" +. Һа, 为 所 求 . 
此 题 中 《 表 恒 等 变换 
方法 2 设 s BJ FE £ Ti zÇ J 
f.) = А аА + daj + ає, ЖФ а, = detA. 
则 (а) =0, Н з рй, A я] й, а, = дегА 50. Вр fy(4) 满 足 题 设 条 件 . (这 里 A 
是 x 在 某 基 上 的 方 阵 表示 ). 
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7.1 定义 与 定理 


定理 7.1( 孙 子 和 定理 ) 整数 的 一 次 同 余 式 组 
| | = b, (тоа жт), 


ж = b, (тоа m,), 
当 my,… m, 为 两 两 互 系 的 整数 时 ,对 任意 的 整数 beeb, 总 有 整数 解 xz , 且 此 解 在 模 
т=т ‘т, 意义 下 唯一 , 事实 上 , 记 M,= 二 m/m;, 由 轧 转 相 除 法 求 得 整数 ul ,… ,wu ,使 得 
uz M, + +u M, = 1, 
w е; = u,M, ,(1< <s), W 
x = фе +° + b,e, (mod m). 
定理 7.1 (孙子 分 解 ) Ú m=m m, AP m, 为 两 两 互 素 整数 (1 委 ; 委 ?). 则 有 直 和 
分 解 
Z/mZ = Z e, © Z е; Ф DZe = Z/m,Z © Z/m., Z © +++ © Z/m,Z, 
х= b e +. +b, е, — (0b,b,*,b,), 
Ж х=, (тоа m;),Z e,=Z/m,Z(1<i=s). 而且 
e +e + + e, = 1, 
eie; = 0(34 iZ j), е = е. 
定义 7.1 BARV EBJ2kTESEIKR A Эл Er y F. 若 多 项 式 形式 g (A) Є FAJE 
g( s =0 为 零 变 换 ( 或 g(A)=0 ЖЫШ ВЕ), Д] g(4) 称 为 x 的 (或 A 的 ) 零 化 多 项 式 或 化 
FEMA. 
定义 7.2 线性 变换 性 方 阵 A) 的 最 低 次 首 一 等 化 多 项 式 称 为 x 的 (A 的 ) 最 小 多 项 
式 , 或 极 小 多 项 式 , 记 为 (А) Отд ADE mQ). 
定理 7.2 对 任 一 线性 变换 x%, 其 极 小 多 项 式 存 在 且 唯 一 :其 倍 式 全 体 
(MODRA IRAD € ЕГА) В # J ИЖ. - 
定理 7.3 (Cayley-Hamilton) 线 性 变换 KRIE A) 的 特征 多 项 式 FAE KE A) 
的 零 化 多 项 式 ， 
定理 7.4 ИЕС CC 为数 域 , 线 性 变换 泽 的 特征 多 项 式 f(4) 在 FEF[A] 中 分 解 为 
fA) = p, Q) р, QD... р, (40%. 
其 中 pQ) ЕКЕЖ 5, а,220(1=1,---,5), MJ 以 的 最 小 多 项 式 m. (А) 
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m (À) = p СА)" p. СА) р, (А). 
其 中 dEr >0G=1, 5). 特别 , f(4) 与 mm) 的 根 集 相 同 ( 重 数 可 不 同 ) 不 可 约 因 子 集 也 


相同 . 
定理 7.5 i 
0 — б 
— с, 
А = : , 
О — Cr? 
l 一 C | 
A 称 为 多 项 式 Р) 一 co 十 cl 十 … 十 ca 十 MEFE[L] 的 友 阵 , 则 A 的 最 小 多 项 式 和 特 
征 多 项 式 均 为 f (4). 


定义 7.3 设 多 项 式 形式 РА) E FLAJ,M T 
kerf = kerfQ) = {о € V | f(eba = 0}, 
称 kerf CARAT 了 的 广义 特征 子 空间 ,其 问 量 称 为 广义 特征 向 量 . 
引 理 7.1 É f,g€ FLA],m=mQOQ)E @ W S R£ i AEV ЕТЕ, 
(1) ker f 是 x 的 不 变 子 空间 . 
(2) Кег(1) =0, ker(m)=V. 
(3) & gl f. WI kergC ker f. 
(4) ker(f)f1lker(g) =ker(d) ,其 中 d= 二 (ff,g) 为 最 大 公 因 子 . 
(5) ker(/) +ker(g)=ker(M) ,其 中 M= [ f,gj 为 最 小 公 售 . 
(6) Ж f 与 g нж. ker( fg)=ker(/)@ker(g). 
定义 7.4 Wee W, 均 为 线性 空间 V 25], АНУ И, O ФУ, , WX 4E 
意 zEV, 有 了 唯一 分 解 式 z= 二 zi 十 … 十 zx, ,其 x;EW,i 二 1,2,…，,s. 这 时 对 每 个 1(1< т<) 
定义 映射 
n: W: >V, +, > x; 
zi: V> W,, z | х. 
则 7 为 单 射 ЈЕ ШКА. ; =, 为 满 射 , 称 为 正则 投影 . 
定理 7.6( 空 间 准 素 分 解 ) 设 域 了 上 线性 空间 V 的 线性 变换 必 的 最 小 多 项 式 为 
т(А) = р, СА)" р, (А)? р, СА), (s — 2). 
其 中 p;(4) 为 上 首 一 不 可 约 多 项 式 , 互 异 ,r; 为 正 整 数 (i 二 1,…,s). 则 
W, = kerp: 0)" = {a € V | CDa = 0) 
是 x 的 不 变 子 空间 , 且 
(1) V=W OW 0O- @OW,,. 
(2) A= |w 的 最 小 多 项 式 为 р,(А)". 
(3) 正则 射影 &:V->W, 是 x 的 多 项 式 . 
(4) 大 线性 变换 2 E x 可 交换 , 则 W; 也 是 8 的 不 变 子 空间 (1 志 i 志 s). 
ЖІ 在 定理 7.6 的 条 件 下 设 x 的 特征 多 项 式 为 
fQ) = p (А) р, (А) np, AOE, 


则 p, CA): E: o 的 特征 多 项 式 (i1 二 1,…,s), 且 

W,=kerp, (À) = Кегр; (А4) = {aE V |р, (0) а =0, ЕЗ k ROL). 

系 2 BRF Бп УЛЕА ЕЛ2 MA) = р, СА) р, (А), Е ЛИ, Ж 
РОА) = p Q)... р, (4) (pi(4)EF[L4j 为 首 一 不 可 约 , 互 异 ,d; 之 ri; 为 正 整 数 ). WI 

(1) # ЕЕ ESHE P 使 


A = P P+. 


A, 
其 中 A, 的 最 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 分 别 为 p; QA pA (11,6, 5). 
(2) 方 阵 


为 A 的 多 项 式 ( 这 里 的 分 块 与 (1) 中 分 块 一 致 ,n; = degp, (A 25: ). 
(3) #J BE B 与 A 可 交换 , 则 


B=P P~. 


B, 
其 中 分 块 与 (1) 中 一 致 ,B; ИУ n = дерр, (AD. 
RI jk F ЕЛ АЖЕ 上 相似 于 对 角形 方 阵 ( 即 存在 下 上 方 阵 P fE P-'AP 为 对 
和 角 阵 ) 的 充分 必要 条 件 为 A 的 最 小 多 项 式 m(4) 在 下 上 分 解 为 互 素 的 一 次 因子 之 积 : 
тА) = (АА). (4—А,), ЖФ А, ,,АЄЕ ЭЖ. 
е4 ШУБЕ En 维 线性 空间 , 若 其 线性 变换 六 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 分 
别 为 : 
РСА) = (А А) (А А,)%, 
mA) = (А – А) (A — A), 
ЖФ А, A.C F H.P ,d,2r,>0(1<:<s), Й) 
(1) V=W,G@°---GOW.. 
其 中 
W, = ker(À — А)" = (a € V | Q,I — spa = 0 对 某 正 整数 成立 ) 
称 为 “属于 4; 的 根子 空间 ”, 是 :x 的 不 变 子 空间 ,其 中 向 量 称 为 属于 的 根 向 量 . 
(2) = |w 的 特征 多 项 式 为 (4 一 4,)" ,最 小 多 项 式 为 (4 一 4,)". 
(3) 正则 射影 6: У ——W, 是 3 的 多 项 式 . 特别 若 3 是 与 .7 可 交换 的 线性 变换 , 则 
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W, 是 2 МУ 25 |а] (1 ;<s). 
# 5 若 域 下 上 的 2” 阶 方 阵 A ЖЕ 中 有 几 个 特征 根 ( 重 根 计 4), 则 有 方 阵 DD 和 NN 使 
А = р+ М, DN = ND, 
EF D {ЕЕ 上 相似 于 对 角形 方 阵 ,NN AREIA. 并 且 D 与 N 由 A 唯一 决定 且 均 为 A 
的 多 项 式 . 
定义 7.5 (1) 设 eEV, 则 FLjo=FLou RH a 生成 的 x 的 循环 子 空间 (这 是 含 a 
的 最 小 不 变 子 空间 ). (2) ЖУ rR AB E a] 使 FLXja 二 V, 则 称 V 是 循环 空间 , 称 a 是 V 的 
循环 向 量 . (3) # 
g(a = р( а = 0, 
ШЖК g(4) 为 a 的 零 化 或 化 零 多 项 式 ,a 的 化 零 多 项 式 中 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 称 为 a 的 
ЖЛ. 
ЕН 7.7 УЖЕГ En 维 线性 空间 ,x 是 V 的 线性 变换 . 固定 aEV, 记 a 生成 的 
循环 子 空间 为 
W = F| Ja = Е[А ja. 
(1) 行 oo 线性 无 关 , 而 a s Ha," s A a 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 0 的 су» 
Ө» Cisl 使 
sa 十 cr !a + ° + coa = 0, 
则 m, СА) А c, At + c Ac Є FLA]E a 的 最 小 零 化 子 . 
(2) W=F |а WHERO А = дерт, (А), Н a, Sa, Aa Б W 的 基 . 
(3) S = |w 在 上 述 基 下 的 方 阵 表示 为 m, Q) B) 2 ВЕ 
Ü — Co 
Aw = | , 
Ü 一 ce: 
l 一 Cl 
特别 知道 só, 的 最 小 多 项 式 mw ,特征 多 项 式 fw ,及 a 的 最 小 零 化 子 m。 三 者 相等 : 
mw = fw =m.. 
定义 7.6 RW ELSBETH, In] Et a AW 的 导 子 Cw 是 指使 g(sDaEW 的 
最 低 次 首 一 多 项 式 gA). 
定理 7. 8( 循 环 分 解 定理 ) 设 V RR F En 维 线性 空间 ,是 V 的 线性 变换 , 则 
(1) V=FL о. ФЕ о, , 
Дф У, = F[sf]a, Жа € V 生成 的 非 0 循环 子 空间 ,特别 м, = э], 的 最 小 多 项 式 m, = 
т. A) EEDA р, = fA), K a, 的 最 小 零 化 子 т, 一 m。(A) 三 者 相等 : 
т, = f, = m, (] < ¿< 0). 
(2) mi|mi-1(i 二 2,3,… ,7), 且 m4，… ,m, 由 SERERA ТЯ З). x 的 
最 小 多 项 式 为 mi ,特征 多 项 式 为 f Sme 
ЖІ УЖЕ Еп 维 线性 空间 V канва, 则 
(1) 存在 向 量 a € V 4 т, = m, Ва ЕЛ 24И m, (А) 等 于 d 的 最 小 多 项 式 
тА). 
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(2) V 是 循环 空间 (V 二 FL Yja) 当 且 仪 当 x 的 最 小 多 项 式 m 等 于 其 特征 多 项 式 S. 
(3) m| f B т 与 有 相同 的 不 可 约 因子 , 即 若 x 的 特征 多 项 式 分 解 为 


f = ph. ps. 
其 中 р-р, ЖЕ 上 不 可 约 多 项 式 , 互 异 , 则 的 最 小 多 项 式 为 
т = ру-ру, 


d,>r, 为 正 整 数 , 且 degp2 一 dim Кегр (16195). 

定理 7. 9( 方 阵 的 有 理 标 准 形 ) 对 域 上任 一 方 阵 A ,存在 着 下 上 可 北方 阵 Р 使 得 

В = РАР = diag(C(m,) ,-** ,C(m,)). 

HP COn) m, € FAJBA, Н m |m- G=2, r). m sam, H A 唯一 决定 ( 称 为 
A 的 不 变 因 子 ). 特别 知 A 的 最 小 多 项 式 为 mi ,特征 多 项 式 为 РОА) =m m, ОВЕ B ж 
为 A 的 有 理 标 准 形 ). 

系 1 议 4 是 域 下 上 的 2” 阶 等 零 方 阵 ( 即 对 某 正 整数 上 有 A* 王 0), 则 存在 下 上 可 道 
УВЕ Р 使 得 


1 Oj, 
H 有 ;之 kz 之 … 之 上,. 

定理 7. 10( 复 数 域 C 上 的 若 当 标准 分 解 ) 设 V 是 域 Ел 维 线性 空间 ,x 是 V 的 
线性 变换 .在 УТЕ Ер ЛТ ЖЕРШЕ СШ ИРК А) (例如 下 一 C 时 总 如 此 ) , 则 六 分 解 为 循环 
子 空间 的 直 和 

V = W, Ф W, 0 OW.. 
其 中 任 一 W;( 记 为 W) 有 如 下 性 质 ; д = sZ |w 的 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 相等 ,为 
(4 一 c)”, 且 存在 a 满足 a 二 ai (À—c)ai аз з s , (À с) a =а,,(А—с)*@, 二 0, 亦 即 
soil = са) Ta, Жз = саз + ass арау = Cari Har s, Sar = ca. 

ТЕ Ж a... a F S 的 方 阵 表 示 为 J(D)CH Z cska 均 随 i 不 同 而 可 能 不 同 ). 其 中 


J, Cc) = 
| 1 c 
这 种 方 阵 称 为 若 当 块 .如 上 的 序列 о, a, 称 为 一 个 “车 当 链 ” 
系 区 复方 阵 者 当 标 准 形 ) ВЕЕ En EEA EF EAn AHERE HA) 
(例如 ЕСЕ), ШЕЕ 已 上 可 逆 方 阵 己 使 


Л 
РАР = 


| Ј, 
其 中 J; 为 看 当 块 ‚Н J; 由 A 唯一 决定 (不 计 次 序 )(1==1,…. ,zt). 
定理 7. 11( 一 般 域 上 (广义 ) 若 当 标 准 形 定 理 ) É V ER F E n ARESE, AEV 
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的 线性 变换 , 则 V 分 解 为 循环 子 空 间 的 直 和 : 
V = W, Ф ---  W,, 
记 W 为 任 一 W;(i 二 1,… ,1), 则 эб, = |w 的 极 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 均 形 如 p(X4)*， 


PWR F Ee 次 不 可 约 多 项 式 . HFE a € W 满足 
a =a sa = az, Á a = azs, A la = as; 
pla Sanmi Sfp( а = a+: ÁI pH) = aas HA pA a = az; 
pH'a E Aeh „ADLA a 一 а(4—1) +2 s °° ° рс) a 
Жа, = а == соо + суа; + ** + cca, Бада з 
Aaz = pa = саһ | саа + * F Cra + аз, 


— (Ak. 


Áa re =A pA a — С6@‹5—1)е+-1 十 … + c jak. 
а F + Z| w 的 方 阵 表 示 形 如 
ССр) 1 
° 0 
;其 中 E = K , 


使 在 基 al ,… 
J(p 002) = 
E СФ) 


ССр рО) ЮЖ EE. 
系 1( 方 阵 广义 若 当 标准 形 定 理 ) ”对 域 下 上任 一 方 阵 A, 存 在 下 上 方 阵 P, 使 


ы 


par = | . 
J, 


其 中 J, 为 形 如 和 定理 中 的 广义 若 当 块 . 且 J, HAERERE ASS). 
系 2 实数 域 R 上 和 若 当 标准 形 定 理 ) 对 实数 域 R 上 任意 方 阵 A, 存 在 着 实 可 北方 阵 


P ## 
| Л 
P`? AP = , 
J, 
Жн J, 为 形 如 定理 7. 10 中 的 若 当 块 ,或 为 如 下 形式 : 
| оор Í 
l с, : 
ы. ТӨКТҮ 
:1 Cl 
тте ҮТЕ бышыш. 
1 Сү 


这 里 сі Асо <0,су ‚с C R. 
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定义 7.7 元 素 属 于 多 项 式 形式 环 FLAj 的 矩阵 称 为 А-Б Е. 

引 理 7.2 Ж АСИ EFELER BOE AGO BO) = ВКА) АА) = І, ЖЕТ 
ВАЖКУ АХА ВЭ . WA ВА) = AQ) ') 的 充分 必要 条 件 为 detAQ) € F” 为 非 0 常数 . 

定义 7.8 -和 矩阵 4(GA) 与 BC) 相抵 (或 等 价 ) 是 指 存在 可 逆 和 六 方 阵 已 4) 和 QGA) 使 得 

BQ) = PQ)A(Q) QA). 

定理 7.12 矿 上 方 阵 A 与 B 在 FF 上 相似 当 且 仅 当 A1 一 A 与 41 一 B 在 FLAj] 上 相抵 . 

定义 7.9 初等 入 方 阵 是 由 单位 方 阵 经 以 下 行 变 换 得 到 的 方 阵 ; 

(1) 交换 单位 方 阵 了 的 两 行 ; 

(2) 把 单位 方 了 泗 了 的 茶 行 乘 以 一 非 0 常数 cE F; 

(3) 把 I 的 一 行 习 以 多 项 式 g (4) 加 到 男 一 行 上 去 . 

易 知 初等 太 方 阵 左 乘 于 A(A) 相 当 对 AQ) 做 初等 行 变换 . 

定理 7.13 (矩阵 相抵 标准 形 ) 设 AGA) 为 做 抢 阵 , 则 存在 可 逆 2-5 B£ P Q) # ОСА) 
使 得 

d, Q.) 


d, Q) 
BA) = PWA) = » 


0 
其 中 a, Aldadi А) ЉТ 20 (151,066, (dj (А), а, АЖ АСА) В) 273 H 
子 组 . BG) 也 称 为 АХ 0 Smith 标准 形 . ) 
#1 БАСА) ЮА НЕЕ, ШТЕТЕ HEP (А), PA), QA), Q СА) 
d, <А) 


d, Q) 
Р, СА) Р, QOACAQ (А) eQ A) = » 


其 中 di (А) 14,6, (А) (11,66,10) ,а, Q). d. QM £H z. 

系 2 和- 方 阵 4G) 可 逆 当 且 仅 当 AGA) 为 初等 4 一 方 阵 之 积 . 

定义 7.10 X- 和 矩阵 A(W) 的 所 有 上 & 阶 非 0 子 行列 式 的 首 一 最 大 公 因 子 D, RAHAA) 
的 & 阶 行列 式 因子 . D, ,… D, 称 为 其 行列 式 因 子 组 . 

引 理 7.3 初等 变换 不 改变 宁 矩 阵 的 各 阶 行列 式 因 子 . 

定理 7,14 ER AOS BA) 相抵 当 且 仅 当 二 者 的 行列 式 因 子 组 相同 ,或 者 不 变 
因子 组 相同 . 

ЕУ 7.11 设 域 下 上 人- 和 矩阵 4(A) 的 不 等 于 1 的 不 变 因 子 为 di A), d. (А), 
(di A ldi A) ,i 二 1,…,r 一 1). 并 设 在 下 上 因子 分 解 为 

di СА) = р, An p, QQ) "p. QD , 
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зоа ë š š 


d, QA) = p (A) р, CAN «р, (4), 
其 中 р) FEEFEE А а 2 £ 85k, k; ЕНА ki Аср OGS1, r; 
j 王 1,… ,si). АЖА р РА 
PMS G = 1,+з,ю;у = 1,8,5), 
称 为 A(X) 的 在 下 上 的 初等 因子 组 (注意 相同 者 均 重 复 计 入 ;1 不计 入 ). 
引 理 7.4 FCA AWKE r, M A(2) 的 不 变 因子 组 与 其 初等 因子 组 互相 决定 . 


Е (À) 


引 理 7.5 Ж AQ)= [ А, (А А, (А Е EE, ДЈ ДСА) 


А, (А) 
的 初等 因子 组 为 Ai (АЖ A:() 的 初等 因子 组 的 合并 ( 重 因子 计 人 ). 

ЖІ 下 上 nn KAEA 与 B 相似 

с=з AI—A j AI—B 相抵 ; 

© A1 一 A 与 41 一 B 的 不 变 因 子 组 相同 ; 

= X41 一 A 与 41 一 B 的 行列 式 因 子 组 相同 ，; 

Ө А1—А 与 和 1 一 B 的 初等 因子 组 相同 . 

定义 7.12 А-А 的 不 变 因 子 .行列 式 因 子 .初等 因子 分 别称 为 A 的 不 变 因 子 .行列 
AAT .初等 因子 (因子 1 常 不 计 入 ). 

定理 7.15 ТЕР FEA 的 不 变 因子 为 d1(4),…,d,(4), 在 下 上 的 初等 因子 为 
p QD... ,p(X)%:( 重 者 也 计 入 ), 则 A 在 下 上 相似 于 以 下 三 种 方 阵 C,G,J (分 别称 为 第 
一 ,二 ,三 种 相似 标准 形 ): 


Са} ) 
C 一 (有 理 标 准 形 ); 
C(d, ) 
С(рп ) 
s= | ES (初等 因子 友 阵 形 ); 
| C(ph) 
J( pu) | 
J = Ë | СЕ EEEE); 
J (pr: ) 


其 中 Cl(g) 表 示 g(4) 的 友 阵 ,而 J(p*) 形 如 定理 7. 11 中 为 kdegp 阶 方 阵 ( 称 为 广义 车 当 
块 ) ,特别 ,当下 =C 为 复数 域 时 ,p;(4)= 二 4 一 ci 为 一 次 ,J 太 ) 为 若 当 块 ,为 若 当 标准 形 . 

ЖІ ERF En 阶 方 阵 在 FF 中 有 nn 个 特征 根 ( 重 根 计 )( 特 别 下 =C 时 总 有 这 种 情 
形 ), 则 A # F 上 相似 于 车 当 标 准 形 


Ja Q.) | À: 
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*2 方 阵 A 与 其 转 置 A 相似 . 

系 3 ЖЕЕ КУША 和 B 在 扩 域 EE( 必 F) 上 相似 , 则 必 在 下 上 相似 . 特别 两 实 方 阵 
A 和 B 车 在 复数 域 C 上 相似 , 则 必 在 实数 域 R 上 相似 . 

系 4 BVEÆRF Ел 维 线性 空间 ,x 是 其 线性 变换 , 则 存在 V RÆ aoa, Æ A 
的 方 阵 表 示 为 C; 存 在 V ВУ р; setta Pa 使 的 方 阵 表示 为 G; FE V 的 基 1 ,… Yn 使 Á 
的 方 阵 表示 为 J(C,G,J 如 定理 15). 

*5 设 A4 为 方 阵 ,MT 一 A 的 不 变 因 子 组 为 1, .1,d A) d Q)(d Q)|d A), 
i=l; ,r—1). Ф m (А), m, (А) A 的 (循环 分 解 ) 有 理 标准 形 决 定 的 “不 变 因子 ”, 则 
а, (А) = т (A) d, ADEMA), d, (А) =m (А). 特别 4„О) Ж A 的 极 小 多 项 式 . 

系 6 设 A 为 n 阶 复方 阵 , 则 A 在 复数 域 上 相似 于 对 和 角 阵 (或 称 可 对 角 化 ) 

Ө À 有 nn 个 线性 无 关 的 ( 复 ) 特 征 问 量 ， 

S A 在 复数 域 上 初等 因子 均 为 一 次 ， 

© A 的 不 变 因子 均 无 重 根 ; 

> A 的 极 小 多 项 式 无 重 根 ， 

ScI 一 A 与 (cI 一 A)° 的 秩 相 同 ( 对 任意 E0); 

> А 的 特征 多 项 式 无 重 根 ( 即 A 有 个 不 同 的 特征 值 ). 

定义 7.13 F FEE A 称 为 半 单 的 ,如 果 其 极 小 多 项 式 为 下 上 互 异 不 可 约 多 项 式 的 
积 . 方 阵 表示 能 为 半 单 方 阵 的 线性 变换 称 为 半 单 变换 . 

引 理 7.6 设 方 阵 A ЮЛ 201-0 55 т (А) = (А-А) e AA), 068—8 5 
(b; |1<i<r, OSJ Sk: 1), P fffE# К f(4) 使 得 

b, = +Q) (1<4<у,0<)< 5—1), 
Н. # EBR degf(4) 二 degm(4), 则 此 多 项 式 FA) 是 唯一 的 ( 称 为 Lagrange-Sylvester 插值 
多 项 式 ). 

定理 7.16 БЕРУ A=PJP '=Pdiag(]1,…,J,)P i!, 其 中 ,=AI 十 NN, A k; и 

ач. ША 的 多 项 式 全 体 恰 为 所 有 方 阵 B= Pdiag(Bi,…,B,)P ,其 中 


bio 
k. bn А 
В, = > b; N1 -一 b; КА °... (b; Є C), 
1=0 . . А . 


bz ba bo 
H 4 A =, НЮ b; =b; (对 所 有 可 能 i,k,7). 3: Б, B= СА), Д) b, =+ (А;). 


ЕУ 7.14 设 复方 阵 A 的 最 小 多 项 式 为 产 (A) 一 (1 一 人) e aAa) ЖЖ ЗЕР) 
数值 函数 A(4) 使 得 数组 ( 称 为 fO UT А 的 谱 值 组 ) 
(fo GQ.) |1< ;<r,0=< ;< k, —1) 
存在 , 则 称 f(A) 有 意义 (或 f(4) 在 A 有 定义 ). 此 时 有 唯一 的 次 数 小 于 deg m (Q ) BJ ЖШ 
式 g(4) 使 得 
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FP Q.) = g” Q) (1 < т< 7, OSK Jj < —1), 
于 是 定义 fO UT AWRA fA) =g). AORA ХАХА 的 代表 多 项 式 . 
定理 7.17 REDE A 的 车 当 标 准 形 为 , 即 A= PJP = Pdiag(J1,*…,J,)P ', 
其 中 


Ji = Xl + N, = .` . 
1 A; 
那么 与 A 可 交换 的 方 阵 恰 为 所 有 可 能 方 阵 B= PB, P 1 = P(B) P 1, Jt rh B,= (B, ) Ж 
与 J 相应 分 块 的 方 阵 且 
B -人 当 À, Z À; 
”下 三 角 分 层 矩 阵 ， MA = 2. 
下 三 角 分 层 和 矩阵 是 指 形 如 下 的 矩阵 


О 0 
b 0 0 i 
b ` ° 
N | 或 |b, 
. y 
b, b b DO 0 | . 
b, b b, 


系 1 JEEA 相似 于 某 多 项 式 的 友 阵 的 充分 必要 条 件 是 与 A 可 交换 的 方 阵 都 是 A 
的 多 项 式 . 又 设 % 为 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 V 是 x 的 循环 空间 的 充 要 条 件 是 与 о ҘЕ 
法 可 交换 的 V 的 线性 变换 都 是 x 的 多 项 式 . 

定理 7.18 ИФА) УЉА 可 交换 的 方 阵 全 体 . 则 8(《(A)) 为 A 的 多 项 式 集 . 
也 就 是 说 ,者 M 与 所 有 和 A 可 交换 的 方 阵 B 均 ( 乘 法 ) 可 交换 , 则 M 只 能 是 A 的 多 项 式 . 

系 1 若 方 阵 A АЙ, ШАТ E. A 的 多 项 式 . 

引 理 7.7 RV 是 域 Ел 维 线性 空间 ,x 是 其 线性 变换 ,在 基 el ，… ,e, 下 的 方 阵 表 


x” А — (a; ) W ®; = №, — Yast;, (1 << л), Вр 
i=) 


(U stts Un) = (i, t D AI — А), 
则 v4 ,… ,wv Z K = Ккего ЖЕ РГАЈ ЕЖ RT. 
(W H hotest, 是 不 定 元 ,V = ЕГА] OF[A Ju, Ф. OF[ [A J; = {e (А) А + * + 
a,Q t, |a (А), "а, Q EFA] ERMA ga) E ЕГА] о=а (А) Heta, Atn € V, 的 


作用 为 : gv = gQ) Уа, (А) = > (gQ a (At .映射 
Ф: V, — V, 
У\а, (А), — Уа, (А). ) 


ЖЕ 7.19 设 V 为 域 F En REZ H, s ДИ. FE 38 6 , ШИ 
e 205 ° 


V = ЕГ], Ф Ф Еа, 2 Е #]/ m.) © ++; © F[ /(т,), 
其 中 a; EV 的 最 小 化 零 多 项 式 为 m;( 即 化 零 理 想 为 (72;)) m [miti ,1 二 1,…,r 一 1. 
定义 7.15 设 R 为 含 1 交换 环 ,V 是 Abel #, H R 的 元 素 与 V 的 元 素 有 数 乘 定义 
(EIAS RX V —>=>V,(r,) mro) M E.: r(% Fu) = r(G Бао), (т +; )u—= r, + 
r (rir; )u== (то) , luv= v. MERK V X R- 模 . 


7.2 解 题 方 法 介绍 


7.2.1 求 特 定 余 式 的 多 项 式 的 方法 


由 孙子 定理 得 到 : БЯ о, Q) ,т, (4), 求 最 低 次 数 的 多 项 式 ARA), ERORA m Q) 
т, (А), И m, Q r; (4) 的 方法 . 其 步骤 为 : C) MRH MRAR uA), o Q) 
ulam: (А) БСА) т, СА) =1; (2) r, и(А)т, AD) 十 rm) (AD ЕД za (A) = mi (А) т, (4) 得 
到 的 余 式 即 为 ҺОЛ). 
例如 ,1.4 节 中 1. 题 ,mi 二 (X 一 ])? oz 一 (X 一 2)3 ,rn 二 2X,r, 二 3X; 
ит; 十 оті =— (3Х — 2)X( X — 2) + 3X? — 14X + 17) XX — 132: =], 
f( X) =— 2 Хит, + 3 Хот, (mod mim ) 
=— 2 (X — 2)? (4X — 3) + 12X’? — 91X +72)(X — 1)? 
=4Х* 一 27X? + 66X? — 65X + 24. 


7.2.2 RAE A 的 最 小 多 项 式 的 方法 


1. 用 特征 多 项 式 是 零 化 多 项 式 , 重 因子 部 分 降 才 看 是 否 为 化 零 多 项 式 , 找 笑 次 最 低 
者 . 即 若 特征 多 项 式 РА (А) = (АА) ASA) e ASA Ar А, BR Mma (А) = Q 
Д) e ASA) ,其 中 Kd; Sn (151, ,5s),d; 是 Jordan 标准 形 中 相对 特征 值 4; 的 
最 大 Jordan 块 的 阶 数 . 所 以 ,(1》 当 方 阵 阶 数 较 低 ,或 п, 较 小 时 直接 验算 即 可 得 次 数 最 低 
的 零 化 多 项 式 ;(2) 可 通过 计算 相对 于 各 特征 值 的 最 大 Jordan 块 的 阶 数 来 定 出 d. 这 只 
需要 求 PAQ), KIROTA) 的 秩 . 


m-l] т] 
2. 用 “各 I. A, A’ 4” 线性 无 六 ,而 A” = > Í A: ‚ ДІ) m (À ) = A” 一 > ca’ 为 A 
k=0 k=0 


的 最 小 多 项 式 ”. 
1 


3. 用 对 (QI 一 和 A) 做 初等 变换 化 为 d. Q) , 


d, (A) 
FH. 4; (À) | 4+ (А) 1—1, r ] ‚ ДІ) m(4) 二 qd,(4) 是 最 小 多 项 式 . 
4. 磊 方 阵 为 友 阵 型 , 则 PA (A) 二 m(X)( 即 特征 多 项 式 就 是 极 小 多 项 式 ). 设 
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1 
A = , 
0 — Cee 
1 — Cei 
则 | mA) = Р, (А) =А сь тА 1! 十 … 十 cA 十 co. 


7.2.3 求 含 回 量 a 的 (的 ) 最 小 不 变 子 空间 W 的 方法 


Ea баз", 0 a 线性 无 关 , 而 Ata 可 由 a Aar ITa 线性 表 出 , 则 
W = Lla, Sa, HA" la), 
LE s fE V PREE esen 下 的 方 阵 表 示 为 A ,a 在 此 基 下 的 坐标 记 为 x, 则 
(а, Aast a) = (gr vt 8, (z Ar, Ar T). 
故 知 W=L( Cle stt sE) (rT, Ar, ,A 'zx)). 
例子 见 补 充 题 1. 


7.2.4 XK Jordan ЖАГ) ВЕ Р 的 方法 (一 ) 


1. 求 A 的 特征 多 项 式 
ДОУ = А-А)" A А)", > n = пд, É А, 
故 
А ~ diagiJ, Qi) Jan (4)} = J. 

A 有 ;个 不 同 的 特征 值 , 所 以 三 的 准 对 角 线 上 是 ; 块 , 而 每 块 的 阶 数 = 特 征 值 的 代数 
重 数 . 

2. (1) R Ja ADP Jordan 块 的 个 数 z, 

| ti 二 属于 特征 值 4; 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 

一 dmy = п (À — АГ). 
(2) 计算 每 个 Jordan 块 的 阶 数 ,记忆 H k Bt Jordan 块 的 个 数 , 则 
d, = [r(A—A I) — r(A — AIt] СА = А) — r(A—.A1) 11]. 


>ЪЁ ЖИТ 27 >& 阶 块 的 个 数 
这 个 公式 不 要 死记 人 硬 背 ,要 理解 它 : 对 于 上 ET Jordan ШЫ 
А; 
1 
№, — s 
I À; 


(N, АТ) 的 秩 随 1 每 增加 1 而 减少 1, CN, AD = 0, B `4 г> 时 其 秩 不 变 . 即 每 个 & 
Kr ER XT 
r(J— àD) ' —r(J — àI) 
的 贡献 是 1, 而 对 С AD ЕС AD улт. 男 外 ,对 于 阶 数 比 较 低 的 方 阵 , 它 的 
Jordan 标准 形 只 有 仪 由 r(J 一 4,1) (= 二 =r(A 一 4.1)) 就 可 确定 的 几 种 形式 (再 由 г — A.I ° 
就 可 排除 其 他 而 得 一 种 ) ,那么 也 不 必 非 用 此 公式 去 算 . 总 之 要 多 动脑 筋 才 能 巧 . 
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3. 写 出 А 的 Jordan 标准 形 . 

4. 求 可 逆 阵 P. g P= (zi stss) KJ RA Jordan RE k Й, Д] zi …， 
хь 满足 

(A—A Әх, = 0, (А А, хр = zs, (A А Dari = т», 

故 先 求 特 征 回 量 >, ,再 逐个 求 广义 特征 向 量 . 这 里 要 注意 : 当 dimV, 之 2 时 要 适当 选取 特 
征 子 至 间 的 基 回 量 以 使 接 下 来 的 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 . 

Tist 也 可 以 这 样 选 取 : УЕЛ Є Кег(А — А.е)“, ВТЕ АГИ ЗЕЕ У 25 [8] 
中 选取 一 个 向 量 z ,由 它 循环 生成 此 循环 子 空间 ， 

Xis (A — ài Dai s (А А РӘ, 

这 里 要 注意 ,不 是 每 个 a€ ker(A 一 i.1)* 都 有 资格 做 zl 的 ,也 要 选 得 巧 才 好 (实际 上 是 
a€ ker(A—A DE а Є Кег(А — А, D F47). 例子 见 63 En. 


7.2.5 Ж Jordan 标准 形 方 法 (二 ) 用 人 -矩阵 方法 


1. 先 求 初 等 因子 组 ,有 以 下 三 个 路 径 ; 
(1) 求 不 变 因 子 , 找 可 道 夺 矩阵 P A, QQ) ,使 


P I— A = ; 
СА) Q ) QA) ИУ 


d, (À) 
其 中 di;|4di+1;i 二 1,…,r 一 1. 因 式 分 解 4;(4) 得 初等 因子 组 . 
(2) 找 PQ) ,QQ) 使 
gı Q) 


PWI — AQA) = ` 


gn Q) 

分 解 g;(4) 得 初等 因子 组 . 

(3) 计算 QI 一 A) 的 行列 式 因 子 D, ,…,D, 一 > 求 出 A 的 不 等 于 1 的 不 变 因子 
di ssd, эЛ а, 得 初等 因子 组 . | 

2. 由 初等 因子 组 写 出 A 的 Jordan REE. (车 要 求 有 理 标 准 形 , 初 等 因子 友 阵 形 也 
一 样 . ) 

3. kK PP 的 方法 有 两 种 : 

(1) 由 (Bs 局 ) 二 (aryar)P (4), 找 忆 使 (8B,…,B,) 二 (qi ,…,a,)P, 这 里 A,J 
分 别 看 成 线性 变换 sEV Easa 和 PB ,…,B, 下 的 方 阵 表示 . 记 P (4) = (g, Q)) 
则 

B, = gu Aa go (Фа + + gy Aan ј = 1,2,.,n. 
(2) 同 ( 一 ) 解 根子 空间 找 Jordan $. 
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7.3 习题 与 解答 


"1. Жж r È 
Е х==1(тоа 4) 
(1) *= 3 mod 8) ; (2) | 5). 
ZX 三 7 (mod 81) z=3(mod 9) 
# d) HÆR usu: 使 uw，81 十 wu。。，8 二 1, 因 为 81 一 80==1, 所 以 刀 = 二 1,ws 二 一 10. 
于 是 得 


X=3Xu X 81 + 7 Хи, X 80 = 243 — 560 =— 317 = 331 (mod 81 X 8). 

(2) Ж u suz ,us 使 得 и, Х45 Би, X36 十 us х 20=1, ЛЕ л, E t X45 十 1 X 
36=9,3 9 2 г, = 1,1, = —1 即 可 .再 由 S (45 — 36) + 5, X20=1 知 S, =9,5, = — 4, 
于 是 有 

9 X 45—9X36— 4X20 = 1, Ga = 9,и, =— 9,из =— 4) 
所 以 x=1X9X45+2X(—9)XxX36+3Xx(—4)X20 (mod 180) 
=— 243 — 240 =— 483 = 57 (mod 180). 
“2. 分 解 Z/180Z=Z е, 92 е, DZ ез, Z е\2®7,/47.,7, е; 22Z/57Z,,Z ез 2=7,/97,, + 
把 任 一 z€ 7/1807, 表 为 z=x, Hr: +x;,z, C€ Z e, , ЁЁ i e Ж х. 

解 Ш1ЖҖ(2)Ше,=9Х45,е,=—9Х36,е,=—4Х20, е, =45,е, =36, e, =100. 

所 以 有 Z/180Z=Z 45027, 36021002=7/42027,/5207,/97, Xe, +e, +e, =45 +36 + 
100=1,Ңе =e; se; * е; =0,G=;). Ж хЄ Z/180Z,# 

z = b, 45 + b; 36 + b, 100 = x, + x + z; 
If] b;= x e; s Pr Ú) x; =b; е = zx e= ке = =e;, 
故 х =<zx45,z;= T36, x = x100. 


3. 求 下 列 方 阵 的 最 小 多 项 式 ， 


1 1 0 0 

о —6 —6 1 —1 
0 — 1 —1 — 1 0 0 
— 1 4 2|;|2 2 —1|; ; . 
0 一 2 一 2 2 1 

3 一 0 一 (4 2 0 
1—1 0 


解 DO 用 不 变 因 子 组 来 求 . ( 记 已 知 方 阵 为 A) 


А — Š 6 6 1 0 0 

(АГ А) =! 1 А — 4 = |. 0 А +9А —– 14 a-d- 
— 3 6 А+ 4 0 З(А — 2) А — 2 
1 0 0 1 0 0 
0 (A—1) (A — 2) 0 - : A—2 0 | 
0 0 人 一 < 0 0 Q — 1) (Q — 2) 


因此 得 最 小 多 项 式 为 mM) 二 (4 一 1)Q 一 2). 
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(2) Р, (д) = деа А) = (А1) GQ 2), їй Q — 1) (4 一 2) 不 是 化 零 多 项 式 , 所 以 
тА) = (А1) (4—2). 
(3) 因为 LA 线性 无 关 , 而 А2 = — І, Вр А? + 1=0, 0 т(А) =А +1. 
(4) PAQ)=detQQI— А) = А? (А — 1), 948 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


А? = , 
—3 一 3 3 2 
2 2 —2 —1 
0 1 О 07 -1 —2 0 0 
др. — 2 О 0 _ 2 3 O 0 | 
—2 —2 1 1 1 1 0 0 
] 1—1 —1 О 0 0 0 


显 见 A(A 一 也 天 0,A(A 一 万 2 天 0( 即 对 (一 1) 与 0GA 一 1) 均 不 是 化 零 多 项 式 , 此 时 当然 
A(A 一 了 ) 关 0) 所 以 最 小 多 项 式 mQ =P Q SXR Q 15. 
4. 求 方 阵 A 的 最 小 多 项 式 和 相似 标准 形 . 


о 1 0 1 
1 O 1 O 
A = 
0 1 0 1 
1 O 1 0 
解 由 
1 O 1 0 2 0 2 
0 1 O 1 2 0 2 0 
A = 2 ‚ А? = 2 一 4А, 

1 O 1 0 02 0 2 
O 1 O 1 0 2 0 


所 以 бА) =A ДА = А(А+2) (А — 2). 
又 因为 Tr(4) 王 2, 所 以 A 相 似 于 diag{(0,0,2, 一 2}) ,此 为 Jordan 标准 形 . 

也 可 以 写 为 有 理 标 准 形 (不 变 因 子 友 阵 形 ), 因 为 这 里 d, (А) =m (Q) = A (A +2) 
(4—2) ,ds (А) =А, 4, GO) 一 1 所 以 A 相 似 于 


= = = f = x= = m= + == == === = 


5. IX AR n EREZZE V ВА yE Fi Ж Н IE 56 k IE 0 则 sZ" =0. 

证 由 Wr 二 Xx 得 dtr =i, AAA A=, m Xx 关 0, 所 以 洲 二 0 一 A 二 0, 即 Z BJ kk 
征 值 均 为 0, 于 是 知 x 的 特征 多 项 式 为 Py) 二 A" ,其 是 x 的 化 零 多 项 式 , 所 以 "二 0. 
(或 由 4 二 0, 知 存在 V 的 基 , 使 x 的 方 阵 表 示 为 上 三 角 阵 且 对 角 线 上 元 素 均 为 0, 记 为 A, 
w A" 二 0, 所 以 X" =0,. ) 
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6. 找 一 个 3 阶 方 阵 A ,其 最 小 多 项 式 为 工 . 
E R-S r 的 二 阶 友 阵 再 加 一 块 , В 

О 

0 0 
1 0 
CRA moO Sr R А? 一 0, 所 以 特征 值 为 0 且 最 大 符 当 块 为 二 阶 的 , 立 得 . 由 此 易 知 形 如 


0 0 
1 0 


(其 中 为 任 可 道 阵 ) 的 方 阵 均 满足 要 求 . 
7. W V 是 次 数 不 超 过 的 R 上 多 项 式 全 体 ,9 是 V 上 “ 求 导 ” 变 换 , 求 9 的 最 小 多 
Ж HU V 的 基 1,x,…,zx", 则 9 在 此 基 上 的 方 阵 表 示 为 
1 


* 


P 或 P 0 1 | P” 


0 0 


ОЈ, 
РТИ Е 20015030] А, Е Алп, D: 560, ЕЛ 25200150 mA А". 
8. 设 ALA R°? ЕЮ. (х, у) F =(x,0)7., Ё x 的 最 小 多 项 式 . 


] 0 
m 因为 在 基 (1,0)",(0,1)7 上 的 方 阵 表示 为 A 一 | 。 ,| ,满足 A* 一 A, 所 以 最 


小 多 项 式 为 m(X) = 二 和 一. | 

9. + V RER F E n 阶 方 阵 全 体 所 成 空间 ,A 为 其 中 一 固定 方 阵 .V 的 线性 变换 了 由 
下 式 定 义 : 7.B) 二 AB, 证 明了 7 与 A 的 极 小 多 项 式 相同 . 

Ш 设 A=(asy),m(4) 为 A 的 极 小 多 项 式 . 由 6.3 节 28 题 知 线 性 变换 了 在 基 E, (只 
(7 位 元 素 为 1, 其 他 元 素 为 0 WHE, i j=l, m EDERRA T= (la; yx | 


& Ё 
т\з) = > cA! Д] 2 (A) = > A! = 0,23 A' = (d,) Њ,Т = (d; I) ,BT l m( T) = 
1=0 7 一 0 


>a T: = 0. 

10. 设 A,B 为 域 En 阶 方 阵 ,我 们 已 经 知道 AB 和 BA 的 特征 多 项 式 相 同 . 它们 
的 最 小 多 项 式 是 否 相 同 ? | 

解 Pas (4) 二 det(41 一 AB) 二 det(4I 一 BA)== Ps (А) ,但 AB 和 BA 的 极 小 多 项 式 不 

Го 07. г ОТ, гоо 0 0] ú ú 

一 定 相同 . 如 A 一 | ， ыр JAB Ë L. ,|=AB, Pa (4) = P Q) = 
д“ ‚ЭШ MAB (А) = A , IN ВА (А) =À. 

11. 设 A E КОЕЛУ, ТЕНКА ТАЈ ВЕЗЕ `S 


6 —3 —2 
4 —1 —2 
10 —5 —3 
把 УЙ P JN jis К m(z)= р (z) p. (z), p: 是 R 上 首 一 不 可 约 多 项 式 , 记 W, = 
кегр,, W, ЖП W, 的 基 , 求 < = | 的 方 阵 表示 . 
R ВЕ PAQ) Q—2) (А БЎДСИ, Pr, оС) = (Q — 2) Q +1). 
W, = ker(A—2D = {x € R° | (A—2D=< = 0). 
Ж (А — 21) х =0,49 zu = (1,0,2), И W. = (21), A 的 方 阵 表 示 为 2( 一 阶 方 阵 ). 
W, = ker(Z2+- 1) = {xz € В? | (А? + Dz = 0), 
Ж (А-1) z=0,88 т = (0,0,1)", p = (1,1,0)!1, MJ W=). EAR п, 为 Wi 的 


— D 
基 , 则 м 的 方 阵 表示 为 | “。 。|, 此 时 Re =W Фу») Ж {ПЖ < 的 方 阵 表示 为 友 隆 


A = 


3 


al PLE 1 十 1 的 友 阵 , 则 z, z, 不 能 为 W, 中 任 两 线性 无 关 的 向 量 ,还 需 满足 


Ас; = Tz, Az; =— T2, 
L 0 —] 
取 zz 一 (0;0, 一 1) ,得 Z3 一 (2,2,3) . 则 Ay ТЕ T2 9 T3 上 的 方 阵 表示 为 | ， 


(ж, sX + T3 ) ‚ ЇЙЇ 


РАР = КЕ | 
: 1 0 


12. йб AH R°” 的 线性 变换 ,在 目 然 基 下 方 阵 表示 为 


1 —1 
a= 2 —1 
2 0 


证 明 Z= + NRP 2 J R ЕЕЕ, NV E ЕЛ, Н 2. = ЛЮ, 9 
和 .在 目 然 基 下 的 方 阵 表示 . 

解 方法 1 Р, (А) = де (А-А) = (А— 1) (А — 2) , И А, =1,А, = А, =2,# 
(А – 22=0,19 х = (1,0,2)'; А = 2, (А — 21) х= 0,19 z; = (1,1,2)1, = H 
(А 21) х = х, ,得 т, = (0,0, —1)'. WE P= (х, х.т), Вр 


0 1 l 一 1 0 
P = 0 0 9 = | 0 sl 
—1 2 0 1 O 
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则 


] | 0 
a =r] 2 а 0 > 
2 1 0 


1 1 O 2 0 一 | 
一 0 2 01+ 12 0 —1 = D+ мМ. 
一 2 2 2 4 0 一 “< 


故 Á= 9 + N, Ж От АЖЖ F BJ 5 #л Л D, 即 把 El > Є2 9，E3 ar p) ek A el — 2E3 , 
sl 十 2e: + 23,2: ;在 自然 基 el ,es ,es 下 的 方 阵 表 示 为 N, 即 有 Ле = 2e, + 2e: + 4e, Ne: 


=Q, Nez, = e е — ez. X 
0 О 1 
o [=el | | 
1 0 1 0 2 


所 以 DN= №, 
(显然 有 P 1DP= 二 diag(1,2,2} ,所 以 9 可 对 角 化 ;而 М =0, к ЛУ Лр.) 
方法 2 РА) = (А1) (4—2), А =1,А А; =2. 
W, = ker(Z— 1) = Е(1,0,2)", 
W, = ker(Z— 2)? = {xz € R°” | (A — 20е = 0) = R(1,1 ,0) + В(0,0,1)°, 


1 
ow =p] 2 Р = ND, 
2 


8 


则 


1: 1 0 
: 4 0 2 4 —2 
2 —1 


所 以 i 2 
2 4 一 2 


13. 设 V Èn 维 复线 性 空间 , 设 x 是 V 的 线性 变换 ,9 是 汉 的 可 对 角 化 部 分 ( 见 定理 
7.6 Ж 5). 证 明 ; 对 任意 多 项 式 g(X)ECLXj],g( 虽 的 可 对 角 化 部 分 为 200). 

解 方法 1 s fE V 的 某 组 基 下 的 方 阵 表示 为 A ,因为 在 复线 性 空间 中 总 存在 站 
的 基 使 以 的 方 阵 表示 为 Jordan 标准 形 , 类 似 12 题 得 s= 9 + Л, Вр А= ртм, + DH 
似 于 对 角 阵 ,而 N Ж = Л. 


k k 
eX) Є СГХ], 8 g(X) = X'a,X!,g(A) = g(D + N) = X a(D++ NY = 
i=l 


i=] 


P +P Р = D+ N. 


k | 
>a, (D: рт" мъ ODON? +. +ONDNT + №). 


{= 1 


Ё k { 
所 以 g(A) = Da D: + Уа }уСР^!М! = g(D) + M. 
[= 1 {= 1 i=] , 


而 M JE3E =E B (E ЫЯШ. gz (sD 的 可 对 角 部 分 为 gC9). (事实 上 ,AM 中 的 每 一 项 
ОМЖ, НУ DN 一 ND, 所 以 (DN)" 二 D*N"= 二 0.) 
方法 2 上 述 结论 可 由 Jordan 标准 形 直观 得 出 ; HATE P i 


J Q.) 
А =PJP`' = Р +. Р! 
J, Q.) 
A I, J: 

= P Р +P p = р + N. 

A.I J. 

其 中 
À; 1 1 
J n, (А; ) — Я 1 ‚ J; = Ө 1 $ 
Ài 0 


又 任 g(CX)ECLX] ,有 


g(J, (A1)) 
(А) = Pg(J)P 1 = P P, 
g(J, СА,)) 
其 中 | 
(п, 1) | 
AD gQ.) =" ©) 
п; 
g(J, (А:)) = : , 
g (À; ) 
gA, ) 
所 以 
g AD) I, ú | I 
g (A) =e] p- +P Ë ú ”| P-: 
° x 
ADI, " 
gÇ f ° 
| =g(D) + F(N). 
显 见 РСМ E FE H. 


14. УЖЕГ РАУ, E: V „ЖЕ ЖЕФ, Н rank =1. BEBB , x 或 为 可 对 
fn tB), Е: 0 的 ,二 者 不 兼 有 . 
证 L s V 的 某 基 下 的 方 阵 表 示 为 A. 因为 rak =1, 1 x 0 特征 值 . 而 
由 Ах=0 的 解 空间 是 n 一 r(A) 王 (n 一 1 了 ) 维 的 ,知道 属于 4==0 的 特征 子 空间 V, 是 n 一 1 
维 的 , 即 x 有 一 1 个 属于 特征 值 0 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 由 此 知 x 的 特征 多 项 式 为 
det AI — А) = Aa А)", Ё2>п—1. 
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= k=n—1, Di A 相似 于 对 角 阵 даед; ,0 ，…… 0) ,一 可 对 角 化 ， 
1 
Æ k=n,A 相似 于 含有 一 个 二 阶 若 当 块 | ЧЕ. „—2 个 一 阶 块 的 Jordan 标准 形 ， 


Вр 


所 以 A ЕЈ. 
15. 设 V Rk F Ел 阶 方 阵 所 成 线性 空间 ,A 是 其 中 一 固定 方 阵 . 定义 V 上 线性 变 
J T: T(B) 二 AB 一 BA. 证 明 : # А 5332 J E , MJ ТУЖ. 
Ж 由 6.3 节 第 30 题 知 工 的 方 阵 表 示 ( 在 基 Е, F) 28 
A! 
M = А, — А, = (а„1„) — 


A! 
易 知 当 A ЕЖЕ УВЕ, А.А, BERGHE, Н А, А, = А,А, M А =0(8 A ЕА 次 
ЗЕ ),А*1520) [18 М2 = (А, – А,) = 0. (因为 按 二 项 式 展开 ,各 项 中 А, R A HR 
HAAA, ВО. ЕВА, ,А, 与 A 的 短 零 次 数 相 同 .) 

16. 举 出 两 个 4 阶 寡 零 方 阵 的 例子 ,它们 有 相同 的 极 小 多 项 式 而 不 相似 ， 

解 令 


0 0 
则 易 算 得 А, 与 A, JK ЛУ £ mi sN У àf, fH гапК(А, ) Z rank (A,), ТІ А, 与 А, Ж 
相似 . 
注 这 种 举例 题 的 思路 是 : C) 只 要 能 说 明 问 题 ,要 尽量 简单 ,让 人 一 眼 就 看 出 结 
论 ;(2) 极 小 多 项 式 相 同 , 所 以 两 个 方 阵 的 特征 值 相同 , 且 相 对 每 一 特征 值 的 最 大 Jordan 
块 的 阶 数 相同 . 为 简单 醒目 ,我 们 取 А, 为 Jordan 形 方 阵 , 取 定 A 后 让 А, 最 大 Jordan 块 
的 个 数 与 А, 不 同 或 A, 的 低 阶 Jordan 块 不 同 于 A, 的 即 可 . 
17. E V=W O OW, 是 空间 V 对 于 线性 变换 4 的 准 素 分 解 ( 如 定理 7.6), 而 W 
是 x 的 任 一 个 不 变 子 空间 ,证 明 
W = (W, ñ) W) Ф -:: Ф (W, W). 
Ш R V=W,G--: COW, , ME EV баа +: +a, , ЖФ z, C W.. 
IE BE (W, ПИФ: ФОУ, ПУ), ,有 B= +. +8,,в Є, ПУ, ТЦ ВСУ, H W 
是 V 的 子 空 间 , 所 以 > 8 Є W,BD Є W. 
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故 W Ə (W, ñ W) OW, П W). 

3 — Jl, H V= hvo- Có, V ЖФ &V=kerp: A): = W,,i—1,- ,5s. 任 aE€W, 有 
a= bat téa Ca C W, , X Ej ©, 是 x 的 多 项 式 , 而 W 是 x 的 不 变 子 空间 ,从 而 也 是 
é, 的 不 变 子 空间 ,所 以 ba € W. Ж éa €C W.W , X НУСУ, ПУ) ПСИ, ПУ) =o, 
所 以 W — (W, ПИ) © --- Ф (W, П W), 
于 是 W = (W, n W) Ф --: Ф (W, [| №). 

18. КУ E F Ел 维 线 性 空间 ,% 是 其 线性 变换 .证 明 : ж Q Бу E HJ ДЕЕ) 
个 线性 变换 均 可 交换 , 则 x 是 纯 量 变换 ( 即 恒 等 变换 的 固定 常数 倍 ). 

证 设 9 为 V 上 可 对 角 化 的 线性 变换 , 它 在 V Æe ,…,e, 下 的 方 阵 表示 为 

D = фар{4,,···,4,), H d; Æ d;. 
设 x 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 为 A==(as), 由 #©@=%ы,ШЖҖ AD= DA—a;d, = da; ,一 i 关 j 
а =0. 于 是 知 A 必 为 对 角 阵 . 设 A=diag{jya,… ,pn). 令 
1 


P = ` 1 = I+ E, G Æj), 


] 
则 P =1—Е„,ДАЖ n, РОА Же," ,es Е 72 ә, 的 过 滤 和 矩阵 , 即 有 
Cer stt sE) = (т, "ӘР. 
又 设 线性 变换 2 ТЕЗЕ pop FHE B= аар (д, , t A.) E А, ÆA 则 它 在 基 
si，……en 下 的 方 阵 表示 为 
4a Лі 


P ВР = Р"! э, = 


则 由 ##=44,Ң1 АР-\!ВР=Р-ЇВР А, 
BES 


ША; ‚ ui QA: — A;) 


ША) 
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Al Ai 


А ui А — Àj) 
Аз; ' 
Ànftn 
因为 Д.А; 0, B P) I pi и; ; 取 不 同 的 B, [1 ADA HI 一 Hao 一 "一 An ЕТ А 为 纯 


量 方 阵 ,由 此 知 % 为 纯 量 变换 . 

19. n 维 复线 性 空间 V 上 任意 多 两 两 可 交换 的 线性 变换 必 有 公共 特征 回 量 . 

证 (1) 首先 证 V 上 两 个 可 交换 的 线性 变换 %, 多 (满足 AI 9) 必 有 公共 特征 
问 量 . 

在 复数 域 中 .x 一定 有 一 个 特征 值 , 记 为 %, 且 记 V 是 x 的 属于 特征 值 %。 的 特征 子 
空间 . 任 ЕСУ, ,有 s= Aà, X H E, 8 AA = BA, М Т8 

A BE) = В (ж) = BK = АЁ, 
所 以 BEEV， ,于 是 是 8 的 不 变 于 空间 . 

又 设 2, 为 BETER У, ЕЕН, Z 为 线性 变换 且 在 复数 域 上 必 有 特征 值 , 即 人 存 
在 € C K a€ V, Í 3а = ua, (Z0), Ж ®=%а=на, X. H a € V, ХН sh 二 Aoa， 

所 以 a 是 4, 名 的 公共 特征 问 量 . 

(2〉 当 任意 多 个 时 ,对 空间 的 维 数 进行 归纳 法 : 

V 是 1 维 的 ,显然 . (因为 对 任 ws 一 ha) 

假设 对 dimV =xn—1 时 结论 成 立 . 今 证 ату =n 时 ,结论 也 对 .车 对 任 变 换 %, 设 4 为 
其 特征 值 , 有 特征 子 空间 VV 二 V, 则 АГС 为 纯 量 变换 ) 即 Y 中 每 个 向 量 都 是 各 变换 的 
ЕКШЕ 1а] ВЕ СА 随 变换 不 同 而 变 ). 否则 

若 对 某 个 变换 sé О» 为 其 特征 值 ) ,有 V. AVM V, 是 任 变换 (与 % 可 交换 ) 的 不 变 
子 空间 . MERKE V, 上 的 限制 (或 称 诱导 出 的 变换 ) 也 可 交换 . 此 时 ату, =x-— 1, H 
归纳 假设 ,这 些 两 两 可 交换 的 线性 变换 在 Vi 上 有 公共 的 特征 向 量 a, 而 a 也 是 x 的 特征 
向 量 . 所 以 a 是 所 有 这 些 两 两 可 交换 的 线性 变换 的 公共 特征 问 量 . 

20. 属于 不 同 特征 值 的 所 有 根 问 量 是 线性 无 关 的 ， 

解 方法 1 由 定理 7.6 知 V=Wi 世 … 由 W,, 其 中 W = ker) 5 {aE V] 
(907—2) а= 0). 其 中 久 ，…,4, 为 V 上 的 线性 变换 x 的 不 同 的 特征 值 ,W,; 中 的 向量 称 为 
属于 4; 的 根 问 量 . 

设 anst san E W: 的 基 (i 二 1,*…,s) , JUJ 


21] ‚эдт, s Од DELE pt" TA 9 a; 


线性 无 关 . 事实 上 HA 
У) Уда, = 0, 


i=l ј=1 


e 217 • 


к; 
>》 Ajai = 0, 1 = ],*,5. 


而 аа эсе aa, Ж W, 的 基 , 线 性 无 关 , 所 以 必 有 二 0,j 二 1,… ,如 ,对 i=l, s 均 成 立 , 故 
得 证 . 

方法 2 Wa ЄМ№,, ·--,а, EW,,W,; 王 ker(4 一 A.)" .我们 要 证 о, t a, REAR. 
设 有 

pai Te + pua, = 0, 
左边 用 (x 一 和 AD" HR, AACA D a = 0, Pi 4 
CA — A I) Casas + У ра.) = 0. 

KAW NW =0,j;=2, ss, P ma + а, =0, AACA 1 作用 于 左边 ，…… 
继续 做 下 去 ,得 uia ра, = 0, a, =0, FEH а, 30 Ж и, =0, ВН e1 0,35 u- 
O, 19518 jy =0, РЕ о, "за, REAR. 

21. 复线 性 空间 Y 上 线性 变换 x 在 基 а, a, 下 的 方 阵 表 示 如 下 , 求 /的 特征 值 及 


根子 空间 . 
| 0 —2 3 2 
4 一 5 2 1 一 3 4 2 6 一 15 НО 
ЕЕС 4 —7 hO | 1 —5 |; (A) . 
0 0 2 0 
6 —9 4 6 —7 7 1 2 —6 


1 —1 0 1 

# (1) PAQ )=22 (4—1), KA А (A 一 1)=0 而 ACA 1) 50, ВЦ эл ОЛ) = 

A (4 一 1). 《特征 值 为 0( 二 重 ) 和 1) 
‚ = КегА“ = (a € V | @?a = 0) = (a) —as,sa)i Haz); 
W, = Кег(А — 1) = {a € V | (%e— Da = 0) = (а + a; + as). 

(2) РАСА) = СА +1 (4—3), НСА РА — 37 560, ТЕ mQ) Q +1) (4 一 3). 

则 属于 特征 值 一 1 的 根子 空间 
W. = kera +1) = (a € V | (+ D ?a = 0) = (a, — аза Ha); 
属于 特征 值 3 的 根子 空间 为 
W, = Кег(А — 3) = (a € V | (@— 3Da = 0) = (а + 2а + 20,). 

(3) PAWS AHI, a=] 为 三 重 根 , 因 为 (4 十 有 一 0, 所 以 mm) 一 (十 1) .又 因 
JJ (S+ D° =0 是 零 变换 ,所 以 kerCx% 十 太一 V, 即 V 中 任 向 量 均 为 属于 特征 根 一 1 的 根 
[п] 8. 

(4) 特征 多 项 式 Р, (А) = [А-А |= 2 (A — 232, ИА = 0,24, I = 2, X. IN Ж 
A (A 一 21) 关 0,ACA 一 27)? 关 0, 所 以 最 小 多 项 式 为 

mA) = XQ — 2)°. 
属于 特征 值 4 二 0 的 根子 空间 为 
W, = КеглА* = kerZ2= (gi ay +a). 
其 中 аг ta, 是 特征 向 量 ,满足 Yr 一 0; 记 为 х, И a, 满足 е = x; =a +a. 所 以 a) зо: + 
a J — T £ >4 5. 
属于 符 征 值 = 2 的 根子 空间 为 
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W, = ker(À — 2)? 一 ker(Co 一 21 = (a azsa Ha). 
其 中 a 十 as 是 特征 向 量 ,满足 #с=2х;ау Баз ҖЕ (00—20) z—=x Ка, Е a ta 构成 
一 个 Jordan #8. 

t 本题 中 根子 空间 是 用 其 基 的 生成 空间 形式 给 出 的 . 因为 这 里 只 要 求 各 根子 空间 ， 
没 要 求 立 的 方 阵 表 示 , 所 以 基 的 选取 是 不 唯一 的 . 春 要 求 为 Jordan 形 , 则 基 的 选取 必须 如 
(4) 题 . 

22. 证 明 : 复线 性 空间 完全 由 线性 变换 加 的 根 回 量 组 成 当 且 仅 当 用 的 所 有 特征 值 均 
相等 . 

证 ”二 ( 充 分 性 ) 当 所 有 特征 值 均 相等 时 ,wx 的 极 小 多 项 式 为 mA) =A). СВр 
CA— A Da 二 0), 所 以 ker(w 一 4D" =V, FE V 中 每 个 向 量 均 为 根 向 量 . 

之 (必要 性 ) 用 有 反 证 法 : I x 有 两 个 不 同 的 特征 值 , 即 特 征 多 项 式 为 P, QA) = 
САА)" C2 一 4), 极 小 多 项 式 为 m0) 二 0 一 A1)n (4 一 42)%, 则 由 定理 7.6 有 直 和 分 解 
у=, ФУ, ,其 中 

W, = ker(À — À)" == ker(@— A;I)" , i = 1,2, 
W, ,W, 分 别 为 属于 特征 值 A ЖП А, 的 根子 空间 . 又 因为 W, W: 均 为 V 的 真子 空间 ,所 以 
必 存 在 a€EV, 使 a EW, Ва EW;( 证 明 见 5.4 节 题 5), 于 是 a 不 是 根 向 量 ,与 已 知 矛 盾 ， 
故 必 有 А =å. 

23. МУ E: X; ER RJ $ BJ А Fz) 全 体 , 按 通常 加 法 和 数 乘 而 为 R 上 无 限 维 线性 空 
Е]. 9 ERF Л. 

(1) R 2 É Bi 8 $ E (B TI FE ЊЕ; 

(2) Ж 9 的 所 有 根子 空间 . 

解 d) H 2/f=A/ mf (2) =) f(z=)—f(z)=—aeE ,A,aE€R, 所 以 任 和 AER 均 为 特征 
值 , 而 对 每 个 特征 值 ,其 特征 子 空间 为 V ;一 Re ( 即 YaER,ae* 均 是 9 的 属于 特征 值 A 
的 特征 癌 量 ). 

(2) 对 任 4€ R(9 的 特征 值 ) , 它 的 根子 空间 

W, = ker(9— AI Y = (f(z) | (9 一 A1)"f(x) = 0). (н ТЕЖ) 
Bp f(z) 满足 
fP — Ar fD +... + (— Daf = 0 
所 以 0х) =е0 (xz), rh Q(z) 为 多 项 式 , TE 31: 2 的 属于 每 个 特征 值 的 根子 空间 为 
ех R| X |. 

24. NIJE R 和 Q 上 准 素 分 解 第 21 题 中 的 矩阵 ， 

# C) BD mQ) = Q —1),V=W,GW, ,其 中 

W, =kerí£°= ker = L( (Cai saz aÍ )((—1,— 1,0)1,(1,2,3)1)), 
W, =ker(Z— D = 1,((ау,а,,аз)(1,1,1)"). 


—] 1 1 0 |: 
Р = - 2 ЕЕЕ | 0 | 
0 3 1 1 
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(2) 因为 mQ)= (8+1) a3), V=W OW: ,其 中 
W, =ker(À +17% = (al Te ,ad )L((—1,—1,0)!1,(1,2,1)'), 
W, 一 Ker(1 — 3) — (а, Te ,as )L((1,2,2)1). 


取 
—1 1 1 — 1 
|- 2 2|, 则 PTAP=| 1 一 1: | 
oo12 | 3 
(3) 因为 mQ) = (5-1), ЖЕУ ЖЕЛ, А 的 准 素 分 解 即 其 自身 . Je hay WR 
1 3 5 — 1 
p= fo 1 0|, РАР = | 1 —1 | ` 
0 1 1 —1 
这 是 V 上 的 循环 分 解 . 
(4) 因为 maD = Q — 22 ,V=W,GW, ,其 中 
W, 一 ker = (ai ,az yas 0; ) L((1,0,0,0)1,(0,1,0,1)!1), 
W, = Кег(А — 2)° = (ai saz saz saa )L((1,0,1,0)",(1,0,0,1)7). 
取 
1 0 1 1 0; 
р = |“ 1 0 О e paap = |} на СОННИ 
0 1 O 2 
0 1 O 1 1 2 


25. R AEF Еп 维 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ,在 某 基 下 的 方 阵 表 示 是 下 上 某 首 一 
多 项 式 SORAR. WEH: Y 是 循环 空间 , 即 存在 a € V 使 V=F[LwWia, 且 f (z) E: x 的 最 
小 多 项 式 . 

证 设 双 在 基 el ，…,e, 下 的 方 阵 表 示 为 


Ü — Co 
1 
А = 
Ü T Cr- 
1 = Crol 


PD A 为 首 一 多 项 式 Fz) 一 co 十 cz 十 … 十 co-iz +z" 的 友 阵 . 显然 有 
Se, = ez， = єз, "0, Е, 1 = En s ӘВЕ, =— CoE 一 … — C,-1E,. 

Вр Єр = Eise: = Áe ses = A eirt eg, = Ae, 
故 知 E1 ,ez ,… ,en 是 循环 基 ае 是 循环 向 量 ,FLw]o=FLw]e=V, 也 即 Y 是 循环 空间 . 

由 定理 7.5 知 A 的 最 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 均 为 /(z). 事实 上 ,我 们 很 容易 算出 A 
的 特征 多 项 式 |AI1 一 A|= 二 ff(4), 所 以 f=. 而 我 们 只 要 证 明 A BJ PE ЈМ Ti s CA) É) 
次 数 为 п Bl] n]. # degm(4) =E<n, В mA) =f Ба, 1А! + e аА Ра, , Mi 

0 = тС) el 一 A “є; +a, әй є] + ee + a, з; + а, 9 

与 Atei sg” ler s" зе 线性 无 关 矛 盾 . 证 毕 . 

26. Ў ЧЕ n 维 线性 空间 V 上 线性 变换 ,aEV.a 的 次 数 最 低 的 首 一 零 化 多 项 式 
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ms。(4) 称 为 a( 关 于 0) 的 最 小 零 化 子 . 证明 g(4) 为 a 的 零 化 多 项 式 ( 即 Е (50а= 0) 4 H fN 
当 mM) | gQ). 

证 ”充分 性 显然 , 即 当 20А) =, (А) (АВ, A (Фат, (90) да 405000. 

必要 性 : Ж g(4) 为 a 的 零 化 多 项 式 , 由 带 余 除法 可 设 

БСА) = MAA) + r(À), r= 二 0 或 degr < degm,， 
则 有 
0 一 gw)a = т, (Юда + r( Sa = rl Aa, 

{т r 0, И > CA) E: I£, m, CA 1K $r IK ËJ 620050, Ej m (4) 的 定义 矛盾 , 故 r 二 0, 即 
m, (A) | gà). 

27. Z ЧУЖЕ n 维 线性 空间 V 上 线性 变换 ,cEY 的 最 小 零 化 子 次 数 为 上 .把 a, Aa, 
A'a 220 У 的 基 . Ж x 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 (《( 分 二 1,k= 二 2 HM k> 三 种 情形 ). 若 把 
其 中 癌 量 次 序 换 为 a, а, ‘а 呢 ? (只 须 写 出 方 阵 的 已 知 部 分 ). 

解 设 a 的 最 小 零 化 子 为 Mal A) =A + cr A4! +: Бал Tc AK а, Sas, Aa 
线性 无 关 , 所 以 扩充 aiti，… a, 使 

а, Aar A lg Gp a, 


为 Y 的 基 , 于 是 SERLE THERIA 


О Co :; * °° X 
1 : 
Ü — 
A 1 ш ñ и 
== — С 一 一 4 
Н ИОНЫ 0 A, 


' 3 Е 3 


当 k=] 时 ,xm, (А) =A F co ‚ В Sa coa = 0— a= — coa, 所 以 Q 是 特征 向 量 , 故 А, — (Co; 


Ü 0 
>4 k=? Fom. CAD =A c Ac; a , Ma 线性 无 关 , 所 以 Ад = |: i | 


— с, 


当 223 时 ,4 为 т, (А) АУ ВЕ, й Е. 


СЯР ЖЕ [п] ЖЕ BJ HEFF 5 
а, A as AT lo gl s °" a, Фа, 
则 x 在 此 基 上 的 方 阵 表示 为 : 
k=1 时 ,不 变 ( 仍 同上 );k= 二 2 时 
0 xX с xX —co 
: 0 
B = : : |; 
0 : 0 
1 x x —с, 
k 之 3 时 
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= + = = m ы = > = ш m = = = — = = = = = — = = Ó + = — ë m = # о жож жт ош == — ш =< k ж о — ш ш о— — ш ® —= a — — ш о — — - — ш == =< == =<. шот == 


1 0 = 0 -一 Cj] i * ... x 1 0 

28. B < E F? 上 线性 变换 .证 明 : 若非 0 向 量 a 不 是 /的 特征 向 量 , 则 a 生成 
F? (BD FLsa 王 天 2”). 由 此 证 明 , 对 于 非 纯 量 变换 sz, FO 总 是 循环 空间 ， 

证 任 a€EF”, 阁 a 了 闫 0, 且 a 不 是 % 的 特征 向 量 , 即 不 存 AEFf, 使 aia TEA a, 
Ча 线性 无 关 ,i 故 为 КЖ, PA F[ а= F° = (о, Sa). (В a 为 循环 向 量 , Е 为 循环 
25 [Н] ). | 

对 于 非 纯 量变 换 %, 设 1 为 其 一 个 特征 值 ,(8 为 其 一 个 特征 向 量 , 有 B=. 则 必 有 
a € F°? ,使 AAi EN, ARH EFE ASi MW 之 为 纯 量 变换 ) ,此 时 若 有 s = 
Aal ÆA) M ate RE 之 的 特征 向 量 , 由 前 述 讨论 知 : 

(十 Ba 十 1 ,所 以 F'? 是 循环 空间 . 

29. 设 ./ R: R° 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 阵 表 示 为 ; 

3 


> 
| 


一 2 
ПЕНН. x 没有 循环 向 量 , 并 求 (1, 一 1,3)' 生成 的 循环 子 空 间 . 

证 ”由 已 知 x 的 极 小 多 项 式 为 m4) 二 (4 一 3) (А-2), ВС 31) (274-21) == 2 — 
+61=0. 

所 以 对 任 aE R° , A mC а A a~ Sa ба: 0, В a, Ма, ѓа 线性 相关 , 故 a 不 是 循 
环 问 量 ( 因 为 a АУА D SE 28 E Ek а, о. На 线性 无 关 ) 故 < 2 АРКЫ] Ш. 

as = (1, —1,3)7, ао == Aa = (3,—3,—6)1, TIR as, эй» 线性 无 关 , 所 以 w 生成 
的 循环 子 空 间 为 | 

W = (aS) = RA, — 1,3)7 + RG3, — 3, — 6)7. 
30. 设 x 是 CY 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 阵 表 示 为 


l 1 0 
0 ] I 


Ж a= (1,0,0)! , B= (1 0.1)! 的 最 小 零 化 子 . 
Ж 因为 


1 1 
gq 一 ° ,a = - | ‚202 a = 
0 Ü 
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A = 


1—1 1—41 | 
+ ‚а == Ес = 44.00 а (5+ 21) Ҹа (2+2) 
— ] — 4 


所 以 m (À) = А — 42 + (5 + 2DA — (2 + 2i); 


1 1 
В = ° ‚8 = : 


+ 当 A 是 三 阶 方 阵 时 ,者 а, а, ca 线性 无 和 天, 则 А 的 特征 多 项 式 必 为 a 的 最 小 
<= 1 f, 


‚ДТ ma lA) — А 一 1. 


т„() =] AI —A | | 
31. 证 明 : Æ % 有 循环 问 量 , 则 x 也 有 循环 向量 ; 反 过 来 对 吗 ? 
Ш аж % 的 循环 向 量 , 则 
V —O F| Sja Dla, а, A a, а, а, s) 
— (a Фа», (0) а, = V. 
СА — T > 2 IN 258 НОНУ о.) 
所 以 FL sZ] =V, аі ААУ In] Es. 


0 1 21 
反 过 来 不 对 . ЛЕН ЖЕКЕ ЖЫ А = P ,| ,由 对 任 «= B Е 


а= Аа ИЕ. a, а 线性 无 关 , 即 


F? = (о,Аа) (x: = 0 На УРА Е); 
而 因为 A 二 0, 所 以 对 任 a € F°” iA a, X a REAR, i 无 循环 问 量 . 

32. 设 V 是 ” 维 线性 空间 ,为 其 线性 变换 , 且 设 < BJ XJ Н 4k ( BD 8 XJ f##8 JÉ 5 Ж 
т). 证明: (1) E SZ К ш E , WJ ALE n ERRE. (2) EAIA n + R НЧЕ 
值 , 设 ar › "а, 是 它们 相应 的 特征 回 量 , 则 ar а, 是 A 的 循环 向 量 . 

证 由 已 知 ,% 可 对 角 化 则 存在 Y 的 基 , 使 x 的 方 阵 表 示 为 

Ді 
Аз 


Àn 
(1) HARER. # AAE EEH [|], R А, =A W э/ 的 极 小 多 项 式 为 
m(À) = (А = А) (А Аз) CA — А,) = A"! + c, À" H + cÀ + c, ; 
El =] соч" + ° със I = 0, 
所 以 对 任 cC V, 
та = S" `a + c. "га + Бс fa + coa = 0, 

ИХ as Aast AT ia 线性 相关 . 
TEM 必 无 循环 回 量 ,与 已 知 矛 慎 . 所 以 4 必 有 nn 个 互 异 的 特征 值 ， 

(2) 当 有 nn 个 互 异 的 特征 值 时 , 设 а, = Лос, 1, 2,56. ,п, а, о, 是 V 的 基 . 


令 
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a 一 al 十 as 十 … 十 an， 
则 Ya = Жа Haz: +" Har) = àra T ee БА, › 
ѓа =A a 十 … 十 Ana， 


"а =А ^о + НАТ an. 
显然 ,a, о, Z" о 线性 无 关 . 
EKE, a, fa, A a Eanna 上 的 坐标 列 排 成 的 和 矩阵 的 行列 式 为 n Br Vander- 
monde 行列 式 . 即 有 
l Àj А 
1 À + А 
(а, Aast S£" а) = laist san) . . . |， 
1 À, oe Ar 
当 和 ,hs "А, 互 异 时 ,此 行列 式 值 非 零 . 于 是 知 as, зо, A'a 是 V 的 基 , 故 a= a ta 
十 … 十 a, 是 循环 向 量 ,V= FL. |а. 
"33. 设 AE n REZE V 的 线性 变换 ,有 循环 向 量 . ПЕНН: 与 x 可 交换 的 V 的 任 
一 线性 变换 IUA 4 的 多 项 式 . | 
证 方法 1 由 已 知 sATA R , Pr LL ЛЕШ Е ,使 
V = Е |а = (а, а, ++," 1а). 
对 于 与 % 可 交换 的 V 的 任 一 线性 变换 2,48 Зо 可 由 循环 基线 性 表 出 , 设 为 
Фа = bya + bi La + e +b "а = f(a 
其 中 fA) =b +b A+-- + 5, At. 


XHE B E V B= za + z, Sa х,а = уул a WA 
k=1 
@8=@ 5 TA a -一 > z ШШ. = > tAd Ba 
k=] k=] k=} 


= S aA Са = fN уул, a = РСВ, 
k=1 


第 3 个 等 号 是 因为 G= йм, Т A lg= 2500), hH TX BEV, A 28= Рр, 
所 以 B= f( e). WEHE. 
方法 2 КЕШИНЕ РЕШЕ AEN, ЁШ К. 
НЕ, / ЖД ЗК а ба, хш, A a 0 V ЮЕ, ЕНЕ F USERRA 


0 — Co 

А = | 
0 — Cr 
1 T Cri 


a 在 此 基 下 的 坐标 列 为 (1,0,…，0)- , 记 为 s, 则 
Cas Aase, 90" а) — (а, Sas" 00" a) (е, Aeee, ATE), 
而 (e,Ae,…,A” es) 一 工 单位 方 阵 ) ,于 是 对 任 一 与 x 可 交换 的 线性 变换 2, k H ТЕШЕ 
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环 基 下 的 方 阵 表 示 为 B, 有 AB= BA, 故 
B = BI = Ble, Ag, A'e) — (Be „ABe, ‚Ат! Fe), 
设 B= (b; ), 则 


by 
Be = | : |- bue + bn Ав 十 … + 5, A'e 一 Dba Ate, 
(Ж &= 1 
代入 前 式 有 
В = ( $ bn Ae, A J bun AF18... A! X) bn Абе) 
k=1 k=1 


k=l 


-一 > ba At (e, Ae artt ‚ А” te) 
k=1 


= УАК, 
所 以 B 是 A 的 多 项 式 , 从 而 2 E. < J) ЛД. 
34. Z AÈ F En 维 线性 空间 Y 的 线性 变换 , 且 设 可 对 角 化 ( 即 在 某 基 下 方 阵 表 
示 为 对 角形 ). 设 A1，… ,4, 为 其 互 异 特征 根 ,4; 的 特征 子 空间 记 为 V, sdi = dimV.. 
(1) 证 明 每 个 辣 量 a 可 唯一 表 为 = 十 … 十 了 ,8 € V,; 
(2) 证 明 a 生 成 的 循环 子 空间 恰 为 Bl ,…,B, 在 F 上 张 成 的 子 空间 ; 
(3) 证 明 a ARDET A m,a) = || a); 


8,30 
(4) ЯХ V, 的 基 pa 9 "° s Pia, , 记 r= тах а; , 取 Qi ” Q; 如 下 : 
Q; — Х.В, (I< j=< r), 
ПЕ ВЯ а; 生成 的 循环 子 空间 FL “Йе, 由 {By 14; 之 j} 张 成 , 且 a, 的 最 小 零 化 子 为 
m; (A) 一 [| а—лә; 


(5) ШЕВ У= ЕГ. ©---ФЕГ wja, 是 VV 的 循环 分 解 ， 
Ш (1) REH ei ,…:,e, 下 x 的 方 阵 表示 为 
1 Í 

А = 


9 


Àl 
M| V=V OOV. Жр V, 是 4; 的 特征 子 空间 . 故 任 аСУ, Е — 
а = В + "°° +B; HFR € V.. 
(2) 方法 1 者 对 某 a 其 分 解 式 中 所 有 B, 均 不 为 0, 因 为 8 分 别 属于 不 同 的 特征 值 ， 
所 以 BL，…,B, 线性 无 关 . EL | 
a =A +. + В,, 
8 Aa =A, ñ, +e + А.В, , 


Ala АВ 十 … 十 18,， 
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] А sse АГ! 
Fir р (а, ба» SZ а) = (Bl sB) . . ° 


] А, ... A 


因为 右边 方 阵 的 行列 式 不 为 ОСЕ À) °°" À, RF) ,所 以 a s Áa," „A la Е 636, Æ (В, 9 


+, 中 一 组 基 . 
ДТ (а, обоз Z” la) — (Bi ，… В, 2. 


a = Bñ, +. + ñ, , l< < < < s, B, (Z 0) € V, , ] —< ; <Р, 


则 类 似 上 述 讨论 , 仍 得 
ao A oa) = Bant Bi) = (Bb, ,pb,), 
最 后 一 个 等 号 成 立 是 因为 仅仅 加 入 О 向 量 .( 即 把 为 0 的 B 补 人 .) 
方法 2 由 任 a€EV, 可 唯一 表 为 a 二 B 十 … 十 B,, 其 中 8, € V, , Hl 

sa = ЯВ + + A = АЙ + 十 48,， 

故 对 任 f(X)EFLXj], 有 
SDa = fB He + fO. DB, € ЕВ, +: + ЕВ,, 

故 Еа < ЕВ, +# + ЕВ,, 


为 一 方面 ,显然 存在 多 项 式 f; (А) (1<1<5), E /, (А) =1, (А) 00У j 头 让, 故 


В; 一 Р.А В +e + f, Q. 28, 十 + fi (А, 268, 一 f. Cola Є ЕГ, 
FÆR 
ЕВ, + °° + ЕВ, с F[ a=, ВТЕ F| Zl — (Bistah). 


(3) 记 a 生成 的 循环 子 空 间 为 W,, 则 Aw (AEW, 上 的 限制 ) 在 基 a, fa, 


下 的 方 阵 为 友 阵 形 
Ü — Co 
1 : 
О 一 C，，; 
l —с„, 


故 特征 多 项 式 ГОА) = тА) = т, (4) ,而 Aw 在 基 B ,8, 下 的 方 阵 为 对 角 阵 


特征 多 项 式 为 ASAA) (4 一 4; )， 
所 以 mA) = Aade la a) = || Q —à2. 


B, 0 
(4) R у, 的 基 Ba , Ва, ‚©=1,2,+,5,1Д 
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一 | 
, S Q 


В: ° Biz» °... В.а, СЄ V1) 
Bz ° 2 9 о... Ва, ( < V, ) 


Ba» B » ө, Ba. ( C V.) 
是 % 的 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,是 V 的 基 . 上 表 中 各 行 的 向量 个 数 可 能 不 同 , 第 一 列 问 
量 相 加 记 为 ai ,第 二 列 向 量 相 加 记 为 a;，…, 第 r+ 列 相 加 记 为 a,(r=maxd;), 则 由 (2) 的 讨 
论 知 : w 生成 的 循环 子 空间 F[sg]a = (B,…5B,) ==L{B, Id >j). 
如 о = ñ, + Ba + + Ba ° 
Еа = lais Áa stt $" ау) = iapa tt ba? 
al 的 最 小 零 化 子 为 
mi (À) = Q А) (А — Аг) (A — А,). 
对 于 其 他 的 mw (7222) 1102) Н НИ СОАВТ s ТТ n Et Z A , 8 >4 #F A. 0 向 量 之 后 ， 
即 为 (2) 中 所 设 ) ,所 以 仍 有 如 a, 类 似 的 绑 论 . 补 人 0 后 ,可 写 为 wj =; +08; +. + B, (其 
中 只 有 V, 的 基 的 个 数 d; 之 i 时 ,Bj; 关 0), 所 以 有 aj = > B; Q < ; < r). а, 的 最 小 零 化 


4 >) 
子 
m, Q) = || аА = |] Q — 1). 证 毕 . 
B, £0 472) 
(5) HORNE A B; | i=] 51 < 入 di 是 V Н) Ж. 所 以 对 任 gEV, 有 
s 4 r r 
а = У) 2 B, 一 2, 2,658 一 ЭКД 
i=l j= j=1 d>) j=l 
其 中 
y; = > k B; Є F| wja,. 
4,2) 
又 


Е| 3 а, П Еа = 0 GÆL), 
所 以 V = Fls] © Е аг D © F| Z]a,. 


о 0 
35, Ж wf 为 Fe 上 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 隆 为 | | 设 。 一 (0,1)7 ,证 明 FO > 
Fa , 且 对 每 个 非 0 向量 a, FUS la 与 ЕГ о. 总 有 非 0 ХХ. 


ë На |а Аа оаа 线性 相关 ,不 能 构成 
F” Ж, Жа, 不 是 F? 的 循环 向 量 , 即 FAF о, ,显然 有 下 [四 vc = Fai =la). 
对 任 a: 天 0, 设 а= |а ш =], = М 故 当 л 50 В, Е.а = 
laz s Aa) = Е ， 
Вт PJ F| о N F[ о = F[ а, = Fo. 
而 当 2, =0, M) z, 50009 5 а 50), Н №, =0, И ЕГ la: = Fa; = Ев, = ЕГ, , PE 
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F| аг В FL а: = Fa. 故 对 任 ax 天 0, 总 有 
F[ эў а» П F£ о; 天 {0}. 
36. 设 A № F°? 上 线性 变换 ,在 B 然 基 E1 9E2 +Ë3 Ед 下 方 阵 表示 为 


C 
设 Ў = Кег(.27— cI). 
(1) ЕВН W ÈH e, 张 成 的 子 空间 Fe; 
(2) Же A У ЮУ С. ж (i 二 4,3,2,1). 
证 (1) Ж W=ker(&—cI) = (a € Е | (97—-сОа=0), Д W 是 由 x 的 (属于 特征 
А c 的 ) 特 征 向 量 构 成 , 解 (A 一 cD)a==0, 得 а= ue, uE Е. M 
W = (e) = Fe,. 
(2) W Æ ARDATZAK оС, LEW), е ЄЎ, Т С.ли =1; 
又 由 У є. ,ez ,e3 ,et 下 的 方 阵 表示 为 A, 知 
Aes; = сз +e, — (A — cI )e; = e, € W ,—— С.у» = À —c; 
Ae: = є: He; > (A—cl)e = є, € М, С,» = Q — с)? ; 
Aei = œ He: > (A —cD `e, = є, € Ў, C, w = (А — с). 
37. R HY 是 下 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,ww ,…,V, 是 %% 的 不 变 子 空间 且 V = V, 
中 … 中 VDIEFLJ 是 下 上 多 项 式 . 证 明 : [V= fw Ф.Ф fV, EXT Ü € V, fa = 
fpa). 
证 (1) uE /V,f1 fV; = 0), (257), 
НУ, 是 К) A 3E-f 5 |8], МТУ, 也 是 f (sO B) A 3 +-25 [В]. 
所 以 fV, S V,, fV, — V,, 
У, ПУ; = 0), ВТЕ fV, 1 fV, =0,+T I 
fV, + - + fV, 是 直 和 和 . 
(2) 证 fV= РУ, Ф---ФҒУ,, 
Е aE ЈУ, Ж BEV, E а= f( epp. X H V=V,@-::GV,, ЯЗ IE З 
B= В +: +B, 其 中 BE€ У,, 
И a= СВ f(D (8 + 8) = СВ + РСВ, Є РУ, Ф--:Ф У, , 
HAARP СВ Є fV.) , 
所 以 f V © fV, @ ++ © fV.. 
X VyC€ fV, O+. O fV,, НЖЖ y= y +. + y, ЖФ y, € fV,, З, tE 
fn: == y; BIE 
y = + + Y, = fm ++ fg, = Ор + ng) 
= Jn € fV. (у= + + 7) 
故 fV, Ф: ФУУ, С fV 所 以 得 证 . 
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38. 设 A 是 下 上 线性 空间 VV 的 线性 变换 , 设 a,8EV 的 最 小 零 化 子 相 同 .证 明 对 于 任 
TEMA SEFA], fa 和 /8 的 最 小 零 化 子 相 同 . 
证 ” 设 a,8 的 最 小 零 化 子 为 m0), 记 a 二 fA)a,B = SAL 又 设 


(fm) =4 (їн@(2,)= 1)， 


W а = fQ)a= аа 


的 最 小 零 化 子 必 为 二 
(1) 证 也是 a1 的 化 零 多 项 式 . 


因为 а=, + + да Б + ma=0. 


(2) ШЕЕ Со, 的 ) 化 零 多 项 式 的 因 式 ， 
A 0= ga = g fa, li| т| g f= g. £ ‚ал? |. Гуҗи(#,/)=1,д а 


FE, A = f8 的 最 小 零 化 子 也 为 二 ,得 证 . 
39. 设 x 为 R* 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 的 方 阵 表 示 为 ， 


3 —4 —4 
~ | 1 

2 —4 —3 

求 出 满足 循环 分 解 定理 中 的 a ,… ,a 
解 ” 特 征 多 项 式 为 Pa) 一 det(T 一 4) 一 (一 1)3, 极 小 多 项 式 为 mm() 一 (一 1)2. ñf 

al 的 最 小 零 化 子 应 为 和 mA) ,FLw]ai 是 二 维 的 ,于 是 FS 是 一 维 的 (因为 m, | т. =m, 
所 以 mz 二 0 一 1), 而 PAOA =m * тг) Т a, 应 为 x 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 . 而 a; 
不 是 特征 网 量 即 可 . 取 am е. = (1,0,0) 试 之 ,得 мб, = (3,—1,2)T 与 a, 线性 无 关 , 故 可 
Ж a =e o В Е о П ЕГ о =0, ТЦ о ЄЕ[ эЙ]а,, QA I— А) х=0,18 х = (2,1, 
0) ,zx” = (2,0,0 为 基础 解 系 , 特 征 子 空间 V, =R? БЕКЕ. а, = (2,1,0) BITT., 
Ин а, Жа 0 下 的 方 阵 表示 为 


0 —1 0 
В = |1 2 O|. 
0 O 1 


40. 证 明 : ҖЕ E 3 阶 方 阵 A 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 为 A 与 B 有 相同 的 特征 多 
项 式 和 最 小 多 项 式 . 举例 说 明 这 对 4 阶 方 阵 是 不 对 的 . 
证 必要 性 显然 . 即 当 A 5 B 相似 时 ,它们 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 相同 . 
充分 性 : 因为 A 与 B 特征 多 项 式 相同 ,所 以 特征 值 同 . 设 为 4 од, ,4;. 又 最 小 多 项 式 
相同 , 当 m(4) 为 单 因子 之 积 ( 即 极 小 多 项 式 无 重 根 ) 时 , 则 
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Л; 
А ~ | Дә — В; 
Аз 


当 (105 ЖА, Ж тА) = (А-А) (АА), IJ 


А 
А 一 | Аг 1 ~~ B; 
А: 


М m (A) =A) ЭВ 00, Л 
А 1 
А, 
对 于 3 阶 方 阵 , 当 特征 值 确定 后 , 它 的 极 小 多 项 式 只 有 上 述 三 种 情况 ,而 对 每 种 情况 ,只 对 
应 一 种 相似 标准 形 (Jordan JE) ,所 以 我 们 可 以 得 出 A 相似 于 B. 
但 对 于 4 阶 方 阵 , 当 A Ej B 的 特征 值 相间 ,和 且 极 小 多 项 式 相 同时 ,可 能 有 不 同 的 相似 


标准 形 , 因 此 不 能 保证 А 与 B 相似 . 如 当 mr2(4) 有 二 重 根 , 设 mA) 三 (一 和 六 ,可 有 
Ar 1 Д! 


A~ 


显然 有 A 不 相似 于 B. 

41. ЖЫ K 包含 域 站 ,A 与 B 为 F Еп 阶 方 阵 .证 明 ; EA BEK 上 相似 , 则 A， 
В ТЕЕ 上 相似 . (提示 : 证 明 方 阵 的 有 理 标准 形 不 依赖 于 K 或 F). 

证 方法 1 此 题 用 定理 7.14 系 1: 方 阵 A 55 В 相似 馈 A 与 B 的 不 变 因 子 组 
相同 . 而 不 变 因 子 不 因 考 虑 域 的 不 同 而 变化 ,只 由 AI— A 的 元 素 做 加 、 减 、 乘 得 到 . ну Ж 
ЖА: # A 5 B 在 K 上 相似 , 则 它们 的 不 变 因 子 组 相同 ,而 不 变 因 子 是 下 上 多 项 式 , 所 以 
A 与 B 在 上 不 变 因 子 组 同 ,( 再 用 充分 性 ) 故 A 与 B EF EAW. 

方法 2 厂 人 A 与 8B 在 K 上 相似 , 则 它们 的 有 理 标准 形 相 同 , 即 
c(d, ) 


А ~ ~ В, 


c(d,) 
其 中 di，…,d, Ж AGR BWA EHW ÍH,c(d H di WAE. di E F ESTRON q, 是 
AT 一 A 的 元 素 作 加 , 减 . 乘 、. 带 余 除法 而 得 ) 所 以 A 35 BEF БН ЮКИ. 
A 5 B # F ЕЖ. 

42. £ A JE y EF, A 的 每 个 特征 值 均 为 实数 , 则 A 相似 于 实 方 阵 . 

证 ЖАМАУ, БНН RIERA AA J A 的 特征 多 项 式 和 
极 小 多 项 式 分 别 为 


fA) = (А à)" e (A — A, , (yn = n), 
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m(A) = (Д — À)" (Д = А, ) ° (r; < nis 1 = 1,...,5), 
故 РСА), m ( A) J ЗЕ £ Ж £ ЛП =. 记 A 的 不 变 因 子 为 di, dr， 刚 | а, = тб(А). 
а} d... d, а; ;所 以 dı ‚***,@,„ 均 是 R 上 的 多 项 式 .而 A 的 有 理 标 准 形 为 
c(d, ) 


c(d,) 
其 中 c(d,) JE d, 的 友 阵 ,其 元 素 均 为 实数 . 所 以 A 相似 于 实 方 阵 . 

43. 设 x 是 有 限 维 线性 空间 V 的 线性 变换 . 证明:V 中 有 向 量 a 具有 如 下 性 质 : 对 任 
一 多 项 式 f, f(a 二 0 则 f(D = ОСН Е о 称 为 分 离 回 量 ). 再 证 明 : 看 有 循环 
问 量 , 则 循环 同 量 是 分 离 回 其 . 

证 由 定理 7.8, 取 al 使 c= 二 Cw 的 次 数 取得 最 大 值 . Ш ar НЕЛЕР m = s B 
极 小 多 项 式 mA) , 故 任 fCA)E FLA],# Са 0, MA mi СА) РСА), В m (Al (A)， 
РТИ f(D =0. 

# а 是 循环 向 量 , 则 Е а= У, Да 的 最 小 零 化 于 mm, СА) = ARRERA mQ). 

+ РСа= 0=>т, (А) | А) ет(бА) | РСА) > РСА) = 0. ВШ a 是 循环 癌 量 时 , 它 的 任 
一 化 零 多 项 式 都 是 线性 变换 s BJ (k S 60150. 

44. ЗАБ ЮЕ 上 xn МЕЕ, тА) A 的 最 小 多 项 式 . ARA ACCESE, WA 
有 复数 域 上 最 小 多 项 式 m aA) 用 线性 方程 组 理论 证 明 m = m * .这 是 否 也 可 由 循环 分 解 
得 到 ? 

证 т" (4) 二 入 十 Bi 和 十 下 十 BDA 十 bo ,65;EC, 则 

А* +b A 十 十 A 二 ol 二 0. ( *) 
用 а;жА BJG J) G M) F k Л) ВЕ ВС, 1) V лж 29 
a; +b ar + + Буа, (a; = б„ = M ⁄ 5 зҮ, 
0, 1—Z J 
于 是 ,( x ) 式 说 明 ni 个 方程 ,k 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 
Lah Б хьла + + ma; + z as = 0 
ij = l,a ' 
有 非 零 解 (1 ,6b;-1,，…,b1,bo) .但 由 于 此 线性 方程 组 系数 属于 下 ,所 以 应 有 下 上 解 (1， 
a,-—- 1. aO), 
Вр A? Ба А + + + al = 0 
也 就 是 说 ,多 项 式 РКА) А‘ +а, 1А: + a Aa, 是 和 的 (在 下 上 的 ) 化 零 多 项 式 , 故 
m(A)| FA), 所 以 degm (A2< k= degm" A). XER ARCE mt E A 的 化 零 多 项 
式 , 所 以 又 有 mr (А) 1m(4), 且 它们 均 首 一 , 故 mQ) = m` Q). 
这 也 可 以 由 循环 分 解 得 到 . 把 A 看 成 是 下 ”上 的 线性 变换 x 在 自然 基 下 的 矩阵, 则 
F” = F sja O O FLsje = VO @ V, , 
Др V, = Ра EH a € Fo 生成 的 非 0 循环 子 空间 . A= Aly HRNEK m = 
m (A) СВ S pue 822 ik), ЕН x 唯一 决定 的 (是 区 的 不 变 因 子 中 次 数 最 高 的 一 个 )， 
不 随 域 的 扩大 而 改变 ,所 以 m =. 
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45. Ж A 为 n ЗУЕВ А?-Е1=0О. ЕВ. п УНЕ в ЕНИ |, Е 


rH k= 1/2. 
证 ”由 已 知 A 十 I=0, 知 A JU 250 т0л) =А +1, РЕНЕ 7.8 HICA 的 有 


理 标 准 形 为 ) 
ИИ 1 ol 
“7 ` 0 —1 р 0 —1 i -i ol 
Ë ,| Ë q 
其 中 第 一 个 “一 ”是 用 循环 分 解 定 理 ; 第 二 个 “~ ” F: BU Ja AE 


Р, ais Panao Pianto GAEM E Pr =P,);: 第 三 个 “一 ”是 继续 在 前 面 的 方 阵 前 后 乘 
初等 方 阵 P,，:， 已 ,最 后 得 到 可 逆 阵 Р, (8 
O F 
L O 
46. Ú; F AROR, 为 F° 的 线性 变换 ,在 自然 基 下 方 阵 表 示 为 : 
0 0 0 
1 2 0 O 
0 a 2 
0 о b 
求 双 的 特征 多 项 式 . 分别 对 情形 a=b=1;a= b= 
循环 分 解 定理 的 а, ，……a'. 
E 的 特征 多 项 式 (А) = {АЈА | = Q — 224. 
(1) 4 a=b=1 Bf, EHRE F BJ ERN 


РАР = | 


0 , 
2 
О;а=0,Ь=1 Ж аЛ МЕ 


A 的 极 小 多 项 式 mx( 和 ) 一 (4 一 2)*. 这 时 wm = (1,0,0,0)' 是 循环 回 量 . FL S]a, = Е, BD 
F” 为 循环 空间 . 


1 4 8 

0 1 4 12 
а) 一 9 ‚йа, — , A Q) — | 9 Á’ a = 

0 0 ] 6 

0 0 0 1 


显然 ai ‚ Ma ‚ѓа „а 线性 无 关 , 而 эй “а 一 (16,32,24,8) = 8%a, 一 24s a, + 32.000) 
— ба, ‚ВТ РД S ХЕ Ж ai ‚ Áa ‚ага ‚ЭЙ? а 下 的 方 阵 表 示 为 
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0 0 0 —6 
1 0 0 32 
0 1 0 一 24| 
0 0 1 8 


(2) a=b=0 时 ,在 自然 基 sl ,es es se, 下 的 方 阵 表 示 为 


1 2 
2 , 
2 
% 的 极 小 多 项 式 mA) = (А-2). ЮН о sas sas 如 下 ， 

1 

> i S b 

al = 0 ‚ Aa, = 0 ‚ Qa == 1| = ol” 

0 О 0 1 


显然 al ,wo 生成 二 维 循环 子 空间 ,az ,as Е ЗЕ 25 [Н], а, а ,az зоз 线性 无 关 . 
Aa == — Аа, 44.0 = (4,4,0,0)7, 所 以 SEH a, ,ha заг заз 下 的 方 阵 为 
0 —4 
1 4 
2 
. 2 
(3) 4 a=0,b=1 В, ХЕ ВЖЖ є ,ei ,es ,es 下 的 方 阵 表示 为 


1 2 
А ; 
1 2 
а ВУ Л ZJ sÉ J т(А) = (4—2). ЮИ а =е +a = es > l 
1 
0 1 0 0 
ai = А , абар = 0 ‚ а; = | ‚ эй; == ‚|? 
0 0 0 1 
ЕГ Па, 5 ЕГ а 都 是 二 维 循环 子 空间 . sZ ТЕЗЕ a о. ,az ,az 下 的 方 阵 表 示 为 
0 一 4 
1 4 
0 —4| 
l 4 


47. ВУЖ Е En 维 线性 空间 V 的 线性 变换 .证 明 : V 中 每 个 非 0 向 量 均 为 循环 
问 量 的 充分 必要 条 件 为 x 的 特征 多 项 式 在 ELARA. 
E =DE % 的 特征 多 项 式 fC) 不 可 约 , 则 由 定理 7.8 知 , 其 中 只 能 -一 1, 即 
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对 任 vcEV (850), HERNEET т, (А) = РО), Е 3 о= V. (因为 дерт, (А2) = deg (А) =п, 
所 以 а, о, A a ЕЭС V 的 基 .) 
之 (必要 性 ) 用 反 证 法 . Ж 的 特征 多 项 式 f(4) 可 约 . 设 f = fr fr РЕЧИ осу, A 
0 = Ка = f, (6) ( f, Сада) = fi (06, 
则 p= f, Фа f, Q) 9 4639 60, РЕ B TEAR, Ус ИЛ J8. (r B= 0, H 
Р С а= 0,18 BH a 不 是 循环 问 量 ) ,所 以 f 必 不 可 约 . | 

48. 设 A 为 n 阶 实 方 阵 . x 为 R'" 的 线性 变换 ,了 为 C'” 的 线性 变换 ,二 者 在 各 自 空间 
自然 基 下 的 方 阵 表 示 同 为 A. EHR: Ж /的 不 变 于 空间 只 有 R AM 0, 则 了 可 对 角 化 . 

证 因 x 的 不 变 子 空间 只 有 RRR” 和 0, 故 f(4) 二 det(4I1 一 A) 在 R 上 不 可 约 ( 因 R" 的 
每 个 非 0 回 量 uc 生成 一 个 不 变 子 空间 R |а, не Ка REH R” ,所 以 a 是 循环 向 
景 , 故 由 47 题 知 f(A) 不 可 约 ). 

所 以 fO) C 中 有 互 异 复 根 , 故 了 可 对 角 化 . (由 f(4) 是 实 系数 多 项 式 知 它 的 复 根 
KFE. BAE, AA А =; 为 f(2) 的 根 , 则 Xi 二 A 也 是 f(4) 的 根 ,于 是 f(x) 含 [ (2 一 入 ) 
(A 一 A1)] 与 f(x) 在 R 上 不 可 约 了 矛盾 .) 

49. 设 复方 阵 


证 明 А 相似 于 对 角形 当 且 仅 当 a= 三 0. 

证 P42) 一 det(A1 一 A) 一 QQ 一 2)? QQ 十 1), 故 特征 值 为 41 二 2,4s 二 一 1. 

因 A 相似 对 角 阵 全 A 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 售 dimV-; = 2 ë dim ker 
(2I— A) =3—r(2I—A)=2e@r(2[— А)=1ёе©а:=0. 


О Ü 
由 (2 一 4A) 一 | —а 0 , 
—b —c 3 
类 r(2I— A)=]€@a=0. 
50. 设 N, ЖМА 是 域 ЕЗ УЕ. 证明: Ni 与 N; 相似 当 且 仅 当 它们 的 最 小 
多 项 式 相 同 . 


证 N 与 N: 的 特征 多 项 式 相同 均 为 f(4) = 二 各, 所 以 A 二 0. 又 因为 三 阶 寡 零 方 阵 的 
Jordan 标准 形 只 有 三 种 可 能 ， 
0 0 
а Е ， |. 
0 1 0 0 


0 
1 0 
它们 的 极 小 多 项 式 分 别 为 т0л) = А? s mA) = mA) =А. 
所 以 №, ~ ММ, 与 №, 的 Jordan 标准 形 同 傅 Ni 与 М, 的 极 小 多 项 式 . HEHE. 
51. RA 55 B УЕ Ел 阶 方 阵 , 有 相同 的 特征 多 项 式 =A) (A — A) ,也 
有 相同 的 最 小 多 项 式 . 证明 若 d,<<3(1<;<<s) , 则 4 与 互相 似 . 
证 ЖАУВ 的 极 小 多 项 式 为 mA)= 二 (2 一 和 73…(4 一 4,)";， ,其 中 过 qd,, 并 设 A.B 
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的 Jordan 标准 形 分 别 为 
"Те. Jx СА) 

Ji = ‚ J; = | э, | 

Кез. J; (às) 

H A 与 B 的 特征 多 项 式 相 同 , 极 小 多 项 式 相 同 , 知 JADE J. CA.) B Br 3 Bl], FEE 

项 式 相 同 , 极 小 多 项 式 相 同 , 所 以 当 4,<3 时 J ADS Ja 《4i) 相 似 (i 王 1,…,s). 事实 上 ， 

当 qd; 硅 3, 极 小 多 项 式 决定 了 Jordan $. Ж 4, =3, Ш 50 El; 4, =2, Jordan $ Н A W fp 


Ё Jal 分别 对 应 极 小 多 项 式 一 4.)* MAA. 


故 Ji — J. => A— B. 证 毕 . 

52. # 5 阶 复方 阵 A 的 特征 多 项 式 为 f= 二 (4 一 2)”。 (02 十 7)”, 最 小 多 项 式 为 m = 
(A 一 2)* (十 7) , 求 A 的 jordan 标准 形 . 

E HEAS ZER) ,4 一 一 7( 二 重 ) 为 A 的 特征 值 , 故 A 的 Jordan 标准 形 中 相 
对 A 二 2 的 子 阵 ( 记 为 J3《2)) 为 3 阶 , 相 对 4 二 一 ?7 的 子 阵 (J (一 7)) 为 2 阶 .又 由 mQ) = 
(4 一 2)? AHD, J DPRK Jordan 块 为 2 阶 ,J;( 一 7) 中 最 大 的 Jordan 块 是 一 阶 . 
Bh 


J 3(2) 
л] -| 


— 7 

53. E 6 KEDE A 的 特征 多 项 式 为 和 =( 人 十 2)，( 人 一 1) ,那么 A 的 Jordan 标准 
形 有 几 种 可 能 ? (不 计 子 块 次 序 》 

解 ” 由 已 知 得 A 的 Jordan 标准 形 中 是 两 大 块 ,其 中 对 应 4 二 一 2 的 一 大 块 是 4 阶 方 
阵 , 记 为 J,( 一 2) ;对 应 4 二 1 的 一 大 块 是 2 阶 方 阵 , 记 为 J,(1). 即 

J, — 2) 

А ~ | а! 
J.C—2)48 5 ВЕ. 4 个 1 阶 块 即 Л, СВЕ: @ 两 个 1 阶 块 ,1 个 2 阶 Jordan 
块 ;3 两 个 2 阶 块 ; 图 一 个 1 阶 块 ,一 个 3 阶 块 ;@ 一 个 4 阶 块 . ],(1) 有 两 种 可 能 : @ 两 
个 1 阶 块 , 即 J,(1) 为 对 角 阵 ;@ 一 个 2 Bt Jordan Ж. 

所 以 A 的 Jordan 标准 形 有 5 x 2= 10 种 可 能 . 

54. 次 数 小 于 等 于 3 的 复 系数 多 项 式 全 体 CL X], 是 C 上 线性 空间 , 求 导 变换 9 的 方 
阵 表示 的 若 当 标准 形 是 什么 ? 


Ж СХ], DE Sa yr „zl, W 


于 是 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 为 


— 
= O о 


| 0 0 
这 就 是 D 的 Jordan 标准 形 ,显然 万 的 特征 值 为 0,29 ERFAR. 
55。 设 复方 阵 


= 
= =e о N O 
O e © w oo © 


0 0 
K A # C Е Jordan ЖЖ. Æ R PE Q E? 
解 方法 1 由 方 阵 A 的 特征 多 项 式 (А) Q 2) (A 十 1)， 


‚ Ј5 (2) 
a A~| лер] 
其 中 J, 2 5 阶 子 阵 ,六 (一 1) 是 一 阶 子 阵 . 
又 因为 т(21— А) = 4, 
所 以 dim V, = 6 —4 = 2, 


即 属于 特征 值 4 二 2 的 特征 子 空间 是 2 ER, J D rH 8 Bi Ж 243 , MJ R A PJ НТ ВЕ: 
1 阶 与 4 阶 各 一 个 或 2 阶 ,3 阶 各 一 个 . 再 看 


0 2 0 0 0 0 0 0 

1 0 оо 0 0 0 0 
01А) =r] ` у 9 rl 290090 9 = 3, 

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 

11 1 1 0 0 1 0 0 0 0 

оо 0 0 1 4 1 1 1 1 4 16 


故 т(21—))—т(21— ])%=т(21— А)—т(21— А) =4—3=1, WHH J, (2) PRA] 
的 Jordan 块 只 有 一 个 .所 以 J;(2) 是 由 一 个 1 阶 块 和 一 个 4 阶 块 组 成 , 即 


2 
Js(2) = 1 2 , JiC—1) =— 1. 
2 
1 2 
又 因为 A 的 特征 值 2, 一 1EQCR, 所 以 在 及 和 Q 上 A4 的 Jordan 标准 形 仍 为 
WW | 
J1(— 1) 


J,(2),J (—1) {8}. 
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方法 2 对 (TI 一 A) 做 初等 变换 化 为 对 角 阵 ,确定 A 的 不 变 因子 . 


1 一 2 0 0 0 0 0 
—1 4—2 0 0 0 0 
0 1 一 2 0 0 0 
А – A= 
0 — 1 0 4—2 0 0 
—1 —1 —1 —1 А-2 0 
0 0 0 0 一 ] A 十 1 
0 0 一 以 一 2) 0 0 0 
0 4—2 和 一 2 0 0 0 
т |] 0 1 一 2 0 0 0 
lo —1 0 入 一 2 0 0 
0 一 1 和 一 3 —1 4—2 0 
0 0 0 0 一 1 А+1 
0 0 一 人 一 2) 0 0 0 
0 0 和 一 2 (А — 222 0 0 
о |1 0 0 0 0 0 
lo 1 0 和 一 2 0 0 
0 和 一 3 1 一 A—2 0 
0 0 0 0 —1 A 十 1 
1 
1 
2 — Q — 2) Е | | 
л—2 (À — 2) А, 
А—3 1—4 А-2 
—1 А+1 


D Нн) Е — (A — 2) r; + ri > rs + т, rs + r; 把 第 一 列 除 bs! 以 外 的 元 率 打 成 0; 
2) — (4—3) с, +c Q 2)r, tre , 一 Tr. ; @ rÍ = ү , (À — 2) сә + с, „= ғ X Н r; 表 
示 第 ; 行 ,c 表示 第 7 列 . 继续 化 A, 


0 (一 2) О 0 
A 29.1472 0 0 0 
一 1 一 (一 2 一 1 4—2 0 
0 0 一 1] A 十 1 
0 A— 2) 0 0 
е |0 一 人 一 2) Q—2 0 
— 1 0 0 0 
0 0 — 1 A 十 1 
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l 0 0 0 
© |0 — 064—2) О 0 
00 0 (2—2 O 
Ü Ü — 1 A 十 1 
1 O 0 0 
®© |0 A—2 0 О 
jo o @а—2#@+1) ol 
0 О 0) 1 


以 上 各 步 做 的 初等 变换 分 别 为 : Ф (一 2)m Бн, — ra + rs, 一 (一 2)c + c; 

© (4—2) Рт т Б, (— (4—2)? 1) с Te, (А 2) с сз O тз r, , (Q —2)2 r, 十 

r3 (4—2) с, сз DO Q 2), з, AHI Бс, сз. TEB AI— A 相抵 于 
Фіае{1,1,1,1,(4 — 2), (4 — 2)* (4 +1), 


所 以 т(А) = Q — 2) A + 1). 
于 是 知 A BJ Jordan 标准 形 中 ,相对 特征 值 2 WP KF MI 4 阶 的 , 故 ];(2) 中 一 个 1 阶 
块 ,一 个 4 Br h. 

56. МУЖЕ E n 阶 方 阵 ,N" 二 0 而 N"' 关 0. ЕВ. 不 存在 nn Л А 使 
A:=N. 


证 由 和 N" 二 0 一 和 "= 二 0, 所 以 NN 的 特征 值 全 为 0. 又 N”! 关 0, 故 NN 的 极 小 多 项 式 
MA) 一 人" , 故 知 N 的 Jordan 标准 形 为 


1 0 
显然 r(N)S=r(J)=n—l. 要 A =N, УЯ detA =detN=0, W А 的 特征 值 也 全 为 0, 因 此 ， 
A 的 Jordan 标准 形 为 
Ju (0) 


ЈА = | . ° s> 1, 


J. (0) 

其 中 Ja (0228 Jordan Ж, Ж  гт(А)=г(/)=ял—5,4## r(J2)<n— s<n—1=r(J), ВМ 
r( A< r(N), В А? 5 №. Br ff # n BEF А, A: = N. 

57. 议 N. 与 N, 为 域 下 上 6 27 ЕЕ, 8 i Ej Bj Ж ДУ Ж ЛИЛ, IE FF (Oy А Ж 
В Вр Ах = 0 的 解 空 间 维 数 ). 证 明 Ni 与 №, 相似 . 举例 说 明 这 对 7 阶 方 阵 不 成 立 . 

证 ”由 已 知 Ni 与 N, EREHE, Ы Ni 与 N, 的 特征 值 相同 (全 为 0) ;由 零度 同 ， 
A Ni 与 N: 的 属于 特征 值 0 的 特征 子 空间 的 维 数 相同 , 故 Jordan 块 的 个 数 相同 ;由 极 小 
多 项 式 同 知 N, 与 N, 的 Jordan 标准 形 中 最 大 Jordan 块 的 阶 数 同 . 于 是 

(1) Æ mA) = А46, (пим, = па], 一 1) 则 
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М, ~ E ' ~ Nz; 


1 O 
(2) Ж т(А) =А°, (nullN, = 2) lJ 
Ü 
1 . 
М, ~ КУ >, — №, ; 
1 O 
0 


О 
1 
М, ~ | | N ~ N; ; 

:0 
: 0 

0 x 

] . 

或 М, ~ ] N ~ №, ; 
0 0 
1 O 
前 者 nullN, =3, № пим, = 2. 
О 0 
1 0 
1 0 Ü 
1 0 
0 1] 0 
Ji — ° J; 一 Ü ° J; — 
0 0 0 
0 
0 1 0 
] O 
| 0 1 O | 1 0 
null], 一 4， IJ =2. 
i nullJ 一 3， nui, 
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0 0 


null] =3, nullJ,=4, null J. 一 5. 
由 以 上 易 知 对 6 阶 方 阵 ( 其 特征 值 为 0) 最 小 多 项 式 和 零度 决定 了 唯一 的 Jordan Ж. 所 以 
М, 5 N, 相似 . | | 
而 对 于 7 ИЕ y EE, 24 т(А) =А° ,nullN=3 时 ,有 两 个 Jordan 形 满 足 此 条 件 
0 0 


0 
===... жт о жоп я жол ош i=... ы =ош ы ы ш олы ш ай ш ш ш шош шош шош сы 


„= == =т= = лош = = чоч чүт шош =ош =шошото тоңот оєототото тош тошт ош ошо т 


因为 Ji 不 相似 于 J ,所 以 不 能 保证 有 М, 相似 于 М. 
58. 利用 上 题 及 Jordan 形 证 明 以 下 命题 ; 设 A УВЕ Ел 阶 方 阵 , 有 相同 的 特 
征 多 项 式 f= (АА, 9... QA A, ,也 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 设 A— AI 5 Bal 有 相同 
的 零度 , 且 d KOIK), M A -5 B 相似 . 
证 A 5 B 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 分 别 为 
РСА) = (А А) QQ — AD), 
MA) = (А — А.) (А А4), к< d, < 6, 
把 А,В 分 别 看 成 线性 变换 4, BEV 中 某 基 下 的 方 阵 表 示 , 故 有 准 素 分 解 
V=U Ф: GU,, 
其 中 U, = Кег(А А)" SEV (e, ЖЕШ  У—>У/,) Z (25 ФЕ U, 上 的 限制 <¿ (3,) 的 特征 多 
项 式 和 极 小 多 项 式 分 别 为 (一 人)4 (АА). (级) 的 方 阵 表 示 为 A;(B,), 则 А,, B, їй 
E 57 题 条 件 : (1) 有 相同 的 特征 值 ; (2) 有 相同 的 特征 子 空间 (二 null(A 一 4;1) = null (B 
一 A 了 )) ,所 以 Ja, ADP Jordan 块 的 个 数 相同 ;(3) 最 小 多 项 式 相同 一 最 大 Jordan 块 的 阶 
数 相 同 , 故 А, 相似 于 В,. 而 由 准 素 分 解 有 


A, 
A~ | . 
A, 


А, 
又 A,— B, , Br UJ | КУ |- 
A, 


59. 证 明 复 方 阵 A 的 转 置 A 与 A 相似 . 
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证 ЖА B) Jordan WERA J, iAP i Р, B š 


Л, 


J = PAP `! = ' , (J: A Jordan №) 


则 


J! — (Рт) ATPT — 


J; 


ШЕЕ A 与 A 相似 ,只 要 证 J 与 了 相似 ,也 即 只 要 证 ЈГ 5 J, 相似 . 记 


] 


了 一 | ., ° [mM H: =1, и H, = H. 


因 为 H, J.H, = 


H, 


WE H ''J'H= J, AT 相似 于 A. 


| 60. 18 N 为 3 阶 寡 零 方 阵 , 知 设 A=I++N-—+N,M А? = I+ N. 2S 1 Hh uE BJ ; 


n ЙЖ&=МЛРЕМ,Н y E A А? = I+ N. 
证 = NEKREDE EN, A 


1 | 


1 


1 2 
А (IT yN- 5N) = 1+ + м+м TN — +N = I+ N. 


64 


以 上 用 到 № =N*'=0. 4 N Æn NERDEN, 
A = I+daN+a,N 十 … 十 a N", 
Bl) 
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А? = I+ a; № + a; № +a № +“ +a i N 十 
+2a N+ 2а, N+ 2а: № + 2а, № +2a; N? +2a N? +e + 2a, 1 N” 十 
+ 2a,a N + 2ауаз № 2а, а,  N°+ 2a,a  NS+- + + 20а, N” + 
+ 2а5аз N° + 2a;a, NÉ +++ 


十 2a, 2 (rn 一 ] №”? 


故 要 2 一 了 十 N， 
须 有 
йүс 1. 一 Zia; 一 一 二 ,as 一 一 41C2 = = ,а4 = — ааз — lu = —_ y 
2 2 8 16 2 128 
所 以 А = 1+ 5м N + м — D Nt +... 
2 8 16 128 
61. WH: 每 个 可 道 复方 阵 M 均 有 平方 根 ( 即 有 方 阵 A 使 A: 一 M). 
证 方法 1 令 
0 0 
А7) 1 
N = , N, = ÀN = 
A 0 1 O 
则 由 60 ЖШ 3 A А? = I+ N—AA2=.A1I-+AN B 
ОАА) = AI +N, = J, 
故 每 个 特征 值 非 零 的 Jordan 块 都 有 平方 根 . 
对 可 北方 阵 M, 可 逆 阵 Р 使 得 
е. 
PMP — . | 
J , Q.) 
其 中 J, =А I+ N, 是 特征 值 4; 的 Jordan 块 ,i=1,…,s, 目 由 M Eu ñ EE 81 AZ 006; =1, 
4,5) УД 
J Qu) 
J.Q.) 
B: 
| `. e = PB? P`” = (РВР-!)?. 
B; 


方法 2 М 的 Jordan ЖЖ J KETE Р 使 


Ј Qı) 
M = PJP” -r| +. & 
J.Q.) 


心 
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(VA) 


B= e, , 则 В? ~ J. 
J, (VAs) 
事实 上 只 要 证 (J; (AD ЈА), ВЫЕ 
À: | VA А, 
2 VA; `. 11 >” _ | 
1 上 ES `. СА e Ka 
1 24/4; А; 1 ХА 1 А 


显然 (1) 它们 的 特征 值 相同 ;(2) 左边 方 阵 属 于 特征 值 A, 的 特征 子 空间 是 1 维 的 ,所 以 其 
Jordan 标准 形 只 有 一 个 Jordan $, W CACAD ~J: Qu), FEAN Wi Q, 使 
Q; ' (JAA) Q5]: A). I | 
Q = diagtQ ,QQ ,*,Q,), 
Шов, HS 
ОВО = J = РМР, 
W РО 'В' QP SM, % S=QP , 则 有 
5. В°5 = (57 В5)? = М. uE tE. 
62. 设 


1 O 
为 14 阶 方 阵 , 求 N: 的 Jordan 标准 形 J.R P PN P= J. 
Ж j N: = A. ЖА 的 特征 值 全 为 0. 因为 r(A) 二 10, 所 以 ату, =4, А 的 属于 
特征 值 0 的 特征 子 空间 是 4 维 的 , 故 J 8 4 个 Jordan №. 
因为 r(4 ) 王 0 一 r( 太 ) 王 0, 所 以 每 个 Jordan 块 的 阶 数 委 4. 又 *(43) 一 2, 故 了 有 两 个 
4 阶 块 ,由 A 是 14 阶 方 阵 , 故 易 算 得 男 两 块 是 3 阶 块 . 即 
J. 
J. 
J: 
J. 
w PP 二 (Pi,P;,…,Pu), 由 P'AP=J 一 AP=PJ, 知 应 有 如 下 4 个 Jordan $$.: 
(1) AP, =P, ,AP,= P, ,AP, =P, ,AP,=0; 
(2) АР, =P, ,AP, =P, ,AP, =Р,,АР, =0; 
(3) AP, =P, AP o =P, , AP, = 0; 
(4) AP, =P ,AP, =Р,,,АР,, =0. 
因为 对 目 然 基 e) ,e; ,… ,eu 有 
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Ае, = es , Ae, = e; ,Åe, = e, , Ae, = €g, Åe; = ез, 
Ae, = еу, ‚Дет = eu ‚ Ае» = е ‚Деу = ез ‚Ае = е; › 
Ае \, = Ае: = Aei; = Ае = 0. 

故 取 Р, =e , P. =e, P =ез, Ри = ë 则 得 上 述 4 个 Jordan ВЕ, В 
Р = (е ,е5 > 9 »ез эё э @6 э ёт sE ез 967 s 11 з е4 ев seiz). 


63. Ж FIIS A ТЕС Eñ Jordan 标准 形 J , HRR DE PEP АР=]. 


2 1 3 2 —1 一 上 0 1 0 
(1) f 2 —1|;(2) | 2 —1 s —4 4 O|; 
о 0 2 — 1] 1 2 一 2 1 2 
2 6 —15 9 —6 —2 4 6 —15 
(4) |1 1 a 18 —12 一 31; (6) 11 3 — 5]; 
1 2 — 6 18 一 9 — $ 1 2 — 4 
0 —4 0 12 一 6 —2 4 —5 2 
(7) |1 一 4 01:68) 18 一 9 —3|;(9) |5 —7 31; 
1 一 2 —2 18 —9 —3 6 —9 4 
1 —3 0 3 
1 —3 3 1 —3 4 
—2 —6 0 13 
(10) |—2 一 6 13|;(11) 4 —7 8|;(12) ; 
0 —3 1 3 
—] 一 4 8 6 一 7 
一 上 —4 0 8 
—] 0 0 
0 0 
(13) . 
5 —3 
4 —1 3 —1 


R (1) БЖ. REA A= (ZER), 又 因为 r(J—2D =r(A—2D =2,Pr P, А W 
Jordan 标准 形 是 


解 齐 次 线性 方程 组 (A 一 21)x=0, 得 х = (1,0,0), НСА 20) х= z; >r: = (0,1,0)7, 
НЕЁ (A—2Dz==x;j—z = (0,0, 1), JS 


0 0 1 
Р = (zl yz yzy) = 0 1 O|,WMJ P © AP = J. 
—1 0 0 
(2) ЗГ А1— A 做 初等 变换 
A = 2 1 1 0 0 ] 
(D D 
iT 一 A 王 | 一 2 A+1 2 |—>»|— 204 — 1) А = 1 0 | 一 一 
1 一 1 4—2 — (4—1)? 一 (一 1) 0 
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Ü 0 1 1 
D 
— (à? — 1) 0 0 (A — 1)? 


@ — cs + c; ,一 (人 一 2)c3 十 ci , 一 27] + r; ,一 人 一 2)7 Fr ; @) дє» 十 ci |, ДЕ; + ғ; ; (3) с $ 


C1 C3. 


和 的 初等 因子 为 (1 一 1), A1), AA A 相似 于 


] 
1 


и! P= (x=, sT? ‚жу, HEP 22 3 T3 应 为 特征 向 量 , 满 足 Azrx=x—(A—I)=x==0, 


1 一 上 —1 1—1 —1 
ШЕ ak | i 
— |] 1 1 


О 0 0 


— 1 1 
所 以 ЕЕ 
1 0 


(А —– х= x; ‚1% | —(0,0,1)' , 


0 —1 1 
所 以 P 一 一 2 1|,] РАР =J. 
1 10 
(3) А 的 特征 多 项 式 为 РОА) = (4—2), А2. ХТА —2р =107—2р) =1, 
2 —2 1 0 
所 以 Ј= 11 2 注意 А 21 = | 一 4 2 i 
2 —2 1 O 
解 (A 一 21)x=0, 得 х, = (1,2,1)7, х = (0,0,1), 8 (А 20) х= x, 8 2 = (0,1,0)7, 
0 1 O 
故 取 P = | 2 | 则 P 'AP = J. 
0 1 1 


(4) detQAI 一 A) 二 QQ 十 1);, 故 特征 和 值 为 A 二 一 1, 又 


3 6 一 15 
DArD = 2 | 
1 2 一 5 


一 1 
所 以 J = 1 —1 | 
一 1 


А р(х, tsx), Hi P 'AP= ЈАР = Р], і Ду, T2 9 23 Л E ( A + DI) x, — Дә» 
(А+ Dz, =0,(A+ D+, =0. (А + D z=0 得 Z 一 cl1(5,0,1) +c (—2,1,0)!1,c c; € C 
JK х =(3,1,1)!,z,=(—2,1,0)1, VW(A+I]D<xz=x, ,48 х =(1,0,0)1. 
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1 3 —2 


所 以 P= |O 1 11,1% P 1AP = J. 
O 1 0 
(5) det AI— А) =А4° +94? +27427 = (4+3)°, i a= — 3. 因为 r(A 十 3 了 ==1， 
— 3 
所 以 J=) 1 一 3 ; 
一 3 


令 Р= (21,22,23), H P ''AP=J—AP=PJ #1 х,,2з 为 特征 向 量 ,zi 与 zs 构成 一 Jor- 
dan 链 , 解 得 


0 2 > 
Р = 0 3 1 
—1 3 0 
A—4 —6 15 0 2(1—A) А —1 
Р, P; 
(6) Е д— З 5 =» 0 A 人 一 1 ] —A wu 
—1 —2 )+4 ` [—1 0 0 | 
0 0 (4—1)? 1 
| 0 4—1 0 — 人 一 ] 
—A 0 0 (4—1)? 
其 中 
1] O 4—4 1 2 0 — ] 
Р, = |0 ] — 1 9 Р, = |0 1 0 ° Р, -一 1 
0 0. 1 О 0 1 1 
1 
所 以 J = 1 
11 
À — 1 ~ [А—1 
Р, 
(AI — J) = 人 一 | — 0 (À 一 1) 
Q, 
—] 4—1 — 1 0 
~ [1 
Р; 
— А—1 
Š 
í (А — 1)? 
其 中 
1 0 0 —1 
P, 一 一 1 À — ] ‚ Р, = 1 0 0 ° 
1 О 1 $ 
‚ P Q) —K А 
所 以 АГ 一 人 一 ”7 一 了 PQ) = Р, P. Р,Р,Р,, 
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1 一 4 —2 110 0 —1 —2 1 3 
Р! (А) = P+: P7 Ps! + P, Р; -1 1 01/11 o 0 |=| 10 1|. 
—1 0 0}\0 1 4—1 0 0 1 
—2 1 3 
所 以 P = 1 0 1|,WJ РАР = J. 
0 0 1 
一 2 1 2 0 
(7) J = 1 一 2 , Р=|0 1 O|. 
—2 0 1 1 
: ‚1 
0 —1 3 0 
0 —1 1 1 
(9) Ј= |1 O —1 2 ү 
1 3 1 
1 0 O 10 6 3 
ao s= 1 ol, P= —1 0 il. 
0 1 1 1 1 1 
-1 00 0 1 > 
а -1 0|, P| „ 1 |. 
о 03 1 1 1 
A—1 3 0 一 3 0 一 4 十 7 0 —/%+9,—11 
А+6 0 —13 0 A—2 0 3—2) 
(12) А-А = — , 
3 A—1 —3 0 3 1 一 1 一 3 
1 4 0 A—8 i 0 0 0 
0 0 —Q— DG) Q—DG—2 уун 
lo 0 —-@—1)(4—2) 1—4 ША А1 
q, Q, 1 
0 1 0 0 | 
1 O 0 0 
其 中 
1 0 0 一 QQ 一 1) 1! 9 77 о 1 4—4 0 0 
р — 1 0 —2 p= l к 0 р —1 0 0 | 
1 0 Е 0 1 0 
1 1 


所 以 Ј = | 1 
1 1 
以 下 求 P KAA- D: = (J — D: =0, Ш +- >= [B] Н} 25. 
1 0 0 О 
О 1 0 Е 0 
Qi — О 202 一 О s Q3 — 1 ° с — 0 ° 
0 0 0 1 
0 一 3 0 37] [1 0 0 3 
—2 —7 0 13! 10 — 2 2 ] 
(А— De, = = ‚ (A— D = , 
0 一 3 0 3110 0 3 
一 一 4 0 73 LO — 1 — 1 ] 
3 3 
1 | 1 
(А — D з 二 0; Х(А — Газ = 0, В оз 和 3 是 特征 问 量 . 
1 1 
O 1 0 3 
故 取 P = (оз,о (A — Dai, (A — Dm) = ° = | 
1 O о 3 
0 0 —1 1 
д — З 1 0 0 
13) |41—А|= —1 A—1 0 0 - ] Ia 3 x 
— З 0 A 一 上 3 —] А-1 一 3 A 十 ] 
— 4 1 —3 А-1 
一 (1 一 2)4， 
又 TUA 一 2 门 一 2, 故 
1 0 1 
1 2 1 —1 1 
J = 2 Р = 0 0 一: 
1 2 1 1 = 0 


64. >K F? X-B ҤНҤ AE HEER MEJE : 
解 在 做 初等 变换 中 ;符号 “<>” RAIT CRAIDH rc 分 别 表示 第 i 行 , 第 ] 
列 ;ari 十 rj laite RRE i 行 ( 列 ) 的 a 倍加 到 第 ; 行 ( 列 ) 上 去 ;br;(bc;) 表 示 第 i 行 ( 列 ) 


Ж b. 
(0 Р ЫЛ TI | 
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1) — àri Fr , —c À +c; (2) ү, Cy ”C. 


о [А A 十 1 JI 0 т а! | 
А+1 22 十 21 十 1 (十 1)(2 一 12)》 0 AFD 042—2) 3 


D —(A+1)> Tr. ， — (4—1)с с; ; (2) С = Сә». Сә. 


(з) Ё 0 [нр À 4 A ү; л+л 0 Ë | 
0 A 十 5 0 A 十 5 一 人 5 А(А+ 5) 


0 5 
42 —1 0 © ГА2—1 24—11 © 
w | 一 | | 


0 2-1) 0 А-1) 

和 一 ] 4—1 1 @ PRIDA 0 @ 
роз РЕНЕ! 0 ар 
kas | 

(А+1) Q — D’ 
Ф are; @ Q 3) Tr; © TQ +n +i ‚ 47; (4) Tcr» Co Cis Tr. 
A+1 十 1 A ` 2 2 А-А 
(5) |3А—1 342—1 a 2 2 дд 
А-1 А-1 À —1 712 一 1 à 
2 0 0 


2 1 2 2 
О А-А — AQ 1) 十 人 | 一 一 0 à 


Ü О Ü 0 


(D Үз +r , — 3r, +r ; @ — ү + r> ‚—-;(А—1)л +r, ° C] +c, =A Ac: + 


Caro Orn; © Frog 10е ез 10е озсо, 
A—2 —1 0 0 — ] 0 1 Ü 0 
Ф Ф 
(6) 0 л—2 —1 |— | (4—2)? 0 —1|——>|0 (4—2) 一 ] 
О O д — 2 0 О д2 0 (4—2)? 0 
1 O 0 
@ 
— |() | 0 
0 0 (Q —2) 


Ф) (4—2) с, 十 ci , (À —2)r, + r, ; Q) Ci C23 Гү ‚(А—2)т; +r; 
(9) (A — 2) c; 十 cy y — сз |, Cs €> Co АЕТ 


65. sumi a- РО) ОС) POO AQCA ЖЕЕ: 


和 A 一 24 十 3 A 一 A 十 2 6 A 十 5 


P3 Р, 


6 


Р, k 0 | 
0 (2+1) Q —1) J 
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Р(А) =P, P, P, P : © | ! с] 
H assasi S —А+3 4 一 2 


6 一 (2 十 1) 


1 1 
-| =B- ZA И! 
一 A 十 2X 一 3 А — АФ 4 


— 1 
ga + 5) 


$ 


QQA) =Q, = | 
0 1 


1 0 
РО) АО О) =| | | 
0 А-1 


А-ДА АА +ÀA+ 2 A + 4) + 4À P, 
> A= | = 


A 十 5 十 8A 十 54 十 2 А 4-54? 8А +4 

A (A 十 2 六 十 (CA 十 2) AQ 十 2)?1 > 4+2 0 Е 
| AA 2) (4+2)? ахау (4+2): Е 
4+2 
| джау! 
其 中 


Р, = | 1 Ер а= [ i 
(ро о 177 7—4 1J 


1+À А 1 0 À + 2 
iros -mpaa А [1 9] | 
所 以 POA АОСА? 2 Ру АС), _1 | —} 1 (À + 2)? 


66. 对 下 列 方 阵 A, 求 41 一 A 的 相抵 标准 形 ,从 而 求 出 其 不 变 因子 ， 

3 2 —5 6 20 —34 
А = 6 — 10 6 32 ы 

1 2 —3 4 20 —32 

6 一 15 37 一 20 一 4 

- a Б Е -a 

2 119 一 70 —11J ` 

6 —15 1 —3 3 —13 —70 119 

3 sha- Е 一 6 ec- Е — 19 и, 

2 


一 < 
一 | 一 4 8 一 4 — 20 35 


‚ А„ = 


| 


— 4 
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l4 —2 —7 —1 4 10 一 19 4 
20 一 2 —11 一 2 1 6 —8 3 
D, = ‚ Р, = H 
19 —3 —9 —1 1 4 —6 2 
— 6 1 3 1 0 —1 1 0 
41 —4 一 26 一 了 7 
14 一 13 一 91 一 18 
D, = . 
40 一 4 一 25 —8 
0 0 0 1 
1 一 3 —2 5 0 4—2A 12 一 4 
Ф D 
(1) àAI—A = | —2 A—6 10 |—— | 0 A—2 4—24 | 一 一 ~ 
—] 一 2 1 十 3 一 1 0 0 
0 0 (А—2)* _ ] 
0 4—2 0 — (4—2) 
— 1] 0 0 (4—2)? 


НФ —2r; р, (А-3) Fri, —2c Бс, (А3) с +c, 3 О) 2r 十 站 ,2c е3) 一 cl， 
r, >r. 


故 А, 的 不 变 因 于 为 1, (一 2》, (4 一 2)”. 


1 __ 
1—6 —20 34 , 0 502—4) 7 AF28) Q 2) 
D 


2) AI—A:= | 一 — — 
(2) АТ—А, 6 A—32 51 O 4—2 32А) 


—4 一 20 人 十 32 
— 4 О Ü 


0 о (дуг 1 
4 @ 
0 4—2 0 4 一 i 
— 2 


其 中 各 步 所 做 的 变换 是 : D — 5с, + с; аа +r. tr ; 2) Ər? +r; ° 


3 1 
БА: + cs ; (3) С ‚4с$ , 11 € >r. 


4 
Ж А, 的 不 变 因 子 为 1, (4 一 2), (4 一 2)?. 
4—6 一 6 15 " 0 6—24 А*'—44А-+3 > 
(3) AI—B;=|—1 A—5 5 | 一 一 | 0 4—3 3 一 人 I 
一 1 一 2 A+2 — 1 0 0 
0 0 (24-3)? 1 0 0 
0 2—3 0 2. 0 1 一 3 0 
一 1 0 0 0 0 (04-3) 


各 步 初等 变换 为 ， @ КЕ +, (À — 6) 7; + r, 一 2є, Hez, (4+2) с; + єз; Q) С сз, 
2r: Fri 10) Үз s ri < rj. 
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故 B: 的 不 变 因 子 为 ]， 4 一 3， (4—3). 


4—37 20 4 0 ° 
(4) MT 一 B,=| -34 )+17 4 | 3 一 А-3 0| 2 
—119 70 A+1l А 1264—69 15 一 5 0 
0 о 4 
| 0 =з ој. 
2023 0 0 (A—3)? 


初等 变换 为 : D -ntr 2А, +r s — 5c +a, 0, +c; Q C2 +c ‚97 Fr; 


1 
Ө 47! , — År, sC] C3 


故 B, 的 不 变 因子 为 ]，X 一 3， (1 一 3)2. 


A—4 —6 15 А 0 2—24 А42—1 А 
(5)41—С=|—1 А-3 5 |—]| 0 4—1 一 人 十 1| 一 > 
—1 一 2 +4 — 1 0 0 
0 0 aI) Д 1 0 0 
0 4—1 0 — {0 4—1 0 
—1 0 0 0 0 (4—1) 


所 做 初等 变换 为 : 1 — r; т\,(А— 4)» Frs — 28 + c; , (QA Ñ+ 4) с + c, ; O Co 十 ca， 


27, Fr, ; @ Cy Кылы ЕР 


故 C 的 不 变 因 子 为 1， 4—1, (一 1)2， 


4—1 3 一 3 „ P 7—4À —А*#+94—11 
(6)41—С;,=| 2 А+6 —13|——|0 4—2 3—24 一 一 > 

1 4 121—8 1 0 0 

0 7—44 一 外 十 4 十 3 > 0 —@Q—1): 0 

0 4—2 —1 — 0 0 一 ] | 一 一 

1 0 0 1 0 0 

1 

1 
(А—1)Ў 


所 做 的 初等 变换 为 : 一 2rs 十 rz ,一 GA 一 Drs 十 ni ;一 4c1 十 cz ,一 (A 一 8)ci 十 c3;@ 2c, + 
cs s (3) (4—2) сз +c; СА А-3), + r, ; @ Гоу Tri Co C3 oT Ors, 


所 以 C, 的 不 变 因 子 为 1,1,(A 一 1)3. 
一 A 十 22A4 一 21 


A 二 13 70 —119 0 5—54 
(DAI—CG=| 4 atig —34 12 4 Ê, 
" , ,0 O A—1 1—4 

1 一 35 1 O ° 
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o о 21-1) П 
4 @ _, 
0 A—1 0 | À 


ту? 
4 0 (A — 1) 


D rs + r> ° — TQ T13) +r 5 — 5с +c $ —- (4—35) + сз ; @) Сә + с» , 972 十 ri H 


1 


@ т" ‚Ау. 
所 以 C, 的 不 变 因 子 为 1,(4 一 1),(4 一 1)”， 
A—]4 2 7 1 
(8) Ар. = —20 А2 11 2 КИ 
— 19 3 2+9 1 
6 —] —3 24-1 
0 0 0 1 
8 — 24 Д = 2 —3 01 © 
一 5 一 》 1 +2 O| 
一 人 2 十 15 一 8 1—24 4—7А 0 
0 0 0 1 0 0 1 
入 十 1 一 2 0 1 一 A 0| © 4—1 0 oj @ 
0 1 0 0 lo 1 0 ol 
—3(A—1)2 0 204—1)? 0 0 0 一 (一 1)” 0 
1 
1 
1 一 ] 
(А—1)Ў 


1) — 2r ро — ri r, —(A—1)ri tris — Tc, +c, —2c, + c; ,一 (一 14)c 十 cl ; 
(2) —(А— 2)» +r, ,(2A— Dr, + ғ, (4+2) с, 十 cs 9 (5+А) с, +c. ; (3) C3 十 ci ‚(СА 1Эс, + 
ca AS Ira tra; @ ci Ci Сз y Ca >C, rs 973. 


故 Di 的 不 变 因子 为 1,1,4 一 1,C4 一 1).. 


A—4 一 10 19 一 4 一 4 0 9 104—4 

—1 A—6 8 —3| o |—1 0 А+2 一 入 十 6 一 3| @ 

(9) А1— D, = — _ 

—] —4 А6 —2 一 ] 0 2+2 44 — 2 

0 1 —1 A 0 1 0 0 

0 0 (4—1)? 444—1)? 1 

0 0 0 —(А—1)*|] © 1 

-10 0 ° | (4—1) 

0 1 0 0 (8—1)? 


D с сз, — Ас dc dri Hrs (A—6)r,+r;,10r, pri; Q —r +r: (AS Ar tr, 
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(1 一 2)c сз, (414 一 2)cl Бс, 3 O 47 Fris Urs ri 03 Tr ro eri. 
故 D, 的 不 变 因 子 为 1,1,(4 一 1)*, (4—1). 
А— 41 4 26 7 
一 14 A 二 13 91 18 Ф 
-40 4 a+ в | 
0 0 0 А—1 
8A— 48 4 33 — ТА О 
18) 一 32 А+13 109—184 0| ё 
тыы: 
Ü 


(10) AI— D, = 


Ü Ü 0 
a~’ О —(4А—1)* 


0 4 0 Ü 
一 22 十 4 十 124 0 Ta- 0 


0 0 0 1 
(А—1)? 0 —@Q—1) 0 


0 4 0 0 
126 0 0 012 
0 0 0 ] | 一 一 ~ 
_ 2 
0 0 4—2) (А2 — 24—503) 0 


0 0 
0 0 

1 0 

О (4—1) (af — 24 — 503) 
kk D, 的 不 变 因 子 为 1,1,1,GQ 一 1)2(12 一 24 一 503). 


所 做 初等 变换 为 ; 
D —ri tr, — 18r; trz, 7 dri, СА lrstr, СА 1) с Fez, (A—1)c ta; 


40 
Со DO O н 
O Ф m Ф 


1 (зз туса: c 十 ,2r +r, 


@ +18) +r 204—6) а, = п 


1 1 1 1 
ТЕА 1) r 十 六 EC 24 503) с +c; ; @) 504c; x C3 €> C а "12672 Tahad , 


67. 对 第 66 题 中 的 方 阵 А, 与 A, 是否 相似 ? 同样 ,B;,C;,D; 是 否 相 似 ? 

解 ” 由 定理 7.12:; FE EJEA 5 B HfËl=A1I—A 5 AI—B 相抵 (在 F[ A] F). 再 利 
用 66 题 计 算 结 果 知 ， 

A, 与 A, 相似 ;Bi 与 В, 相似 ;Ci 与 C 相似 . 

68. 对 第 66 MPRA A RETE AE PORA UE PA GQ I— А)ОСЛ) 9 
47 一 4 的 相抵 标准 形 . 

解 (1) 对 Al 
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1 1 д = 3 1 2 1 
а | 1 1 в) 1 | 
1 1 1 1 
1 一 < 1 À + 3 1 — 1 
a -| 1 la -| ] а | 1 а | 1 | 
1 1 1 1 
1 1 0 4—3 1 
所 以 POA) а 1 "| 1 -2 |=| 1 -| 
1 2 0 ] 1 2 人 一/ 


1—2 A+3] —1 —] —2 4—1 
ОСА) =Q G Q. Q = | 1 О | 1 |- | 1 2 | 
1 1 ] 


1 
P(A) ЛЕ — A QQA) = | A — 2 | 
(4— 2) 


(2) 对 A; 
l 1 == 1 5 1 
3 
P, = 1 у ‚ Р. = 1 са 1 ЕҢ 1 | 
] 1 1 ] 
| ‚ 0 4 十 32 1 1 
4 з 4 
С), 一 一 | 1 É 一 一 1 О ‚ С)» = 1 5 ‚ Q. = 1 
l 1 1 4 
1 O À — 6 1 
` 4 3 
P(A) | 1 ] 1 _ 3 -一 2 ? 
1 5 2 |$ 436 
1 4 
A+32 |—_ 1 _1 _ 
1 9 1 1 о 0 i 5 AT? 
QQ) = ©, С), С); Q, -一 1 0 1 6 一 1 6 ° 
] 4 4 
] 
POA СА — A; )QQ ) = A 一 2 | 
(À — 2)° 
(3) 对 В, 
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l 1 4—6 1 2 — 1 
P=| 1 —1|,Р,=| 1 ,P=| 1 |,P=| 1 
1 1 1 l 
1 —2 1  a+2 1 
С, = 1 ‚© = 1 ‚Q = 1 lj; 
l 1 1 
пп 0 4—6 — 1 
Р(А) =Р,Р,Р,Р,=| 1 0 1 —1 |=) 1 -1|， 
1 2 O l 1 2 1 一 8 
1 —2 А+21П 00 m —2 À 
QQ) =QQ:Q; = 1 O 1 1|= 1 11, 
1 1 1 
1 2 —4—217П —2 1 П 
PO)QI—B)QQ)= | 2-3 3-2 | 1 1|=| à2—3 
(А — 3) 1 (А — 3)? 
(4) X; В, 
‚ 1 
869 P=) ° 1 | р= (01 |, 
| 1 А+11 0 1 5 1 
4 
P, = 1 ; Q, = |0 1 ° 
_, 0 —5 1 
l 1 
Q= ° t |q =l] 1 | | 
-23 0 1 | | 
1 | 1 
рд) =! | Ti d |= ` А 
А+ 11 0 1 
—20 一 4 4 А+31 —20 —4 
l ‚ 1 
QQ) =QQQQ = | ° ! 1 1|= Í | 
一 -5 111 o o) h —5 сл 
1 
POV OT — В,)ООд) = f д3 | 
0 0 (А — 3)° 
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(5) 对 C 有 


11 0 4—4 1 
| 1 | 1 || 1 "i 
1 2 0 1 1 2 А—6 
1 —2 А+{4][Г—1 0 0 —1 一 2 А+2 
а Si a- 1 


l l l 


9 


| 1 
РСА) QI — С) 9А) = | A —1 | 
(А—1)* 


(6) 对 C, 有 


1 1 — (А — 1) 1 -А+А+З 
p =| l m=] 1 | p=] 1 | 
] 1 1 


1 —4 1 0 一 人 一 8) 1 0 0 

[Ое Те 
1 1 1 

1 1 
Бый 

0 4—2 1 1 O 

| 1 

РО) = Ps P, P, P:P, -| — 1 2 | 
—1 和 一 A 一 3 — 24? + ЗА + 5 
一 人 Саза | 


QA) =Q 6, 6,0, Q; = Í 2 2А — З 
0 ] A — 2 


1 4 À — 8 1 

POA (АІ — C. )QOQ O) = f 2—À 2А — З ө = | 1 | 
0 Q—1 —2Q — 1) (À — I’ 
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(7) 对 C, 有 


1 1 0 一 人 1 5 
| || — ] ‚ Р, = 1 0 ‚ Р, = 1 
1 0 1 
P, = 1 ‚Р; = 1 $ 
1 
T l 
a =| 1 Q, = 1 ‚С, = 0 1 
1 А 0 0 1 
1 Е 15 一 人 
4 l š 4 
一 4 一 20 和 十 33 1 
1 5 ш 1 
Р(А) (AI —С;)ОО) = 1— 1 14 ОСА) = 1 一 1 
_ 2 
| (д1) a= 1) 
(8) Рр, 有 
1 1 1 
—2 1 1 2—A 0 1 
Р, = ‚ Р, = ‚ P, = 
— 1 1 1 1 0 
]—A 1 21 一 1] 1 А = 1 
1 1 
1 5 十 A 1 一 A 一 2 
四 ] ‚С = 1 , 
14—А 一 2 —7 1 1 
1 0 A+1 0 0 0 1 0 
Q. = 0 1 0 0 Q 0 1 O 0 
то +2 ol% lo о o —1!' 
0 0 0 ] 1 0 0 0 
1 
— 1 0 
РОД) = , 
А — 4 1 2—4 
8446 А-1 А 5. —3 1 
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0 1 一 人 一 | 


0 1 3 — 24 — 1 
QQ)— 1 о | 
1 一 2 1 一 A А4*—24-+2 
1 
POA САТ — D. QQ) = 
А—1 
(À — 1)’ 
(9) 对 D, 有 
1 10 1 А—4 9 T} 9 
1 6—A 1 一 1 0 1 
Р, = ‚Р, = 1: = | 
1 4 1 1 9 
1 1 0 — о 
1 1 0 2+2 44-2 
1 1 —A 1 
.- | ‚ Q} ] , 
1 1 
0 -1 一 4 
1 1 一 8 2 
0 一 1 1 А-2 
l 0 2+2 4—2 
ú 1 1 — А 
QQ) = 1 0 ? 
1 
1 0 0 О 
РСА) (АГ — D:)QQ) = (д 1)? 0 
(А — 1) 
(10) Р, 有 
0 > 1 l 0 Q O 
| 0 1 0 2 
P. = + ° ， Ps = |0 0 1 opis 1 0| 
— (A — 1): 
1 | 0 a- ) 0 1 | 1 
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l 1 —1 1 
, 一 4 十 1 1 p i —18 p _ 0 1 
3 一 ‚ 9 2 一 ] H і — _ 1 0 1 $ 
| 1 一 人 1 0 0 0 1 
1 1 1 0 1 O 
l 12—2д 1 {А233 1 0 O 
Q, = Q. = 1 ‚ Q, = 
1 А 1 O 
1 入 二 一 人 1 | 1 
д? — 24 — 503 
1 O у 0 1 1 
1 1 
С), = 1 0 0 ‚› Q; = ‚› Q, = $ 
| 0 504 0 1 
| 1 1 O 
— _1_ 27—, 1 
63 126 504 63 
7 
2 0 一 — 0 
P(A) = 4 ; 
— 1 0 1 0 
_ 5(A 一 1)” — (4—1)? (A—1)'— 2644 — 1) _, _ (A —1 у 
А— 1+ 3 126 504 1—4 63 Ti 
1 0 0 (А — 1)? 
12—24 1 0 (12—24) (4—1)? + 126(7А — 33) 
QCA) = ; 
0 0 504 
1 一 1 0 1 (1 一 1)3 一 504( — 1) 


1 
POA GI — Рз) ХА) = 
СА — 1)? (А — 2А — 503) 


69. 对 第 66 题 中 相似 的 方 阵 Mi 5 M:,, RH P #ë P `M, P=M.. 
(1) M, =A, ,M, = A,. ШЕҢ 68 BAFE ñ А-7 E£ P, (А), (А),Р, Q) ,Q, CA) 使 


1 | 
P, QI — А, )Q = À — 2 = P, (A — A,)Q,. 
ә (д — 2): 


та РСА) = P; UOP (А), ОХА) = 0, (QA) ,有 
РС» (AI — А, DJQA) — АІ — А, ° 
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о 0 1 ] | 3 
0 — 2 
Р‘ (А) = P+,' (АР, Q) = : 1 =? 2 
1 2 A—/ 1 6 À — 36 
4 
3 
1 3 3 Fú 
= 1 , 
0 1 > 
0 0 1 


设 А, 为 线性 空间 V 的 线性 变换 AEH a saa 下 的 方 阵 表示 , 令 
(Bi ,Bs ,Bs) = Clai зог заз) POA)? , 
ДА, 是 AIER R pph 下 的 方 阵 表示 . 我 们 只 需求 出 把 Ahh 表 为 asaza 的 以 下 
中 元 为 系数 的 线性 组 合 . 由 上 有 
В Sais В = 3a1T az, 


3 3 ] 
Вз = (一 3 一 了 ja +e + as =— 3a — 7 Ж +a + as 


一 一 3al 一 5 (За, + 2а Taz) +a 十 as 二 一 а 一 az 十 Ta. 


21 
| 1 3 —— 
所 以 (A ‚В ‚Вз 2 — (а, s 2 »03 ) 0 1 — ] — (а; 你? ,ad ) P, 
1 
0 0 Fi 


Вр Р 是 从 基 Ql 2 3 到 基 В 727 Вз НГЕН RE 


_ 21 
1 一 3 9 2 —5 4 6 20 —34 
P'1A,P = f 1 : 6 —10 1 一 1|= 32 ДЕ 
o 040 2 一 3 1 4 20 —32 
4 


(2) M, = B, ,M, = B, MFE п А-2 Pa), ОКА). ів 
544126 _ _, 


0 0 一 1 + 0 0 
a _ _ | 5 
P(A) 0 1 1 _, | 0|= Н 1 o|, 
1 2 2-8 
А+31 一 20 一 4 _ 1 5 O 


4 
设 B, 为 线性 空间 V 的 线性 变换 AEE wm ,az ,as 下 的 方 阵 表 示 ,B, 为 AEE Bh, 


з 下 的 方 阵 表示 ‚ 从 基 Ql 02 303 到 | Ге ‚$ ‚Вз 的 过 渡 和 矩阵 为 P, 则 
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39 —22 —4 
1 , 


(ñ, ‚Вг ‚Вз ) — (а, s o ‚аз! Р = (а, TE ,aa ) | Ü 


1 0 O 
且 有 
0 0 l 6 6 157139 —22 —4 
Pipp=| ° l 0 | 5 | 1 ] 
1 22 39 
т 7% ŽL 2 2| | 1 0 O 


34 —17 一 4 
119 一 /0 —11 


Е 一 20 一 4 


其 中 PP 的 计算 过 程 类 似 (1) 即 其 第 2,3 列 同 РОЛ) 2,3 #J,35 1 列 由 PQ) :的 第 一 


列 中 把 А # J 97 Вр В! => sa, +a -2a — as = 39а, + аз. | 


(3) M, =O, , M, = Сз. H 66 97 пй А-ГЕ P Q), QO 485 
POA ОМ — С, ) ССА) = ДІ ~ 一 С» $ 


I ‚ 4 一 22 —A+36 
O 0 11 Ü О + А 
а 1 -1 о 1 _, [= 0 1 _ |, 
1 2 4-6 |4 —20 А33 > o l 
4 
由 С; , [32 . Вз) = Caras aÍ) РСА), 
知 有 В. =— bais f, =— 2д2ау-Кахз, 
В = + 36a — Ža: + аз = 39а + 0а: + as, 
其 中 ау saz sas > 8 ,Be ,Ba A 等 说 明 见 (1) 或 (2). 这 里 有 
Ála saz saz) = (qi заз ,03)01, 
所 以 ба =4а, 十 as 十 os， | 
故 -| o е ЕЕ 7а 72 4 
Ü 1 oj?’ 
0 0 1 0 0 | 
一 13 —70 119 
РСР = | —4 一 19 мео, 
一 4 — 20 35 


70. ЖЖ 66 题 中 方 阵 的 行列 式 因子 . 
解 ” 设 M 的 不 变 因子 为 di A) d, (А), М 的 行列 式 因子 为 
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а, <А), 4, А) а, СА), ++, СА) а, Q). 
在 66 题 中 ,我 们 已 求 出 各 方 阵 的 不 变 因 子 , 故 利用 上 述 计 算 公 式 立 得 十 个 方 阵 的 行列 式 
因子 如 下 : 
А, 5 А,; 1,А—2,(4—2)°; 
В, 与 В»: 1,А-—-3,(4—3)°; 
C, 与 C;; 1, (一 1) (4—1)°; 
C,: 1,1,(4—1)°; 
Di 1,1,6А—1),(4—1)*; 
Р„; 1,1,(A— 1), (4—1); 
О»; 1,1,1,64— 1)? (a? — 24—503). 
71. 分 别 在 Q,R,C 上 求 第 66 题 中 方 阵 的 初等 因子 组 . 
解 ” 设 A 的 不 等 于 1 的 不 变 因 子 为 d Q), d. (4) ,并 设 在 下 上 有 因子 分 解 : 
d, Q) = p, Q) p, СА) ep, (MA), 


d, Q) = p, (А) p, А) = p, CA) 
其 中 p; (А) Е Н P 8 -ASIZA k KERA H Lk; <А), 
G=l, sri j=l; s). B| 2 IK 4 н] 2J IN + 3 
b Q) G = 1, ,rij = 1,5,5) 
称 为 A 的 在 上 的 初等 因子 组 (相同 者 均 重 复 计 А). 
X 66 题 中 除 D, 外 各 方 阵 的 不 变 因 子 在 Q,R,C 上 的 因子 分 解 相 同 , 故 其 在 Q,R,C 
上 的 初等 因子 组 相同 ,把 相似 的 本 在 一 起 , 即 有 前 9 个 方 阵 的 初等 因子 组 如 下 : 
A, 5 A: Q —2), QQ —222; 
В, 5 В,: Q—3), (4—3); 
C, 50.: (А1), (А—1)°; 
С: О—1)°; 
Di: О—1),042—1)°; 
Ов: (A—1) ,A—1)°; 
而 D: 在 Q 上 的 初等 因子 组 为 : A 一 1)? , (a — 21—503); 
{ТЕ В,С 上 的 初等 因子 组 为 : (一 1)2 (一 1 一 6 V1i4),Q 一 1 十 6 V14). 
72. ER Q 上 求 第 66 题 中 各 方 阵 的 有 理 标 准 形 ,Jordan 标准 形 ,初等 因子 友 阵 形 . 
解 ” 设 A 的 不 等 于 1 的 不 变 因 子 为 & (43),…,d,(4) ,在 QQ 上 的 初等 因子 为 p QD, 
nes bO) CEE Bia. N A 的 有 理 标准 形 ,jordan 标准 形 ,初等 因子 友 阵 形 分 别 为 


C(d,) J (pn) 
, J — e, | 
С‹а,) J (pt: ) 


C( ph ) 
G = Ө. ‚ 
C( pt: ) 


C = 


$ 
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其 中 C(g) 表 示 g C4) 的 友 阵 ,而 当 р; 为 一 次 时 ,J (pr )28 k: Br Jordan Ж.?Ң p, 为 二 次 时 
(k, 二 1),J(p,;) 一 C(p,) 是 р, 的 友 阵 . 

H 66 题 和 70 题 我 们 已 知 各 方 阵 的 不 变 因 子 和 Q 上 的 初等 因子 组 , 故 立 得 所 要 求 的 
各 类 标准 形 : 

(1) А, 与 A, 的 不 变 因 子 为 1 ,4 一 2, (4 一 2)? ,初等 因子 组 为 (4 一 2) ,2 一 2)?. 所 以 


2 
0 mt 
1 4 
JQ — 2) Ç 
i sa-a» | š | 
1 2 


2 
| “| 
1 4 


(2) B, 5 В, 的 不 变 因 子 为 1 ,4 一 3) ,0 一 3)? ,初等 因子 组 为 1 一 3, (1 一 3)2 , 故 


3 3 3 
0 -| 3 |в 0 5-6 
1 3 


1 6 1 6 
(3) С, 与 C, 的 不 变 因子 为 1,) 一 1, (1 一 1): ,初等 因子 组 为 4 一 1,(4 一 1)?, 故 
0 一 1 


] ] 
, J = ] О | 
1 2 1 1 ] 2 


(4) С, 的 不 变 因 子 为 1,1,(2 一 1); ,初等 因子 组 为 (1 一 1)3 , 故 


0 1 1 Ü 1 
1 0 -| 1 rc- O -a| 
l 3 1 1 1 3 


(5) D, 的 不 变 因子 为 1,1,4 一 1,(4 一 1)? ,初等 因子 组 为 4 一 1, (一 1);, 故 


.— 
—-— 


92 |- 
C((A— 222) 


CA — 2) 
-| 


L 


C = 


C = 


1 1 
0 1 1 
C = 9 J —. 9 G = C. 
1 0 —3 ] 1 
1 3 1 1 
(6) D, 的 不 变 因 子 为 1,1, 0 一 1)?, (4 一 1)? ,初等 因子 为 0 一 1)?, (4X 一 1)?, 故 
0 1 1 
1 一 2 ] 1 
C = 9 J = ° G = С, 
0 1 1 
1 一 2 ] 1 
(7) Р; HAEATA 1,1,1, (А1) (А2 一 2 一 503) ,初等 因子 组 为 (1 一 1)2 .012 一 21 


一 503) , 故 
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0 503 1 0 —1. 


0 — 1004 1 1: 1 2: 
C == , J == | -i 人 n — | `. 55rs-"- ee 
1 O 498 0 503 0 503 
1 4 1 2 1 2 


注意 d (А) = (A — 1)? (a? — 24 —— 503) =д4* — 44° — 4984? -1004А — 503. 

73. ÆR R 上 做 如 第 72 题 . 

解 ”因为 方 阵 的 不 变 因 子 不 随 基 域 的 不 同 考虑 而 改变 ,所 以 10 个 方 阵 在 及 上 的 有 
理 标 准 形 均 不 变 ( 同 Q 上 的 ). 

前 9 个 方 阵 在 R 和 Q 上 的 初等 因子 组 也 相同 , 故 其 Jordan 标准 形 与 初等 因子 友 阵 形 
也 均 同 72 题 . 唯 有 D, 在 R 上 的 初等 因子 组 变 为 

(А—1)%,4—1—6/14,4—1-++6 V14, 
1 


1 1 
上 一 з 
А J 1+6 VIl 
1—6 /14. 
— 1 
1 2 
(7 = 
1+6 14 


1—6 /14 
74. ЕЮ, C 上 做 如 第 72 ER. 
解 ” 因 为 10 个 方 阵 在 R 和 C 上 的 初等 因子 组 相同 ,所 以 其 在 C 上 的 三 种 标准 形 均 
同 于 73 题 . 
75. 计算 下 列 方 阵 函数 : 


о 2 1 I 3 1 
| (2) A”, 4=| ,| (3) VA, 4=| | 


(1) A. А= | 
一 9 一 ° 


4 —15 6 
6 2 4 —2 
w JA aT? уе, aE 2] © iA, A= | | 


1 —5 3 
— } 1 0 
(7) sinA, д= |" | (8) е^, А=| | 
—1 x 二 1 一 C 0 
A —2 
解 (1) 因 为 вага | 5 一 一 DQ 一 3), 所 Д, 2,4, =3 为 A 的 特 


征 值 , 故 知 A 相似 于 对 角 阵 . 
解 (A 一 21)zx 二 0, 得 z= 二 (1,1)', 解 (A 一 31)zx= 二 0, 得 x; 二 (2,3)7, 则 zj ,z; 线性 无 关 


(属于 不 同 特征 信 的 特征 向 量 ). 令 P= D=) 2 
вав f? ао Je, 
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! дз ú pl? "|P: 100 Е Р рн Е Ë q || 3 ы 
所 以 ={ о 3 Шш 0 3 1 3 31% JL— 1 | 


2100 2 > 3100 3 __ 2 3 А 9100 — 2 ° 3190 ии 2101 十 2 А 319 
-| I q | 3 e 2100 一 5101 — 2101 十 3101 | 


(2› мА 1 | 0 1] Ë 0 | 
1 A—3 (4—2)? 0 0 @Q—2: J 


2 
故 A 的 初等 因子 为 一 2)2,A 相似 于 了 = Ë |. S P= (21,2,), M| z, 为 特征 向 量 是 
(A 一 2 站 z= 二 0 的 解 , 得 х = (1,1) 7; х, 满足 (A 一 2 站 x 二 zs ,得 z, =(0,1)! , li 


0 17 г=1 1 
PP о 
1 1 1 0 


5 


2100 3101 


故 


0 ол\® 0 0 
А? =PJ® pP = p(21+ Ë |) P- = Р(2%1+ 50 | 21. MiLa 


0 0 —1 1 
=2 + 2° , 25P| ， q'a = 2* (T+25| | 


1 1 
-æf °] 

—25 26 
Ж —1 


(3) detQI— А) = а-и А==4 为 二 重 根 . 解 线性 方程 组 


4 
(41—А)х=0% A 的 属于 特征 值 4 的 特征 子 空间 是 一 维 的 ,所 以 4 一 | ， ‚|,® P= (a, 


x£ ) , W| T? 应 为 特征 回 量 , 取 z, = (1,1)' ,而 I 是 非 齐 次 线性 方程 组 (A 一 4 z = x; 的 
解 , 取 zi 一 (一 1,0) ， 


—] 1 —] 1 
ma 
0 1 O 1 l 4 

» 7 1 

—1 1 —] 1 4 4 
故 УА = PVP 一 | J: І Е | 
0 1-4|— 2 0 1 1 9 

А Сл F 


这 里 用 到 : s= E DO 


A FO) ro Ptt Р(х) = ri. 


4—6 —2 
(4) атл) | _, ‚т =)? —13A +36 = (4—4) (4—9), Ц А =4,1 =9, 
故 А ~ аав 4,9) = D. 
СА - А) х= 0,19 х= Ё, (1, — 1)7, х = (1, —1X1;#8BLÉ (91 — А) == 0,48 x= 
Ё, (2,3): , W жә = (2,3)', 
2 
$ P= (x z=] |m P пуй B# Р AP=D>A=PDP. 
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2 

9 Ë | 
—1 3 1| 5L3 13J 
5 


一 (A 一 4) (4+3) +12= 404—1), A 相似 于 对 角 阵 


3 
me 
5 


A 人 一 4 


(5) 1АІ-А | = 
мА ts 


D= аіар{1,0}. 


2 1 
令 P= (x. , T> ) #f#e(A—1I)r=0,8 201 И Ах=0,# 2 Я! 


2 1 2 —1 
故 Р = |. „Р =|_, , E РАР = р, 
所 以 е^ = 2 А = Р( > үр Р = PeP”p ` 
_ [2 е 2 —1] [4е—3 2—2е 
Е: | Js ,|= ҺЕ 31 
A—4 15 — 6 
(6) Н1А1- А = | 一 1 4 十 4 一 2 |=? 34° +3a—1= (4—1), 91 А=1 为 三 重 
— 1] 5 4— З 
根 . 又 因为 
一 3 15 一 ] 
r(I—J)=r(I—A)=r|—1 5 ПЕТЕ 1 | 
—1 5 一 2 1 


令 P= (x, + T ,Za ) ,由 P AP 二 J 一 AP= PJ, 所 以 应 有 
4zi 一 Ti 十 Try Ax, = L, Ax; = T3. 


5 — 2 3 — 2 
£ — kı alea 0 $ JX x — i s, у == | 
0 1 1 1 


ВАСА – D х= x, ,得 х= (1,0,0) +Ë, (5,1,097 +2, (2,0, 1)',Ж 21 —(1,0,0)!. 
于 是 


1 3 一 2 1 一 5 2 
P= |0 1 0i— Р! = |0 1 0|, 则 有 РАР = J, 
O 1 1 0 —1 1 
о 0 0 3 —15 6 
故 IgA = PlgJP™ = Р|1 0 ор = |1 —5 2|. 
0 0 0 1 —5 2 
(7) |А1—А| = \ А — 一 《A 一 Xx) ,所 以 A 二 x. 又 因为 r(A 一 x1)==1， 
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' G 


解 (4 一 rDz 一 0, 得 z. = (1,1), f8#ggzEzxXA—xDz= z, f$ ту = (—1,0)7. 65 
Р = ( у=] | P'= |. s MJ РАР = J 
— Ti sC) = 0 I == 0 | А — , 


sinm 


0 
所 以 sinA = P(sinJ)P ` = p| | |р — P| ia 
cOST 5пл —] 0 
TI E UU 
L o 11-1 01 oa] u —1/ 
A —c 
В) ЈАТА еде, Ае, 
С 


1С 
A~D=| |, 
le 


СА —1с)2—=0,19 2, = (1,07, (А іс) 20,18 201,107, 


1 ] 1Г1 一 1 
已 一 (zlyzz) = Ë |, Р = Ë |н P АР = D, 
1 一 1 


l 


1 1 ie 1 _ 
ше тте UE Q OH 
` 1 —1 e “JLI il 2 


> (er 十 е“) э(е“ ___ е“ } 
r (е — е“) > (es +e“) 
Е cosc sinc 
=| sinc el 
76. 证 明 : 对 任何 方 阵 А, УВЕ е^ 是 非 奇异 的 . 
Ш ”对 任 方 阵 A ñf n rE P 使 得 


À; 
Ji A) | 
Р АР = J = = 
J.Q.) 
1 A; 
RE АЖ. AnA, 为 A 的 特征 值 . 
X 
J, e 0 … 0 
x 。 °, : 
Е ШЕ el: = | Е Е . l 
: 0 
е?” 


3 bou 站 eti 
所 以 det е^ = дет e = e! 的 对 角 线 元 素 之 积 . [К ЖЕ AEF, e Z: 0,FT U e! 的 对 角 
线 元 均 非 0, 故 det е^ 50, ВП e^ пу, к е^ 非 奇异 . 
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77. K e 的 行列 式 , 其 中 A 为 n 阶 方 阵 . 
解 W А 的 特征 值 为 Àite ;A+， 由 第 76 题 知 е^ 的 特征 值 为 еб ‚е? ‚+, e Г." 


det е^ = ел Ф е^2 |. > ел» — eh tA? 


一 et4 == езу аа 
Е АЕБ УНИДАН Л EA ils] BJ BF, В A— В, Д) тА = +В. 
78. 对 第 66 题 中 每 个 方 阵 , 写 出 与 其 可 交换 的 所 有 方 阵 . 
Ж ”由 第 74 题 我 们 已 知 每 个 方 阵 M 的 Jordan 标准 形 J, ЖШН i E P, 使 得 
P ''MP= J „НЕ Ж 7. 19 可 得 与 M 可 交换 的 所 有 方 阵 为 
В = PB,P- = P(B,)P-， 
其 中 B =B RS JEMNE, H 
f0 A A 56 Ау, 
' 一 | sem, M À, = Àj. 
以 下 对 每 个 方 阵 给 出 具体 计算 表达 式 , 其 中 a;,b;,c;,d; 任意 . 


1 l 1 —2 ] 2 —5 
(1) i 2 | P= 10 2 lj, Р‘ = 0 І 
2 0 1 0 0 1 —2 
则 
а1 
вен а} . 
i б, 
5-1 
l 4 一 5 
bami 2 | М 6 | P 1= 0 0 ñ , 
2 0 4 0 5 1 3 
2 
则 
a 0 0 
Ир ай, iG 
1 0 dı 
3 1 3 —2 1 2 —3 
(3) B= 3 | -| ] || =) 0 || 
3 0 1 0 0 1 —1 
则 
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] 
3 | 1 34 2 
(4) Bi=J=— 1 3 ‚ P= |0 34 01, P = |0 
З О 119 17 
О 
则 
Ul 
B= Р|а а е |Р. 
б, 
1 1 3 一 2 Ё 
(5) C Ја 11 1 ‚ Р= |0 1 11, P = 10 0 
| ba od bi 
所 以 
а 1 3 21 Га, 0 0 
В = Р|а, a cllP = 10 1 llle а с, 
| Р; 0 1 0 ‚ 0 АЁ 
1 10 6 3 1 
(6) se- 1 ， 了 一 | 一 1] 0 1, P = |—2 
] 1 1 1 1 1 
所 以 
10 6 3] fa 1 
В = РВ,Р = |—1 0 1| |а, а, — 2 
1]] 1 1 з а а, l 
1 —1 14 —5 Ti 
(7) Сз Ј == 1 1 ‚ Р= 0 4 11, Р! = 
1 0 4 0 
所 以 
-1 14 —5][а 0 01| 一 
В = PB, P” = 0 4 1 |а a, с 0 
0 0 ‚ 0 b 
Ü 
1] 0 —1 —2 1 
(8) Dg=] ,P=| 22 73 З 
1 1 0 —1 —3 1 
1 1 0 1 0 
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20 _ 2 
34 17 
] 
34 ЧЕ 
í l 
34 17 
— З 
lj, 
1 
1 2 一 3 
0 0 1 
O 1 1 
3 一 6 
— 7 13 + 
4 —6 
3 一 6 
— 7 13 
4 一 
= 17 
Э 2 
1 
Ü О т 
0 1 —1 
= n 
2 
] 
0 _ je 
4 


—1 0 1 1 а, 
a 6 1 3 0 ,所 以 B 二 P а; а P. 
1 0 一 1 0 аз а a O 
—3 1 1 0 4, b, 
1 1 3 0 4 
(9) D,— J = Е , P= > ` ? 
1 0 1 0 2 
] 1 0 0 1 —1 
1 2 一 D 0 a) С\ 
0 一 < 3 0 а, ау с; G| 
P = 10 Ty „ |Р 
0 1 —1 0 а. d, b b 
1 а, 
(10) D, — J = ， 则 B—= P Р, 
1 十 6 14 b, 
1—6 /14 Cl 


їй аз =13+3 /l4,aa=13—3 /14,0 一 252 十 120 (14,8, 一 252 一 120 V14, 则 
a 1820—14a о; 1820 一 14a 


0 0 


20 108; 20 106; 
p |3 _13 二 1820+l4a — —1820+ lia 
В В 
1 2 1 1 
— 2 0 O 0 


"79. 证 明 : 两 个 可 交换 的 奇数 阶 实 方 阵 必 有 公共 的 实 特 征 癌 量 . 

证 设 A,BEM,(R),AB=BA. 把 A,B 分 别 看 成 R” 上 的 线性 变换 . ША 的 特征 多 
项 式 是 奇数 次 实 系数 多 项 式 , 故 必 有 实 根 ( 因 复 根 成 共 恩 对 出 现 ) 也 即 A 必 有 重 数 为 奇数 
的 实 特征 根 X6. 记 W, 是 属于 2 的 根子 空间 , 则 W. 也 是 B 的 不 变 子 空间 (因为 VaE 
W ,# (A — A Ва = ВСА — А) а = ВО = 0, И ВаЄ№,, ) ië Blw, = В, Ж 
ату, = А =А, 的 重 数 ,所 以 В, 的 特征 多 项 式 为 奇数 次 的 , 故 В, 必 有 实 特征 值 wo. 
I У, 是 属于 ро 的 特征 子 空间 , 记 А, =Alvw, ‚ШУ, Е A, 的 不 变 子 空间 (因为 任 z € 
У ‚В, (А, х) = А, В, х= Арх po (А, х)) 5 А, =A; v. ‚А, 在 Va 上 有 实 特 征 值 Ао, 
所 以 有 实 特 征 向 量 5, Н 6 也 是 Bi 的 实 特征 癌 量 , 故 B 是 A,,B, 的 公共 特征 同 量 ,又 A= 
A;B=A B. ВВ= В, B= xo B, Ти p E: А.В 的 公共 的 实 特征 向 量 . 

80. 证 明 : n Л A 的 多 项 式 全 体 所 成 线性 空间 的 维 数 ,等 于 A 的 最 小 多 项 式 
m (A) BJ K Ж. 

证 i т(А) =А —аа1А 1——+++—а,А— а», Й 
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LA, AT REER. 

(否则 与 mA) 是 最 小 多 项 式 矛 盾 ) 且 А“ a h IA e AT 线性 表 出 . 
EFA EFA], Æ degf<d,| СА) АН ILA, AT 线性 表 出 ;者 deg f >d , нт 
余 除法 设 
FOD = тбл) 9А) + rA), degr < дерт, 
于 是 有 
FCA) = m(A)q(A) + (А) = r(A) 是 T AAA 的 线性 组 合 ， 

故 LA e AT EWA 的 多 项 式 全 体 所 成 线性 空间 ) 的 基 . 
所 以 dimW = d = degm Q). 


7.4 补充 题 与 解答 


1. 已 知 线性 空间 V 上 的 线性 变换 Á ТЕ ЖБ El E2 rE3 +€4 下 的 方 阵 表示 为 
l 一 1 —1 2 


1] —2 一 2 —1 
Ж 4 的 包含 向 量 a 的 最 小 不 变 子 空间 . 

E 方法 1 因为 e EW, 所 以 s£, EW>F[ w]e € W. е, ==, 26, +e, (А є, , о, 
线性 无 关 ) ; sf e, = S£, + 2.4; + ЭЕ, =e, + Зєз —4e, Ækiei Hki Ae Т є, , 6, ой ?є 线性 
X <; A e1 = Ж + 34, — 496, = — 10e, + 9єз 一 s = — 14є + 32&, + Z e, , е, ЭЙ, A 
“e е 线性 相关 ,于 是 含 e, 的 2 的 最 小 不 变 子 空间 为 

W =Le, fei, A e) = Lle sei + 2єз es el Зєз — hes). 


1 1 1 
о 0 
= L | (є sy ,8E3 s64 ) O 2 
0 1 —4 
1] —1 —1 2 
方法 2 因为 (hei, s; , з, Aes) = Ce) gz €s 64) | , | _ ‚ 直观 易 知 
1] 一 和 一 2 —] 


el s Aez s Ae, 内 是 є ,єз,є, 的 线性 组 合 . Вр cise ,es 生成 一 个 含 @ 的 а ЖАР ЛЗ [Н], Р 
是 З 维 的 . 而 Yel 不 能 由 <, s£, 线性 表 出 , 故 x 的 含 e, 的 最 小 不 变 子 空间 为 
W=L(ei ses s61) =1,(єү, Se ,A E). 
2. ЕВН: 对 任 n 阶 复方 阵 A 都 存在 可 北 阵 P, 使 得 P 1AP==GS, 其 中 G,S 都 是 对 称 
方 阵 并 且 Gaw. 
证 因为 对 任 n 阶 复方 阵 A RATA ЕР 使 
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J1(A1) 
РАР = J -一 | с, | 
J, Aa) 


其 中 Ji(hi;) 是 Jordan 块 ,i 二 1,*…,k. 则 对 每 个 J;(4;) 有 
1 
JQ.) = H, • H, ° J:Q:), 其 中 FI, = | 2 | 
1 


ФАН =1,Ң Н =Н,,ЕХД H, 是 对 称 方 阵 并 且 可 逆 . 又 


А; 1 À; 
1 . . = 
H, i 一 Ka | . | — А | . 9 
J | | б, | > ‚` 
1 
À; А; 1 
À; А; 
l >, . I 
(НДӘ = JIH] = . . Н; = . . = Н,ј;, 
1 А; À 1 


故 知 H.J ; 是 对 称 阵 (i 二 1,…,k). < 
С = diag{ Hi,…,H,}, 
Д] де:65=0, Ж С 可 道 , 且 有 
G! =diag{ Hi,*…, Hi) = С, 
С? =diag{ 五 1,…  H;) = I, 
又 令 S=GJ, 则 5= ар‹ Hi Jı stt  H,J, }, 
S = diag{ (H, Jı) e, CH, J) ) = S, 
故 知 G,S 均 是 对 称 方 阵 , 且 有 
РАР = J = IJ = G J = G(GJ ) = GS. 
命题 得 证 . 
з. о) G€ S) 398 F EB n 维 线性 空间 V 的 一 组 线性 变换 , 均 可 对 角 化 且 两 两 可 
交换 . 试 证 明 V 可 分 解 为 直 和 
У = У, O V, Ф OV., 
其 中 
У, = {аАЄУ | фа = А, (фа, ЖЕЖ 1E 5, Жл, Cg, € F RL) OSS). 3F3B H À, Co, D) 
的 意义 . Сф 可 对 角 化 的 意思 是 ,存在 V 的 基 使 g 的 方 阵 表 示 为 对 角形 . ) 
让 由 于 {9i} 均 可 对 角 化 且 两 两 可 交换 , 故 {9;} 可 同时 对 角 化 , 即 存 在 V 的 基 е1»°°°, 
e, 使 得 p; 的 方 阵 表示 А, 均 为 对 角形 (对 п 归纳 即 可 证 明 , 见 《高 等 代数 学 第 160 页 ), 设 
Ф: 的 方 阵 表示 为 
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于 是 知道 ,e; 是 {qi) 的 公共 特征 向 量 , 相 应 的 o, 的 特征 根 为 c1;, 即 фе = сез. [] ЕН ЖП 
фе; = сяе, (1 < j < n). 

设 V, Aio BJ е 的 特征 子 空间 的 交 , 则 Vi 由 este, 中 的 一 些 问 量 ( 不 妨 设 为 
ase ) 生 成 . 事实 上 ,对 于 一 个 固定 的 i€ 5, e, 的 特征 根 中 与 cu 相等 的 记 为 cu， 
oi BI Ai CD S= cu A PODER), M ВВ е. 的 特征 子 空间 ( 即 X1 Сф) ВРЕ Р 
# HW Të ЕН €1 s€j, 9 "” ё; д 生成 ;从 而 {gi} 的 含 el 的 公共 特征 子 空间 

Vi = Ци: 
ЮН (е ,ej,，… ,ej,,) 的 交集 生成 ,我 们 设 ww 由 ee 生成 . 记 U, = Fe, 41 Heet Fe,» 
则 | 


` s... С; 
3,19 Ды 


у=У,(@ И», 
U, 为 {9;) 的 公共 不 变 子 空间 . 继续 上 述 讨论 知 可 得 U, = У: ФО, ,再 继续 , 则 可 得 
V = VOWV OQ WDV,, 

其 中 任 一 V, JHH е, e, 中 一 些 问 量 生成 (我 们 可 以 记 为 由 Es Tl tT Ês FEA), E. V, 
中 向 量 为 任 一 e; 的 相对 于 某 一 特征 根 ( 记 为 Mo) ) 的 特征 向 量 . 这 也 就 是 说 ,经 过 el ,… 
e, 的 可 能 重新 排序 后 p 在 此 基 下 的 方 阵 表示 为 
А. Сф, 2 Г, 

А, = 


A, CoD 1, 
其 中 五 55, 阶 单位 方 阵 . o, 的 这 种 方 阵 表 示 ( 人 ES) 与 空间 的 分 解 V = V, G: OOV, 相互 
对 应 . 每 一 个 子 空间 VOSS) РАЈЕ < 均 满 足 ро = А, (Q, )a , 故 是 {o) 的 公共 特征 
[p] Ж. y; ФЕ У, БА ЗЕЛ А, (о). СЕ. 当 {o ) 为 乘法 ( 即 变 换 的 复合 ) 阿 贝尔 群 
时 ,对 任 一 1а, л, :1ф) Е, фе |А, Сф) А (Фф) Н) — Е). 
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8.1 定义 与 定理 


定义 8.1 RAS ҖЕ Еп 阶 对 称 方 阵 ( 即 А = А), х= (21,6, 0,) 为 变 
元 x1，,… ух, 构成 的 列 , 则 QG =27Ах= У arz Ж ЫЕ En 个 变 元 x1，… ,x 的 二 


次 型 ,也 称 为 列 向 量 空间 F'” 上 的 二 次 型 . 
定义 8.2 每 一 个 二 次 型 Q(x) 二 x Ar 对 应 着 F XF” 上 的 一 个 函数 р(х, у) = 
ж Ау, Ж у= (ysy) 是 独立 于 > 的 另 一 个 变 元 列 . gCz,y) 称 为 F 上 的 对 称 双 线 
性 型 . 
定义 8.3 D Titi Z, isti 是 两 组 变 元 ,线性 方程 组 
Хр = ch У + se. зге + CinY n 
Z? = Col У! + оза еза + ConY n 
Ln = Cnl У! + ...... + C.J, 
称 为 由 zi, z, B) у, "у, 的 一 个 线性 代 换 . 若 дес, ) 关 0, 称 为 可 逆 线 性 代 摘 . 
EX 8.4 А,В Эп МЕЕ, r ff fe u] E: P t1 B= PTAP ,WJEK B 5; A 
相合 , 记 为 ASB, P ИШЕННЖН S X ЯН АЈБ. Е НОЕ. 是 一 种 等 价 关 系 . 
命题 。”F" 上 的 二 次 型 在 不 同 基 上 的 矩阵 是 相合 的 . С FJ) Етра Ее F 
得 到 的 新 矩阵 与 原 矩 阵 相合 ). 
定理 8. 1( 有 理 相 合 标 准 形 ) ВАЮЕ En 阶 对 称 方 阵 , 则 有 下 上 可 道 方 阵 P 
使 得 


PTAP = - , a EFG=1, e,n). 


An 

R RAH F” EB n WZH, F ARR, MTAA ERER r= Px 化 为 平 

方 和 : 
Q( x) |=- = ату + Бах, (a, € F,1 < z < n). 
同时 也 使 Q(z) 对 应 的 双 线 性 型 g(x,y) 化 为 
g(z,y) = алу 十 … +a,z,y,. 
定理 8.2( 实 相合 标准 形 ) А 为 实 对 称 方 阵 , 则 有 实 可 逆 方 阵 Р 使 得 
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I, 
ча — 1, | 
O 


Н І, 表示 p 阶 单位 方 阵 , 而 且 p усн A 唯一 决定 (p,q 分 别称 为 A 的 正 、 负 惯性 指 
数 ,p 一 g 称 为 A 的 符号 差 ). 
特别 В 上 的 二 次 型 Q(a)( 称 为 实 二 次 型 ) 和 其 对 应 的 对 称 双 线 性 型 ga, p) n] Ze 
标 变 换 化 为 
Оа, =хуу, + 6 ур хр Уры — **° — TY ptq ° 
Qla) =r? + H ah — яр — *** 一 并 py， 


其 中 (zz 和 (加 ) а, В 的 坐标 列 . 
В, В, 
定理 8. 3( Witt 消去 定理 ША Е А, = | с | 为 数 域 下 上 两 个 对 
称 方 阵 , 若 在 下 上 方 阵 4; 相合 于 A, , 方 阵 R, 相合 于 R, , 则 方 阵 S, 相合 于 Sz. 


R #* JEE 
| | N 
О 
实 相合 , 则 p= p i . qq. 


定义 8.5 Н Обо) R” ЕНК, AIEE 0Za €C R” Н О(а) >20, ШЕ Q Е 
ІЕЕ; Оба) =a Sa, Й] 4 Оба) >20 BF, 5 是 正定 的 . 

定理 8.4 设 $S 为 n 阶 实 对 称 方 阵 , 则 以 下 命题 等 价 ，: 

(1) S 是 正定 的 ( 记 为 5220); 

(2) S 实 相 合 于 单位 方 阵 工 即 正 惯性 指数 p= n); 

(3) 存在 可 道 实 方 阵 P, $E S= P' P ; 

(4) S 的 特征 值 均 为 正 数 ，; 

(5) 5 的 2 个 顺序 主子 式 均 为 正 数 ; 

(6) S 的 所 有 主子 式 均 为 正 数 . 

定理 8.5 i SH n 阶 实 对 称 方 阵 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) S 是 半 正 定 的 ( 记 为 520); 

К IL О 

(2) S 实 相合 于 | “ O): 

(3) S=Q'Q, HF Q 为 实 方 阵 ; 

(4) S 的 特征 值 均 非 侍 ( 即 之 0); 

(5) S 的 所 有 主子 式 均 为 正 数 或 0. 

定义 8.6 #FEF (Л Ай А = 二 一 A 有 旦 对 角 线 元 京 均 为 0, 则 称 A 为 交错 方 阵 
(又 称 为 反对 称 方 阵 或 斜 对 称 方 阵 , 当 下 是 数 域 时 ,条 件 可 仅 写 为 A' = A). 对 双 线 性 型 
(а, В) =а АВ, ё glasa) =0(«ЄУ), Ж g 为 交错 型 . 
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I, 
— L, 


1 


O 


定理 8.6 设 A 是 域 上 交错 方 阵 , 则 存在 上 可 北方 隆 了 使 得 


а ој 


0O 1 
ГАТ = 1 ' 
O 
O 
1 (0,0) =а Ap 为 一 交错 型 ,其 中 A 为 实 方 阵 ,a,pER”. 则 存在 Re” 的 一 个 


Ж (о, fE 
glas) = (ду — x: y1) + Оло, Yos — To Jy2-1)25 
Н rz=(zi, Z.) l  y= (yr у) 为 a H В ТЕ Ж (о) 下 的 坐标 列 . 
系 2 交错 方 阵 的 秩 定 为 偶数 . 
定义 8.7 VE m F ИНЕ. # V #J F 的 一 个 映射 了 满足: 对 任 c,8ETV， 
kE F 
fa + В) = а) + Р, 
f(ba) =kf (a). 
则 称 f Ж V Ба ЗЕ СВАЕ, Pk Ж ТЕУ РЁ). 
定义 8.8 线性 空间 Y 上 的 线性 函数 全 体 记 为 V” (或 Hom(V ,F),sk L(V; F)), Е 
对 如 下 定义 的 加 法 和 数 磁 是 下 上 的 线性 空间 : 
(f + дә) Са) = (а) + gla), 
(А7) (а) = Ёў (а), (V f,g € V" ,k € F) 
称 Y 为 V 的 对 偶 空 间 . 
引 理 8.1 ERV 的 基 ai,…,a,, 可 决定 线性 函数 fioo f EV ШЕ: 
1 i=j 
0 i#j 
则 户 ,…, 户 是 的 基 , 称 为 mw，…，,a 的 对 偶 基 , 且 任 /(€V" ) 在 此 基 下 的 坐标 行 
(Ауе, А, ) = (Рол), 5, Са). ҖАЕ a EV, а 的 坐标 列 为 (c; ，,…,a,)T, 则 
fla) = faiai + + flara, = Руа, + + Ра. 
定理 8.7 Ú+ V FA BREZ ЕБ H , E ХОРА 
Ф: УЕ 
f r= (ба), 


H E X. 8. 8 中 公式 知 p 是 线性 函数 . 则 有 线性 空间 的 自然 同 构 
r, V— V * * 


fila;) = ĝi 一 (1 < 1 n) 


a r” Фф, ， 
因此 , 常 将 对 应 t+ 视 为 等 同 , 即 视 a 与 p。 等 同 ,V 与 V З. 亦 即 V 与 V' 互 为 对 侦 
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定义 8.9 设 V' 与 V 的 元 素 之 间 的 运算 (ff,a): 
V* XV—F 
(fsa) F> fsa = f (a) 
这 一 运算 称 为 “内 积 "或 双 线 性 型 或 配对 
定义 8.10 设 V 是 上 有 限 维 线 性 空间 .对 V 的 任 一 子 空间 W , 记 
Wi=(f€ V" | (f, = 0, 对 任 w € W). 
W- RRE V ATZE, RAS W 正 交 的 子 空间 . 又 对 V 的 任 一 子 集 S, 设 S( 中 向 量 ) 生 
成 子 空间 W, 则 记 S+ =, RA 5 的 正 交 ( 补 ) 子 空间 . 
引 理 8.2 dimW 二 dimW+ = ату. 
定理 8.8 设 W 是 V 的 子 空间 , 则 有 以 下 线性 空间 的 两 个 卓然 同 构 : 


Wi— (V/W)',， f f 
ри, flw Pf 
定理 8.9 HBLEM V 是 域 上 有 限 维 线性 空间 ,V* 是 其 对 偶 空 间 , 则 
映射 
W eWt 
E V 的 子 空 间 集 到 ”的 子 空间 集 之 间 的 ( 反 序 ) 一 一 对 应 ,其 逆 为 
W eW, 
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(1) Ж) =W; (2) WCW: OW+t W! ; 
(3) (W, БУ) =” NW ,(W, ПУ) =Ў/ +W. 
EX 8.11 i V,V RTI W EBR F REX [а], ФВ Ср) 
g:V XV ү 
满足 : g(oi 十 cz 8) = Сал , 8) + (о, B) .g(kha 8) 一 RgE(ayB)3 
(а, 8) = gla 1) tegla В), gla, kh = 2р (а, 8). 
AHER ai saza EV’, R B, B€ V,k€ F),W g 是 V' XV AW 的 一 个 双 线 性 型 . 常 记 为 
glaf) = ‘а, В) = oB. 
定理 8.10 设 六 和 YV 分 别 是 域 F E BJ m 维和 nn 维 线性 空间 , 取 定 V'HI V 的 基 之 
Б.У ХУ 上 的 双 线 性 型 集 与 上 m Xn 矩阵 集 间 有 1 : 1 对 应 , 即 双 线性 型 g 对 应 于 其 
EEG, H glah) = х'Су(х,у X a ,B ÆR). 
定义 8.12 设 g 是 YXY 上 的 双 线 性 型 , 若 存在 非 0 H a € V {# gla, 8) = 0 对 任 
PEV IJR, ШК g 是 左 退化 的 . 类 似 定义 右 退 化 . 若 g 非 左 退化 ,也 非 右 退化 , 则 称 g 
JER 4E. 
定理 8.11 V XV 上 双 线 性 型 g 非 退 化 的 充分 必要 条 件 为 六 与 的 维 数 相等 是 g 
的 方 阵 非 奇 异 . 
定理 8.12 (1) 线性 空间 V 的 每 个 线性 变换 ,诱导 出 对 偶 空 间 V 的 一 个 线性 变换 
~Y" , 称 为 A 的 伴随 变换 , 即 
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AV — V, а P> a ° S£, 
亦 即 对 任 aEV ,8EV 有 
(L a)B = aCA) 或 Я ap) = Ca, S. 
(2) 车 x 在 V 的 某 基 下 的 方 阵 表 示 为 A, 则 A EV PARE TONERA AT. 
定义 8.13 бУЛ ЩҢЕ En 维 线性 空间 .VXV 上 的 双 线 性 型 g 也 称 为 Y 上 双 线 
性 型 ,或 者 称 为 Y 的 (广义 ) 内 积 或 数量 积 . ЖУ RÆ eten B a BEV 的 坐标 列 分 别 
为 xz,y, 则 


gap) = а, В) = (D teis У) 


= > > Tiy; Eise) = х!Су. 

Hp G= (6), Cy = (eine; DIRA g 在 基 e;,…,e, 下 的 方 阵 表示 ,也 称 为 呵 量 e ,…,e; 的 
Стат 方 阵 . 

定义 8.14 设 了 是 线性 空间 V ERREN, АЛЕ a BEVA 

gkayp) = g(p,a) 

则 称 g 为 对 称 双 线性 型 (此 时 , 它 的 对 应 方 阵 是 对 称 方 阵 ). 

定义 8.15 V 上 每 个 对 称 双 线 性 型 g 对 应 V ЕП О: 对 任 C V, 

Qla) = glasa) = x Gz. 

函数 Q@ 称 为 VY 上 一 个 二 次 型 . (其 中 工 为 a 的 坐标 列 ,G 为 g 的 方 阵 ) 它 是 a 的 坐标 
zy…zn 的 二 次 齐 次 函数 . | 

引 理 8.3 设 V 是 数 域 F 上 线性 空间 .V 上 函数 Q@ 是 V 上 二 次 型 当 且 仅 当 以 下 两 条 
件 成 立 ; 


D 864,8) 一方 (Q(a 十 B) 一 QCa) 一 QCB)) 是 V 上 (对 称 ) 双 线性 型 ;( 极 化 等 式 ) 


(2) Qa) =4Q(ao) (对 任 a BEV). 
系 1( 有 理 标准 形 ) ЖУЛ КЕ Ел 维 线性 空间 . 
(1) # g 是 V 上 对 称 双 线性 型 , 则 存在 V WIE e tse 使 
gl(eis€;) = д;а;, (ai Є F) 
H 
g(a 8) = аху 十 … +a,z,y, 
其 中 zz Жу, 55у, 分别 是 c MB 的 坐标 ,6; 是 kronecker delta. 
(2) 在 Q 是 YY 上 二 次 型 , 则 存在 Y 的 基 使 
Qla) = aixi + –а,х;, 
其 中 riseto z, 是 a 的 坐标 ， 
Ж 2( 实 标准 形 ) ” 实 线性 空间 V 上 的 对 称 双 线性 型 g 和 二 次 型 Q 分 别 在 适当 取 基 
下 可 表 为 
gla) = xx + + rz,y, хур XV, 
Qla) 二 Xi 十 十 Xp 一 Xi — t — z, 
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其 中 zz 和 yi，,… Yn 分别 是 a 和 8B 在 相应 基 下 的 坐标 . 

定义 8.16 设 g(a, 有 P) 是 实 线性 空间 V 上 对 称 双 线性 型 . 若 对 任 0 关 cEY ЫҢ gla, 
а) >20, Ш а 为 正定 的 . 

F Q(a) 是 V 上 二 次 型 且 对 非 0 асу Оба) >20, Д О ЖЕЕ. 

定义 8.17 设 g 是 域 上 线性 空间 V 上 的 双 线 性 型 ,者 对 任 a€V АН (аа) =0, 
ШЖК g 为 交错 型 (g 的 方 阵 G 是 交错 方 阵 ) 

RI 放 VY 是 域 了 上 线性 空间 ,g 是 V 上 交错 型 , 则 存在 V 的 基 使 

g(a, В) -一 (T1 yz — х2 Yı) + s.. + (22,1 Y2s 2 J 25--1 ) ° 

其 中 z i, z, 和 Ут" У, 分 别 是 a № В 的 坐标 . 


8.2 ЖЛ 


求 线性 空间 V 的 基 e, e, 的 对 偶 基 的 方法 。 
Е аЄУ, а= Уле, MIHE SEV (是 V 上 线性 函数 全 体 ) 有 


£] 
fla) == 21 f (e, ) + + x, f (e, 2 一 eos feo) | 


хі f ‚ f; , sfn 是 sl , ”97 的 对 偶 基 . 
则 有 fia) Sar file) + а, Р, lEn) i=1,2,: n, 


即 有 
№ (а) fi) s. Р Ce, ) Ti 2, 
° -| ... ... ... ШИ 0 (x) 
У, Са) АС f,CÇe,)l Ur, n 
由 对 偶 基 的 定义 知 
l i=j 
ле) = à = | | | 
0 1 Z J 


故 得 (f;(e;)) 二 了 ,由 (x ) 式 立 得 
Ji Ca) = z, fo Ca) = x>,*** f, Ca) = =х,. 
HX EV": 
Ja) = fled f, + f(e;) f; + А f(e,) f, 
Ш 1, f ENRE ВУ ВЭУ f(e1),…，, / (є„) 。 


8.3 ”习题 与 解答 


1. є, s ,es 是 线性 空间 V 的 基 . 设 f, 是 “了 到 坐 标 ” 行 动 , 即 对 acEV, fa 就 是 a 的 
坐标 的 第 i 分 量 ,证 明 fi TES f, ЖЛ, ЖЄ є. ° ° °° >€, 的 对 偶 基 . 


证 /ЕаЄУ, е = Dj aie, ; 则 f. (Ca) =а,. 首先 六 是 线性 函数 : 因为 对 任 a BS V, 
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(T 8 = 2 бе! , Bl fiB8=6;) 有 
f i Ca + B) =f.( D(a + b)e,)= а + b, = fia + f B, 


fi(ka) =fi( 2;ka e.) = ра, = kfia. 
所 以 ЄМ" ,i 二 1,…,n. НК,  /ЄУ'*,М{ аЄу 有 


Ра) = /(У>)уае;)= X afle) = fle) fila + fle,)f, Са), 
i=l i=} 


所 以 J = fD fi + ** + fle,)f,. 
区 fi f, 是 V' ШЖ. X 
因 为 e;=0 e e БО eei tl е РО ее 十 … 十 0 + е, 
所 以 fe )=1, f(se;)=0 (1563) 
В fiC) =S; mln W ft ,ff 是 el ,…,e, 的 对 偶 基 . 
2. є, "є, ERF 上 线性 空间 V I, b b, 是 下 中 任意 常数 .证 明 有 唯一 的 
线性 函数 f E f (e =b (1<¿<n). KK iH f. 


证 асу, а = Хав. ,定义 了 为 
i=] 
fla) = aibi Һа, + + +H abans 


则 了 是 线性 函数 . 事实 上 ,对 任 a,8EV, (i? p = > ae ) 则 


fa +В) = (а tadbi + + (a, +a,)b, = Fa) + Р), 
f (ka) = kabi + + + hab, = kf (a). 
且 有 
Fe) 一 0 六 十 … 十 0。p +10, toe. ba + + 0 b, = Ё, (1<i=< л), 
唯一 性 : AA ЕСУ", (е) =6,, ДН g 为 线性 函数 , 故 对 任 a €C 有 


gla) = g( ae: )= > aig(e) 一 Уа, — a,b, 十 … + a,b, 一 fa), 
i=} i=] i=] 


所 以 g = 7. 
如 上 ,我 们 已 给 出 了 的 表达 式 . 即 对 任 ecEY 有 
fla) = аф ++ + a,b, 

HP а, a, 为 a Eeste, 下 的 坐标 . 

3. 对 х= (rist) ЄР”, 

flx) = biri + БЫ, (ру, ° b, €C Е). 

(1) 试 证 明 : О 是 天 ”的 线性 函数 ; O F” 的 线性 函数 必 为 某 у; 

(2) GWER РСС, 加)，())，( 即 f(z)= (b,z)= (be bn), (zi, es, 
z+) )), 用 此 写 出 ЕЮ АЖАН 150s fn. 

解 d) Q 对 任 += (=, rr) у= (уу, y) АҢ 
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f x + y) = > b, (=; + у) = > biz, + > Бу, = f(x) + fy) 
i=] i=] i=} 


fikr) = + Ык, = kf), РЄ Е, z=,y € F”, 
所 以 了 是 线性 函数 . 
D 设 g 为 下 ”的 线性 函数 , 则 由 定义 有 


g(r) = migle) + + rag (en) = >》 a, 
i=] 


记 g(e,) =b, , HE 0, 只 与 基 问 量 有 关 , 与 xz 的 选取 无 关 , 所 以 当 g 取 定 后 ,6 ，… ,5b, 固定 ， 
且 有 
g(X) = bizi ++ Бх, CE g AH f AR). 
(2) $ 
fi = &‹1,0.-е,0),( )) — f (z) = T] 
fo. = ‹(0,1,0,+-.0),( )› — f, (z) = 2, 


f, = ((0,--,0,1),( )) > f, (z) = х, 
故 f; E YAPA” ITS, НІНА fi, f, ВУНЕНИ. Н 
fr) = bizi + -- + b,z, = bi f. (z) + + b. f. (ж), 
对 任 z€ F°” У, 
f = b f, + + b,f, 
J h п АХЕН Ь,, b, RA S EIRE fioo fa 上 的 坐标 . 
4. (1) 设 W En 维 线性 空间 V 的 & 维 子 空间 ,W'CV’ 是 fW 的 零 化 子 ( 即 V' 是 V 
的 对 偶 空 间 而 W = (ГЕУ If = 对 任意 aEW 成 立 )). 证 明 W E V" л 
“= [Н]. 
(2) 把 V 的 子 空间 W 对 应 于 其 在 对 偶 空 间 У" 中 的 零 化 子 W ,证 明 此 对 应 满足 : 
WY = W. (W, + М») = WAL AW, (И, (О W,) = W”, + W',. 
证 DEWP PRE a). a, 扩充 为 整个 空间 的 要 gi, ,ак,аныу, `" a, W W ЕВ 
Е a 的 坐标 形 如 
Cri s*es Z i 0, ,OT 


所 以 Ғыл =‹‹0,+,0,1,0,+-,0),( )) 


f, =((0,--,0,1) ( )) 
使 fia) =0,2+1<1<п, BE У" АЩ л— +. В dimW = п — А. 
(2) 把 a 看 成 f НРС А 4 a RET V 上 的 线性 函数 o) MJ W УЗИ 
+. WQ (WY =W. 
解法 1 多 由 1 题记 为 " 取 坐 标 ? 行 动 , 即 fa =a 的 第 ; 分量. 在 W, PRE w ,…:， 
ок, RH W i +W, 的 基 ar stt sarsari stt зов, CW, ПИ, 为 了 维 ). 再 扩充 为 V 的 基 
Ql Qk OR э" дьуо G, (r > s) 
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则 
J = 1, k + r—s 
fia; = 0 i = Чк 5-1,0. 
所 以 CW 十 W,) Еп (А-5) 3 Ж ferot ofa IÑ 
Wi = 《fu fa?» W; = fi И fis o НИ sett fn? 

故 Wi QW: = (ра fn) 

© @ак—,+1,°°*›а„ N W , 1 W, 的 基 , 故 

(W. N W.) — (fists fiso Леа» fan? 
WY = ( firi ‚**,Й„),» ү; 一 (站 FF я, ny 

故 Wi +W; = (fists fess нао) = ОЎ, N Wo) . 

解法 2 @ ff f€ (W, +W,) ‚ШЗ {Ж a €C W, +W, 有 (а) = 00. X. М, СУ, + W, 所 
以 任 a €C W, # (а) =0, FEW. [Н] SEW, k EW NW. TEB (W AW) С 
W/+W/.2— Jy W if g€ WWW. ,有 РЄ W. R g€ W; ЖУ а СУ, gla), 
FL XH о € W, 有 gla) =0. FE: V g€ W, +W, , 8 8= 0, + B, , £ rH p, € W, ‚р € W, , WI 

eM = 608) +g(&) =0+0=0, W g € (W, +W)’, 

所 以 W, n W; — (W, + W.) 
即 得 (W, +W) =W (1W,;. 

© S Ж; =V, ,W; =V, 代入 @ 式 中 得 

V, ПУ, = (М, + V; )' 
У НВО iE22 +F3F ЖЯ) И ФК, R 
(V, ГУ)» = ү; +V.. 

5. 设 V ERF Ел 维 线性 空间 ,以 SCV) 记 Y 的 子 空 间 全 体 . 证 明 SCV) 有 到 目 身 的 
双 射 WW ,使 得 W, CW, 时 W, DW; НІДЕ Ж 4 题 中 诸 等 式 . 

Ш BEV Wenen ENX V ERREN 

(asB) = ху = ду +: + x,y, 
其 中 == lassan) у= (yr tt ya) Æ ap WE. ЯО WC S(V), S 
W = {СУ | (0) = 0, 对 任意 BE М), 

(WEW 的 零 化 子 ,事实 上 У = EESW 正 交 的 子 空间 ). 则 W € S(V). 5 Sl, # W 
Ek EMW Enki: 设 W 的 基 为 a1，…,ai， 坐 标 行 分 别 为 a; ,… a, Ü MI] 


的 解 空间 恰 为 W 的 坐标 向 量 全 体 . 
(1) W 一 W'’ 是 SOV) 到 自身 的 双 射 : Ф 单 射 : # М, = W, ZW J W, 5 W 
张 成 一 个 子 空间 口 , 维 数 大 于 有 二 dimW. 显然 U = W' , = ати’ = п k, i dimU + 
dimU >n, F JA. 
@ 满 射 : VU, $ W=U ,Ш wW = (0) =U. 
(2) £ WC W,,a€ W; , Йа, 2) =0(Ур € W,)i (а, ROSA V 8, СУ, СУ, , Т) 
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аЄ W, , W WCW‘) 
(3) 满足 第 4 题 各 等 式 . 即 有 : 
(WO = W,(W, + W,)' = Wr [| Wi, Wi [| W,)' = W/ + W/;; 
证 明 如 下 : 
D ff a € (У), Е BEW (а, 8) =0, ау, ТЫУ) СИ; 2 Е о W, N 
对 任 BEW Ж (а, 8) =0, И ДЄ (У/ )', WEW Y, WY =W 
D 因为 И, СУ, +W. ,W, CW, +W, , Ж (УУ, БУ, ) СУ, В. (И, БИ, ) СУ. + 
EAW БИ) CW ПУ: ;反之 , 任 a€E WI NW, A a CW Ba EWz, 即 对 任 BE W. , 
A (о B 2 =0; ЧЕ 8, € W, A о, 8) = 0. ЖЕНЕ BEW +W, EB p= RB. + B, APRE 
Wi,B € W, MINA (а, В) = (а, B) + (a, 2) = 0 + 0 = 0, Br Ú a € (W, + W, )”, Ж 
W n W/C(W,+W,)”' ,得 证 . 
@ 在 @ 中 用 WI RW ,W; {% W, 并 利用 四 可 得 . 
6. 对 f.,g€ R[X],# АХ) = f(X)g'(X),uEBH оС, д) =h 是 多 项 式 空 间 R[ X JE 
的 双 线 性 型 . 
证 由 已 知 e(f,g)= f(X)g (X). 则 对 任 А, Р, Ево ERLX],kER 有 : 
Pfi + fz), g) = С, + {Эк = fig + fg = golfing) +e foog); 
p (f. g T ge) = f(g +g) 一 fg’ + fg’ 一 pf g1) + of ,82); 
plkf g) = kfg’ = оС, 5); e@(f ,kg) = ko( f, g). 
所 以 ФС, в) 6 К X] 上 的 双 线 性 型 . 
7. 令 pg(A,B) 一 tr(AB), 证 明 yg 是 Mx,(F)XM,x,(F) 上 的 双 线 性 型 . 
证 对 任 Al,A,,AEM,x,,B,Bi,B,; EM,x,,kEF 有 
op(AitA,,B) =tr((A, + A,)B) = tr(A, B+ A; B) 
=trA, B+ trA:B = ф(А,,В) + e(A, ,B); 
фСА,В, + B,) =tr(A(B + B,)) = tr(AB, + АВ,) 
=trAB; + trAB, = Ф(А,В,) + @(A,B;,); 
p(kA,B) =tr(kAB) = ktr(AB) = (А,В); 
фСА,ЁВ) =tr(AkB) = ktr(AB) = kp (A,B). 


(以 上 各 式 倒数 第 二 个 等 式 分 别 用 到 : 设 C, D 为 n ОРЕ, E C F W| EI 9 uC = Dle, 
所 以 CHD) =X Ces +4) = Dot Dds = C+ tD 


tr(kC)} = > kcs — 6 У\с, ~ 一 btrC. ) 
i=] ;= 1 
8. V 是 L0,1]j] 上 连续 实 函 数 全 体 所 成 К 上 线性 空间 , 设 ECs,ti) 是 二 元 连续 实 函 数 ， 
0<5<1,0%1<1,9 f, z€ V 4 
C.a) = || УСКО) в (бй 


(一 重 积 分 在 单位 正方 形 内 进行 ). 证 明 p E. VXV 上 双 线 性 型 . 
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证 ”由 于 二 重 积分 对 被 积 函 数 有 线性 性 , 故 p 是 双 线 性 型 显然 . 

9. i+ V'HI V ЖЕ E n 维 线性 空间 ,g:V XV 一 F 是 双 线 性 型 ,证 明 以 下 条 件 等 
ИТ. | 
(1) g 非 左 退化 ; 
(2) g 非 右 退化 ; 
(3) g 非 退 化 ; 
(4) g 在 任意 基 下 的 方 阵 均 是 可 逆 的 . 
证 因为 ату’ = ату, ТИХЕ FE 8 EEE F BJ BE EE G E n 阶 方 阵 , 故 (由 定 
Ў 8.12) 

g 非 左 退化 仿 G 是 行 满 秩 的 , 即 rO = nG АУ) КЕН ек ЗЕВС) =r 
g ЕЙ (G 是 满 秩 的 (YG) =n)Sg RME. 

“10. 设 g:V XV>F 是 双 线 性 型 ,定义 g 的 左 核 : ki(g) 二 {aE€V |g A= 对 所 
A PEV 成 立 ). 同样 定义 g WAT kre). ПЕНЯ: 

(1) ki(g) 是 V 的 线性 子 空间 ,kr(g) 是 V 的 子 空间 . 

(2) 自然 定义 双 线 性 型 g:V /kil(g) ХУ->Е,Н g 非 左 退化 ， 

(3) 自然 定义 双 线 性 型 g:V /kil(g)XV/kr(g) 一 F, 且 g ЕЙ}. 

证 (1) 要 证 某 一 子 集 S 是 子 空间 只 须 证 : Ф 5 非 空 ; @ S 对 原 空间 定义 的 加 法 和 和 
数 乘 封 闭 . 

В у 200,8) =0 对 任 ВСУ 成 立 , 所 以 0E kI(g). 又 对 任 aisa: Ekil(g),AEF 由 双 线 
性 性 有 

glai 4-а, В) = gar: M tga. p) = 0 + 0 = 0, 
gai p) = àg Clai: B) = À • 0 = 0, 
所 以 kiCLg) 是 V 的 子 空间 . 
显然 右 核定 义 为 : 
(р) = (‘BEV|g(a,B = 0, 对 了 所 有 a € V RA? 
因为 gla:0)=0, XE EV 成 立 , 所 以 0Ekr(g). ХХ B Ekrlg) EF, HX 


线性 性 有 
glah tR) Sga M) + врба, В) = 0 + 0 = 0, 
g(a, fh) Sela) = џи * 0 = 0, 
所 以 АСЕ) V 的 子 空间 . 
(2) 定义 g: V /ki(g) XV—F 


(a,8) р (а, В) = gla p) 
其 中 4a 二 a 十 ki(g). 显然 8 是 双 线性 型 . 又 
任 ecEV /kilg), 若 a 关 0, 即 waERICSE)， 则 对 任 BEV,g(Ge,6)=g(ay 8) 50, ЕТІ g ЗЕ 
左 退化 . 
(3) 定义 
g:V /kli(g) X V/ir(g) —F 
(а,В) hrg(a'p) = glaf) 


EF a=atkilg), B=Bt kre), {Ж g 是 双 线 性 型 . 又 因为 对 任 Оза Є V'/k1(g),02 
BEV/kr(g), (В аЄ (в) ,BEkr(g)), (а, В) = gla В) 50, ЕТ g 非 退 化 . 

11。 双 线性 型 g:V X V— F E V A V 的 不 同 基 下 的 对 应 矩阵 A 和 B 有 何 关 系 ? B 
F gEV 和 VV 的 基 el,…,e, R poron FREEDA EV AV є, е, 和 1， 
… ,yr 下 的 和 矩阵 为 B, 且 

(el ea) = (er 8, Р, (m ttt m) = (seo)Q， 

ЖВУА 的 关系 . 

Ж 任 cEV ,BEV, 设 a 在 V 的 两 组 基 el，,…,e, 及 el,…,e, КААК |20 x, 
Z; 8 fE V ЯЖ poop Epoq 下 的 坐标 分 别 为 y,y. X H V H V 的 两 组 基 的 过 
渡 和 矩阵 分 别 为 P,Q, 故 由 坐标 变换 式 有 : 

х = Рх, у= © у, 


于 是 

е(х,у) = х Ау = (Рх)? АОу == zT РТ АОу = хТВу, 
故 B = Р! АО. 
El B 55; А ЖНЖ. 


12. 第 7—9 题 中 双 线 性 型 何 时 是 对 称 的 ? 何 时 可 决定 二 次 型 ? 写 出 此 二 次 型 . 
М (1) 第 7 题 中 双 线 性 型 为 : 对 任 AC M,., (F), BE M,x,(F), 有 wo(A,B)= 
{т(АВ). 34 r= 时 ,因为 对 任 A,BE M.(F), 有 


tr( AB) = > ci -一 У! > абы — У! > bsan -一 їтСАВ), 
;=1 ;=1 k=1 k=] 121 
即 ФА, В) 5 M,(F) 上 的 对 称 双 线性 型 . 又 


n n 


ф(А,А) = (АА) = X у azan» 
1 


BI r=n if oA, A) =Q) 9 М,(Е) ЕВО. 
(2) 第 8 题 中 双 线 性 型 为 ; IHE f,gEV Ж. 


ФСР) = [AOK GD gO dds 
© 4 KD = KG, s) в, = ФС, Р = |CO KG, D уйй EV E= M. 


(3) 第 9 题 中 当 V =V НС = СВ, в(а, 0 = g(8,a) , В g 为 对 称 双 线性 性 . (其 中 G 
为 双 线 性 型 g 在 任 基 下 的 方 阵 ,a,8 A V 中 任 向 量 ). 记 a 的 坐标 为 zx, 则 
Qla) = glasa) = x' Gx 
是 V 上 二 次 型 . 


13. 对 实 系数 多 项 式 (X) = J aX MgX = Y LX EX: 
і= 0 }=0 


(fg?) = 2 - а, 


i 十 7] 十 1 
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(1) 证 明 这 是 R 上 线性 空间 RLX1] 上 的 内 积 ( 即 正定 对 称 双 线性 型 ); 
(2) 把 此 内 积 限制 到 子 空间 R X ), 上 (这 里 RLXJ, 是 次 数 小 于 或 等 于 n 的 多 项 式 全 
体 ) ,给 出 它 在 基 lxs, z” 下 的 方 阵 . 


ЧЕ (1) 
因 为 
| forecrdz =f У арата 
аяр |: 
= Уа Иш 2 — = (f, g>, 
所 以 双 线 性 性 ,对称 性 显然 . 又 
因 为 (p= | бәк > о 


故 是 正定 的 .所 以 (f,g) 是 R| X ] ЕНЕРУН. 
(2) 在 次 数 委 ?的 多 项 式 全 体 构 成 的 子 空 间 RX], 上 ,1,z,… z" 是 基 , 任 


Убх) = У ах+, 
i=0 


因为 
1 о; 
сло а jl ititl / 
Toi J Y C н 1 _ 
2i+l 7 
所 以 
1 = l 
2 n + 1 
1 1 1 
2 3 4 
G = (а) = (r, zti} = : . ' : 
1 
2n 
l _... ... 1 1 
n + 1 2n 2n+ 1 


14. 用 可 逆 线 性 代 换 化 下 列 二 次 型 为 有 理 标准 形 ,并 利用 矩阵 验算 所 得 结果 . 
(1) ОС, ,Tz s x3) =4z1! +z; +z; —4zxz t HAT T — 311; 
(2) QC s £2 s x3) = 21 +5205 — 4л 2000 — 4X13; 
(3) Q(X1 s £2 £3) = xi —3z; — 2x, z: 220103 — 6X13; 
(4) Об, s TL2 s L3 5 L) = X1 X2 FL =< Fraz, FLL, 
(5) Q(zi, T2 s x3) = xi Hri +3zš 4х z; 十 2x1 t +22023; 
(6) Q(z stts Lr) = 21 Lon 02023-1 + х, ; 
(7) Ос, Ti) = хх 二 ToTs 十 十 T,X; 
(8) Сс, En) = Dz + >) 2:533 
i=] 


1= < улп 


° 287 ° 


(9) Q (x, , °" ° + Z, ) = У! (=; — ж)? ,其 中 x — 
;=1 


n 
解 (1) Q(>, 25,23) = x! Ax, 
4 — 2 210 0 1 — ] 
3 1, 
— — 2, 2! 
(Ар= 12 1 75у 91 0 ——|—1 
— 
20-3 тоо 1|2 3 
2 1 一 一 
1 
1 О 0 — 0 0 1 0 
2 
1 1 7з + r> 
0 0 2 2 1 сз сә l 
_ 1 _ 1 _ 1 
0 2 0 2 0 1 0 2 
] 
| 1 0 0 > 0 0 
E 2”? trs ' тз ‚2єз 
— |() —] 0 0 1 1 
-4 +c 727273 
zeate Joo o l _1 1| 2 
4 2 2 2 
=(р,Р!) 
所 以 Әс, 22,23) |,-ь = уу — у, 
其 中 
] 
> 1 0 | 
0 1 1 
(2) Өс, 22,23) |.-ь = у-у — 5y, 
其 中 
1 1 
l =7 7% 
P=, 1 l|, ҢРТАР = 
2 2 
0 0 1 
(3) 
1 3 
1з 79 1 
Р=| 1 _1|, p=| —1 
2 2 
] 
所 以 Q(Zzi,z; Z; )| ,—›‚,=у1—— у?. 


O 1 
O 0 


= РТАР 


—1 


0 
ri tra 
— ri Frs 
0 
с\-Ес? 
一 cl 十 cs 
1 
O 0 
1 1 
O 1 
] 
p 0 
一 —1 
0 1 


(4) 作 代 换 


+, = У} + у 1 10 0 
03 = y, У: 1 —1 0 0 
В х == Р, у = У: 
Жз — Уз | 0 0 1 0 
х4 = Уу, 0 0 0 1 
有 
Qla = y: — у? + у уз — Уз Уз + ys Уа + y, Уз T IN? 
1 2 1 2 
=| y +в +y | - [570 +» | 
1 2 1 2 
— |» +) | [6-0 | + уз Уу, 
1 2 1 2 
= [э +G: + xO) | - Г + y Os — | 
进一步 作 代 换 
1 1 1 
21 一 У + + ya) 1 0 > > 
1 1 1 
2= ytz) шщ х= Ру |91 2 тр 
23 = Уз 1 0 
Z, = У 1 
1 1 
1 0 Ts 2 1 1 -1 O 
pl 1 1 —1 0 一 1 
所 以 P, = 2 > |， 令 P=P,P, = 
0 0 1 0 
1 O 
Q O 0 1 
1 
则 Q(z s £25 £3 хь) | sp 22 z; M] Р"АР=аіав{1, — 1,0,0}. 
(5) 
1 
1 2 了 1 
P = 0 1 _ 1, D= 73 = P'AP, 
3 КА 
о O 1 3 


7 
Q(zi,z; zs) | -pp = yt — 3y; + ч 


(6) Q (x, ро) py У yt yka t l yz, ә 
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(D QG, z) laor = Уу, — yh k= + B 0663882. 


今 
_ 4 
1 1 10 2 ] 1 — 1 
C= |1 —1 1 _ 1 = |] —1 01, 
1 2 1 
1 
I 
С Is 
P= a с LU c] 
І. С 
1„— 
则 P'AP=4diag(1,—1,1,—1,:,1,—1,0). 
`i n=2K 时 ,只 要 取 
C I, 1.5 1, 
Ls 
1. І, l 一 上 
则 
P'AP = фіар{1, — 1,::,1, — 1). 
(8) 
1 ] 1 _ 1 _1 _ d4 
1 D 2 2 3 ” 
1 _ 1 
7 3 
А = 1 x НХ Р = РА 
2 
l 1 1 一 
71 
2 21 I 
则 
TAP — d: 3 2 „n+l 
P'AP = diag|1 ,二 ,本 оз |. 
(9) 


Q (x, p.. , T, ) — > (x +r? — 2x,z D 


=] 
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аз 2 (EE) п 
Saito (1а) оа ауу. 
11 n = 1 
... ¿ 
=r? 十 … pret E? , 
所 以 
1—21 _1 _1 
1 71 n 
_ 1 
?1 
A = 
_ 1 
n 
_ 1 _1 |1 
n n n 
1 
1 n 
detA = det 1, — = (1,5,1) |= detl1l— (1,---,1) 1:110 
I 1 
而 
| 1 
detA, = det |In — 4| : |Q, D| =1— пт (у, (m < п 1) 
7i 71 n 
1 
Ж A 的 所 有 二 nn 一 1 阶 顺序 主子 式 均 为 正 ， 
所 以 A—diag(1,-:: ,1,0) 


具体 化 法 : 令 YST i=], e, n— l, y, =x, , M 
п— 1 п— 1 
х Ах | === ру = 2% +» He уа) = 2[ У), + 5 yy; | 
i=l i=] 


l&i] 


利用 第 8 题 2 3 2 ... п 2 
= (d + 1-25 + + = ) 
(从 已 知 还 可 以 看 出 ， 当 Ty — *** — Z=, 时 ,x Az 二 0, 所 以 其 正 惯性 指数 一 定 小 于 n) ‚ &- 
_1 _1 l 
11 1 s.. ... — — 1 2 3 п — 1 0 
n n n | 
_1 l 3 
n в 
P = : . . : : 
: . . : | 
_1 l į l _1 =] 
n n n n | 0 
0 0 ] 
О 0 1 
| 3 n 
| T = — ... 
Bill] P AP diag 2, 2 , ' 19 . 
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An е | 是 一 对 称 方 阵 , 且 detAu 天 0, 证 明 : 存在 ro 1) 


is a=] 
б Аз А» О I 


使 T'AT= Е “| ,其 中 x 表示 一 个 与 Aw 同 阶 的 方 阵 . 


证 ”因为 4 一 A, 所 以 Ар = Ал, ДВЈ 


т P ни! 


О І 
有 
гат [ла (a ado т. 
An AxÑJLO I 
I —AWA; 
- [е ом |: I | 


An O 
-| O А» САБАЛАП 
这 里 用 到 A751)' = (Аһ) = Ар. 
16. Ж 4 为 实 对 称 阵 ,求证 : 对 任意 实 列 向 量 工 均 有 x "Azx=0 的 充 要 条 件 是 A=0. 
证 ”一 充分 性 显然 . 
志方 法 1 分 别 取 zx; 二 (0,…,0,1,0,…,0)' B a =0,1=1,2, n АЯН x, = 
(O, °° .0,1 ‚0,°** ‚0,1 ‚О, *** ,0) ,得 
хїАх = a; ta; + 2а, = 0 — a; = 0, 了 
tJ = 1,2,"** n 
所 以 A=0. 
方法 2 х'Ах|,—-›,=с1уу tee teyit =y P'APy, 
分 别 取 y= (0,0,1,0, OTR c;==0,i 二 1,*…,n 
所 以 A=(P-!1)'OP !=0. 
17. 证 明 : 秩 等 于 r 的 对 称 方 阵 可 以 表示 成 r 个 秩 等 于 1 的 对 称 方 阵 之 和 . 
证 В гапКА =, W] Э Јр Р, 


pı 


=p" | P+- + Р" p |Р, 


显然 右边 每 个 方 阵 秩 等 于 1, 且 均 对 称 . 得 证 . 

18. 证 明 .A En 阶 反 对 称 阵 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 个 n 维 列 向 量 z, 有 zIAz 一 0. 

证 >44 А = 二 一 A 时 ,对 任 x 8 r” Ar= (r Axr)! =r ATr=— xT Axr, Pf J 
х Ах=0; | 

夺取 х= (0, .-.,0,1,0,--.,0)', M] Ах, =а =0, И а„=0,1=1,2,›л. 

取 z; = (0, :..,0,1,0,+-.,0,1,0,...,0)7, IJ 

0 = х;Ал» = a, +a; Ба, +а;› = а; =—а; ij = 1, ni = j. 

所 以 4 = —A. 即 A 是 反对 称 阵 . 

19. RKE Q(z1，… ,zi) 的 矩阵 为 A,4 是 A 的 特征 根 . 证明 ,存在 R°” rh АЕ [n] 
量 (& ,é&,,…,&,) ,使 得 

Q(& 6) = АСЕТ 二 + 82). 

证 因为 4 是 A 的 特征 根 , 所 以 A 有 属于 此 特征 值 的 特征 向 量 z, 即 有 A4Az 一 1Mz, 设 

х= (ё, 6.) D 
ОСЕ, ,* 8.) = х Ах = z!) = Ах = AlE? + e ER). 
20， 试 求 下 列 实 对 称 阵 在 实 相合 下 的 标准 形 


l 1 2 Om JP . | 
Daz о 3|; (2) A=| | (3) А=| 7 
3 1 Г" О .. 

1 дп 
n) IS l 1 1 1 
wale o Я б л! 2 2 2 
O O 11, 
"т 1 2 3 4 
解 (1) 取 
1 一 1] — 3 
V2 
I 1 
P = 1 5 |? 则 | pae =| —1 | 
| — ] 
万 
(2) 取 
1 2 Г I, 
ЫЕ w eE 
‚/2 1° I 则 Р АР — I, , 
(D Ж 


其 中 
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(4) 
| ө 1, О O O 
1 " O 0 O 1 
= — j Í I, O, P, = ; 令 P = P, P, , 
É BE i ofe O O L. Ol О 
О 1 O 0 
则 
PTAP | 
—I 
(5) 
1 一 1 
1 一 1 
P = 3 则 РТ АР = 1,. 


1 — 1 
1 
以 上 (1),(5) 用 初等 变换 法 ;(2),(4) 相 当 于 块 初等 变换 ;(3) 用 二 次 型 号 出 即 为 
О)(ху,*,х„) == 221200, 十 2727To 1 十 … + 2rZ=,Z + 


1 — 1 
у У 7 Уз . . 
Lon = Yı F Yon | —1 
所 以 54 即 P, = Е . 
Z, JY.  XYa+1 
Enti = Yn T Ynti 1 —] 


取 P,= 21.0% Р=Р,Р, ЩН]. 


21. 设 A 为 nn 阶 实 系数 方 阵 , 且 满足 A =A. WER: A 可 以 写成 实 对 称 方 阵 之 积 , 
证 AA A =A, R А 的 特征 值 为 *, 则 及 二 4, 所 以 4==1,0. 又 由 A(A 一 站 二 0O 知 


有 
rank(A — D + rankA < n 


(L 4.3 № 32 Eñ). eë r(A)=r, |] r(A- Dsn- е, 于 是 线性 方程 组 4Az=0 的 解 空 间 是 
2 一 r 维 的 ,由 于 0 是 特征 值 , 故 特征 子 空 间 V, Æ n—r ЁН). A 的 属于 特征 值 0 的 线性 
无 关 的 特征 向 量 有 nn 一 r 个 ;而 (A 一 站 zx==0 BJ 25 BJ Н Sn rl A D >r, W FE f 
空间 V, 是 大 于 等 于 r 维 的 (从 ату, +dimV, =n, AA dimV, =r) ,又 属于 不 同 特征 值 的 
特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 从 V, 中 选取 -个 线性 无 关 的 特征 回 量 6, …，& MA Vo 中 选取 


n 一 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 Era ote obne F 
P= (Estes E, s En TELET- 
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则 有 


L O 
РЗАР = | | 
O О 
L O L O L O 
a А=Р| |Р =р| "сртот |Р = . S, 其 中 
Pr O O O O O O ' 
L O IL O 
S, = Р| |рт, S, = (рту! P=, 
O О O O 


Н. 51 = S, ‚91 一 9，， 
i A 相似 于 对 角 阵 的 证 明 也 可 以 用 Jordan 标准 形 求 证 , 见 4《 高 等 代数 学 》 例 7. 28. 

22. 如果 二 次 型 Q(z ,… ,Zz,) 对 应 的 方 阵 S 的 主子 式 ， 
],- ，/ 
a= S| 
1,*,] 


试 让 СХ х; y “° ‚х, 的 标准 形 为 


= 0, (j = ],2,бе,п). 


dyi + Fate t fyi 
证 设 
$ = ре я! 
B?! am 
则 因为 


1,555, — 1 


detA, i = d, = s| 
leesn — 1 


e 
所 以 А. #7. 令 


则 有 


I ОГА, IL, — A; 
nsp aa 11 „До т 
— B AD 1 81 С һд O ] 


D шаарда, 

x O а mn — B AmB ' 

两 边 取 行列 式 , 因 为 detP, =1, HW b=a,, 一 TA; n: 
所 以 detS=detA,_, • b, 

故 b = detS _ da 


© detA, 4,1 
继续 做 下 去 (依次 对 A,_1,A,_;,… A 重复 如 上 的 过 程 ) 就 可 以 得 到 


d, 


dz 
d, 
$ == 9 
d, 1 
@„— 
d, 
d, 1 
Вр Q(z1 >t эх.) ВЕРУ 
ау у, 


d, d, 
23. WER: 一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 成 两 个 实 系数 的 一 次 齐 次 多 项 式 的 乘积 的 充 要 条 
FE: 它 的 秩 等 于 2 和 符号 差 等 于 0, 或 者 秩 等 于 1. 
ME >i (2, se, ) = (ах, + Ба,х,) (Б teto) 
(1) Æ b:=ka; i=1,- n, ЖБ а 50. < 
У = az Бах +H ° + a,z=, 
Yi = Zi, ¿ 一 2 ,nN 
则 有 ХС; s**t Zn) | ;=py = у ,所 以 frista D ЖЗ 1. 
(2) 在 两 个 一 次 式 系 数 不 成 比例 ,不 妨 设 


a: _ 2: 
b. b. 
令 
yi = ах ах 十 … + a,z, 
> = biz, + b; xz; F + b,z, 5 
Yi = x; т = 3,5, 
Нр 
а а» л 
b b, b, 
ш 10 0 1 0 0 
m 0 
: 0 
0 0 0 О 1 


则 有 f(zi Ts) |= py = у уг ‚Ње 

yı — Ж, + 2; 

yz S Z, — Z, 1 = 3, e,n 
Вр 
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则 得 
Jf (x1, Tn) | -=P y = Уу? | = Р,» = 21 — 22. 
故 二 次 型 f(x1，… ,Xz,) 的 秩 等 于 2, 符号 差 为 0. 
Ell) Ж f(zi,…,，XT,) 的 秩 为 1, 则 可 经 非 退 化 (可 递 ) 线 性 替换 化 为 
far É st z, | ев, = Еу, Ң у= Рх, ПЯ у =a ax Бах, + +a,z,,BI48 
flaris yrs) = (ах + * + a,z,)°. 
(2) Ж /zz) 的 秩 为 2, 符号 差 为 零 , 则 必 存 在 可 逆 阵 P 使 
了 (ZI | z= py = yi — у; = (y + уг) Су; — уз), 
其 中 У .2 均 为 zi ，…，Tn 的 线性 函数 (一 次 齐 次 式 )， 这 出 y=P x 显然 . TEIR 
у + y> = ал азд H Бах, | 
yí уз = b, + бх + ee + Dran. 
故 f (zi ,zz s *** ,Xz,) 可 表 成 两 个 一 次 齐 次 式 的 乘积 . 


24. 设 (zi  xz,) = У! (аала Багд + Fanz) WEBA (х,  z,) 的 秩 等 于 
i=l 


ЖА 一 (а;) ВЈ Ж. 
证 S y =аах + Бах, (С1=1%5), iB х= (z i," Z,) 1 ,y= (у, Yn)" y Ш] 
в у= Ах, ВТЕ 
f = 2 = уту = T'A Ar, 
故 fay i ,Xi) 的 秩 等 于 АТА 的 秩 . 而 由 3.3 节 第 9 А (АТА) =:(А), i fira’, 
х.) КЕТ A 的 秩 . 
25. 设 fristes) Shi th teth А, 6 2, , Ж А, i= 1, , p+ q) JE 
рә y X, 的 一 次 齐 次 式 证明: f(xi ‚ *** Z, ) HJ IE Tl PFE JH р, f Ti ИШЕ << q. 
" 证 设 f(z i, z,) BJ IETRTFETR 3 р. g. ЭРЫ farn) BI W 
线性 代 换 z 王 Cy 化 为 规范 型 
f =, rtty Xn) = yt 十 … + yy m Уй o — КЛАН, @ 
记 已 知 中 表达 式 为 作 ，. 设 C = (c; ), 由 у= Сх ЖП 
Yi = саж + сал»; 二 "二 cnx 1 <і< л 
又 由 已 知 h: BARE хт, z, 的 一 次 齐 次 式 . 故 若 p :>р,® yy+ = 
hp 一 0, 则 n PRE rise, 的 齐 次 线性 方程 组 
y, = сад Hee + cz, = 0, р +1 < i < n 
h, = 0 


= y, = 0), h = = 


h, = 0 
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方程 的 个 数 二 p 十 (n 一 p ) 二 n, 所 以 有 非 零 解 z” ,此 非 零 解 代入 中 得 fttt z.) 0; 
代 和 人 外 中 得 С, setst) 20,7 JA. 
所 以 必 有 р <р, ЯВНІ т <q. 
26. 如 果 把 实 n 阶 对 称 方 阵 按 相合 分 类 ( 即 两 个 实 п 阶 对 称 阵 属于 同一 类 当 且 仅 当 
它们 相合 ), 问 共有 几 类 ? 
Ж 因为 两 个 实 对 称 阵 A, B 相合 的 充 要 条 件 是 正 、 负 惯性 指数 分 别 相 同 ; 或 
rank А = rank B, bi Ф = bx: — qx ;所 以 列举 出 正 、 负 惯性 指数 的 选取 可 能 即 可 算出 
(1) EWA 负 项 数 类 
р=0, q=0,l;, ,п, Ж n+l 类 
p=1, 9 一 0,1，……，, 刀 一 ] ， ЗЕ n 26 


р= п 9 = 0 1 类 
所 以 共有 1 十 2 十 … 十 ma 十 za 十 1 一 各 一 全 一 2 类 或 用 
(2) Fk 下 惯性 指数 类 
r= 0 р= 0 1 


r= 1 р= 0,1 2 


r=n— 1 р=0,1,5,п—1 n 
r=n p=0,1,- n, n+l 
27. 设 A жп 阶 实 对 称 阵 , 证 明 : 存在 一 正 实数 c 使 对 任 一 个 实 z” 维 列 向 量 X 都 有 
| X! AX |< cX! X. 
证 方法 1 [ММ A FEEN BE О. QT AQ=diag{à st sAn) o PE Ai ，… ,A 
为 A 的 特征 值 , 即 
Х!АХ | х=дү 一 hy + °° 十 和 ya 
则 
тіл, (yi +e + yi) < ХТАХ < max), (у? 十 … + y2), 
令 c=max(|[min);| |max; |), Х y+ +y =YTY=XTX, Ж 
| X'AX |< cX 1 X. 
(因为 Q 是 正 交 方 阵 ,所 以 X'X—= (ОҮТОҮ-ҮТОТОҮ=ҮТҮ).. 
方法 2 (利用 28 000 因为 A 是 实 对 称 阵 , 所 以 3 ,使 I 十 A 汪 >0, 即 对 任 z, 有 
Z (DT 十 A)z>>0 即 
х Ar >— tr x, 
D 又 一 A 亦 是 对 称 阵 ,所 以 3 ,使 二 IT 一 A>0, 故 对 任 z, 有 xT (t, Г А) х2>0,#& 
T Ах < t,z1x. 
ЯХ c=max(t st), 9 – сат Arcx, В 
| =! Az |< cz х. 
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28. 设 A 是 实 对 称 阵 ,证 明 : 当 实 数 t 充分 大 后 ,tI 十 A 是 正定 矩阵 . 
证 方法 1 用 2.3 节 27 题 , 当 上 充分 大 时 ,可 使 1+ А 是 对 角 优 的 ,这 只 要 取 上 大 
于 各 列 和 的 绝对 值 的 最 大 值 即 


t > max | Sia, . 
) i=1 
方法 2 用 定理 9.5 Ж 2. 对 任 实 对 称 方 阵 A ,存在 实 正 交 方 阵 Q, 使 
Q AQ = diag{Ah1,** ,A,}, 
ЖР А, ,4 为 实数 , 均 为 A 的 特征 根 . 故 
ОП + AD2Q = diagit + A ,tA,), 
所 以 只 要 选取 t 宇 max|4;| 即 可 ， 
29. 判别 下 列 二 次 型 是 否 正定 : 
(1) 9921—1222, +48z z, +-130z2—60x;z; +71xš ; 
(2) 1021 +852 2422: +222 一 28zy Hr; 


i=] 11р 
п п— } 
(4) Ул! + Уды. 
1 二 1 i=l 
Жж (1) 因为 
99 —6 24 
24 一 30 71 
其 各 阶 顺 序 主子 式 
99 —6 
di =99— 0, d, = 6 130 >> 0, d, = detA = 18 X 49 х 2283 > 0, 


所 以 4>0, 即 二 次 型 正定 . 


(2) di =10>0, a= | >, 
4 2 
10 4 12 
d, = |4 2 — 14| = 2°(5—2х14х12—12х6—14х35—4)<0, 
12 —14 1 


所 以 Q(X 9 To x 23 ) 不 是 正定 的 . 
这 里 是 用 顺序 主子 式 来 判断 的 . 要 算 一 个 三 阶 行列 式 , 计 算 量 较 大 . 本 题 也 可 这 样 来 做 : 


HHE A 正定 , 则 A 的 所 有 主子 式 大 于 0. 而 我 们 一 腿 就 可 以 看 出 有 一 个 二 阶 主子 式 到 
0 , Вр 


- 


所 以 A 必 不 正定 . 
(3) 
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2 2 
1 
¿ 
A = , 
1 
2 
1 1 
2 2 | 
2 1 1 1 
] | 1 КА : ] : 
d, = — 一 — І, 1, 
н o] А + ( 1) 
1 1 ?2!, 1 
1 
аа, D] | = ZH >0, m= 1l,,n. 
2 : т 
1 


所 以 QC ts) EE. 
noil 
(4) Q(x, ,z,) = [= + 2, (7 + х) + z, |> 0; 


或 用 
1 
2 
1 
2 
А = 9 
1 
2 
] 
> 1 
2 1 
d= 7 7 |= la" в" mil o 
2 . 1 2" а — В 2" 
1 2 


БЕЖ 1] a 8 WE r –20-11=0, 4 a= BF fB S а" Ба" 8+ 4-а": 
十 8”, 这 里 a 二 Bp 二 1, 故 其 值 为 m+ 1. 

30. zt 取 什 么 值 时 ,下 列 二 次 型 是 正定 的 : 

(1) xi +25 +522 +2tx xt: — 2x xr; + 4x; z; ; 

(2) ri +425 +25 +2252, +-l0x,z;--6<x;z3;i 


解 d) 
] —1 
A = t 1 2 | ， 
—] 2 5 
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а, =] > O, d, 一 一 1 — z’ > 0, d; 一 一 t(4 + 51) > 0, 


— ] < t —< 1] —1 -— < 1 

>: 一 > ЕЕЕ 无 解 . 
4 + 5: > 0 4 +- 5ғ < 0 

故 ” 当 一 信之 1<0 时 ,Q(ziyzayzs) 正 定 ， 


(2) 
1 5 
A = | 4 31,4 = 1,4, = 4—7, d, = 30t— 105 — 2; 
5 3 1 | 
要 1220, d: >0, ds 2>0, 9 
— 2 < t < 2 
x. 

一 15 一 V120 < t —— 15 +./120 


所 以 t 为 任何 值 时 ,Q(zi ,zzs) 均 不 正定 . 

31。 在 Q(z,y,z) 二 A《T t y tzt) +H2ryt2rz—2yz 中 , 问 : 

(1) 4 取 什 么 值 时 ,Q 为 正定 的 ? 

(2) 4 取 什 么 值 时 ,Q 为 负 定 的 ? 

(3) 当 4=2 fl A= —1 时 ,Q 为 什么 类 型 ? 

Ж d) Hj Q IF = L BJ E EE B # Bi JN PF + + AEX. 
À 1 1 
1 —1 À 

所 以 要 Q IEE Ë J ,А20,А? 221,422, А:>2 为 解答 . 
(2) QñE= d, <0,4,2>0,4, <0, BI А<0,А22>1,4<2, Bf) < —1 为 解 . 


(3) 当 4 二 2 时 ,A 的 所 有 主子 式 均 为 正 数 或 0, 所 以 Q EE IEE Н). (IN ап = ax = 
азз = 2—0 ,detA 王 0, 二 阶 主子 式 有 三 个 值 均 为 3) 


° 4, = 4, d, = 4 —1, d, 一 (А = 2) (04 + 1)°, 


或 用 配方 法 : 
1 2 1 
Q= 2 z++G +> | +(2—-)‹›— 2? 
所 以 Q >É IEE. 
当 A= —1 时 
О =—(х— у —– 2), ОХЕ. 
а À À 
32. ig A= " U " \ ? 其 中 а->0, n2, 
À À a 
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试 间 , 当 4 取 何 值 时 , 实 二 次 型 х Az 正定? 
解 x Ах IEE= A 正定 二 A 的 各 阶 顺 序 主子 式 大 于 0, 而 K 阶 顺序 主子 式 


À 
detA, = det Е : а. (а— 4) [а + (k — 1)А], 
À 
其 中 detA, =a >00, 4 k2, 
аА > 0 
detA > бе 一 > -一 人， 
н at- Da >00 A Е 
k 二 2,…,n 代入 得 当 
a> > 一 一 时 ,二 次 型 r!Ax 正定 ， 
33。 试 求 下 列 实 二 次 型 的 相合 标准 形 : 
(0) 2) DPs D У) [jk] zjx. 
1ч у< Ёл 1< j—< k=<n 
# (1) 
_1 l pml 
0 7 2 (— 1) 2 
_ 1 
2 
— 1 1 
А = 2 2 
_ 1 
2 
туі 1 1 _1 
(— 1) 2 2 0 
1 
— ] 
_ 1 _ 1 
ШЕ; _ (1, 1,1, 1, ) > Í. 
所 以 A т 阶 顺 序 主 子 式 
| 1 
2 
_ 1 
| 2 
m _ т 1 
detA, = (— 3 ) l—(1,—1,1,—1,:::) > = — (т — 2), 
_ 1 
2 
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Ё 4 m> 时 ,m 为 奇 时 detA, >0,m HERT, detA, 一 0. 由 22 题 可 知 
A =< diag{— 1,1,—1,.…,— 1}. 


或 由 作 可 逆 线 性 代 换 
х1 == у + уг 
+, — У у» 
х; = у, 1 = 了 , 7. 
则 
Q(zi, tr) аву yi 5 25у ys ун Був Oe) У) yy C D: 
3=< < Ёп 
一 
7 一 了 ILJAN 
250P шры DO 
}=3 IKJA Е п | 


而 .n 一 2 个 变量 的 二 次 型 
Ха >) zzi” 
j=3 


3 }<#5©л 


是 正定 的 ,这 很 容易 由 它 的 各 阶 顺 序 主子 式 为 正 得 出 ,事实 上 detA) = 2-с, 


эт 
故 二 次 型 的 标准 形 为 (变量 记 为 工 ) 
дї — z — z: — = — Z2, 
(z== Px, P= P, P, P;) 
(2) ЖА #т 阶 顺 序 主子 式 
1 
2 
d, =| 1 1 
1 
2 
0 ] 2 т — i 
|, з | 
= 2 K Ë ", > I — 1 7 DD 


m—] … 2 1 0 
| d, <0 т 为 偶数 
ПИА т> NA o m 为 奇数 
故 当 m>1 后 ,A 的 顺序 主子 式 正 、 负 相间 ,由 22 题 知 
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故 二 次 型 的 相合 标准 形 为 
Q(a) | = Py = yi — уб — +... 一 уз. 
34. Gu КАЗНА 么 相合 类 (正定 , 负 定 , 半 正 定 , 半 负 定 ,不 定 ) 


一 1 
a) A=]. 
—1 
2 1 
ул=|! 77 ! 
Ы 
1 1 2 
1 1 
° z 2 
1 
3) А= 
(3) 1 
2 
1 1 
2 2 ° 
т (1) 
n 1 1 
— 1 . ., 1 
а, = |, . _, = det | (m + 1) I, — J 
: . , 
—1 1 
k H aT Еа k _ ] T 
=(n+ 1 | L — таа |= (n + 1) (1 19 г) 
= (л+Е1)*(1—- п ат) = atp > 0 


其 中 а= (1,--. ,1) 1. 
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所 以 р>] 时 d, ~>0,k= 1 ‚4, = >0, А 正定 . 


(2) 
1 
d, = det ran = 1 +k 0 k > 1 
1 
上 А EZE. 
(3) 
1 
d, = аде Е = (— 1“ FGP, 
1 


РЕЗ k2>>1 时 ,A ВФ BT BU: ЕРТЕ. fi ABB] СВА 为 偶数 di 一 0;& Жаа, >20) А 
ХЕ № ХЕ ВЈ. 


АЗ 2 2 
2 A 1 ] 
35. п ЕЛ А=! : 1 `. : | ,7 全 2， 
: : O 1] 
2 i 1 A 


ШКА 的 取 值 范围 使 A 正定 . 
解 ” 记 a 二 (2,1,…,1) , 则 


detA, =det | (А — DIL + |, |(2,1,::. ,1) |= det(A — 1)1, + an) 


1 
=Q — 1)*4е(1, + a") = а—1*{һ ата) 
一 (4 一 1) Q 1+А-+3) =Q —1DP А +А+ 2), 
А221, 
由 A 正定 =dett>oe | 、 1 所 以 A 之 1. 
36. WHH: 如 未 4 是 正定 实 对 称 阵 ,那么 4 А" (古典 伴随 方 阵 ) 也 是 正定 方 阵 . 
证 方法 1 因为 (4 )' =(А7) SA ', 所 以 AC 1! 是 实 对 称 阵 . 设 4 为 A 的 特征 


根 . (i 二 1,…,n), 则 7! 是 A-! 的 特征 根 . (因由 Ar =r 可 得 AT 一 二 


所 以 А2020 106410, 

方法 2 因为 4>0, 所 以 对 任 zZ0,# хТАлх2>0, ЕВЕ х= Ау, 48 
0 < ж Ах = (A y) ACA y) = у (AT TAAT y = yA y, 

所 以 A~ >o. (因为 上 式 对 任 y 关 0 成 立 ) 


因为 “二 (detA)A £, 
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故 对 任 z=0,48 
х'А* х = z=T(detA)A 1x = (detA)r A z > 0 

所 以 A" 正定 . 
最 后 一 个 大 于 号 是 因为 detA>0, (因为 A IEE) K x Az=>0 对 任 zx 关 0 成 立 ( 因 A ' 
正定 ). 

37. ШЖ А,В јел 阶 正定 方 阵 ,证明 A 十 B 也 是 正定 方 阵 . 

证 НЕЯ, 250,8 х Ах2>0,х' Bz 这 0, 于 是 有 

x (A + В) х = z=!Ax+- z!Bx > 0, 

对 任 2560 成 立 , 故 A 十 B 是 正定 的 . | 

38. МА п 阶 实 对 称 阵 , 且 14|1<0, 证 明 : 必 存 在 实 n Е rA, {E x! Асх< 0. 

证 FELRE) EWIE хх Azx=>=0 WJ A 是 半 正 定 的 .由 定理 8.5 知 A 的 
所 有 主子 式 之 0, 与 已 知 |A1 二 0 矛盾 , 故 必 有 zx 关 0, 使 х'Ах<0. 

方法 2 Boà 为 A 的 特征 值 , 则 有 дегА = А.А An СЯ ЕВ 6.11). 由 已 知 
Ао, KVARA АСО, ВА 的 负 惯 性 指数 隆 0. 故 存 在 可 逆 线性 代 换 x 二 Py 使 

х' Ах [|.- p, = у +* + у; (уд + + у), r < п 

取 Yi = *** = y, =Ü, у, — *** у, —= 1 ИЛ] 


#1 i 
| 0 
АЕ Æ 0 


l 
且 使 
zTAz 一 0 十 … 十 0 一 (1 十 … 十 1) == (пр) < 0. 
39. АЙЕ: 任 一 秩 为 1 半 正 定 对 称 方 阵 SHA S=aTe ,Jtrh a J: 1X n EREE. 
证 因为 对 任 实 对 称 阵 S 都 存在 可 逆 阵 忆 , 使 


I, 
А | 
О 


这 里 ,由 S 半 正定 ;所 以 q=0,X 5 (5) =1, 112] r=1. EI 
1 1 1 


P АР = 


PTSP = l > S = (P'1yT | | p~ 
0 0 0 
记 P 1=(b;),a= (Ьу, sbin), D 


bii 
5 = : (bi |... ‚Фы) 一 a'a. 
ln 
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40. 设 A 是 正定 实 对 称 方 阵 , 试 证 : 对 任 两 回 量 r ЖП y, RLA 
(х Ау)? < (х: Ах) (у: Ау). 
又 等 式 成 立 的 必要 充分 条 件 为 和 y 线性 相关 . 
证 ` y=0 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 当 > 和 关 0, 引 人 参数 1, 则 由 А 是 正定 实 对 称 阵 有 
0 << (х +ty)' Alr іу) = х Ах + Ë y Ay + 2=TAy, (+) 
对 一 切实 数 t RA REAA t BJ IK У, ЛІВ Н.Э) |00, , EB (6° —4ac<ç0) 
(х Ау)? < (z<TAz=)(y!Ay) 
ку Hk У = 3] Ж] т\, = 0=—= ( +) r ДУ = (z +ty) =0 (I А ЕЖ) ех, у 线性 
相关 . 
41. 如 果 二 次 型 Q ，,… ,Xz, ) 等 于 0 的 充 要 条 件 为 (zi 和 …z) 一 0, 那么 QC,’ 
Tn) JE IE ЕН) EK ff ХЕ BS. 
证 БЕЖ: 在 QGz,…zo) 不 是 正定 的 或 负 定 的 , 则 或 四 它 是 不 定 的 ,或 @@ 它 是 半 
ЕЕН, ROC EFA E А. 
Q) #r'E E A EB), M d nm P, tE 
QGzi yzr) (ер = уй + + y; (у + Бу), Ж + < n. 
取 у = у, =1,1 y; 二 0,1 一 2,…,n 一 1, 于 是 有 


21 

i i І 

而 Обу, әх) =1—1=0, 58 AFA. 
G ECEFEEH WI Дн] ЕЕ 已 ,使 

Q( x; stts La) | z= Py 一 y + уг, r< п, 


取 у == у, =0, У+1 == s. = у, =], 
则 有 


] 

而 QC” ,XT ) 二 0, 与 已 知 Q(a)==0 {У ә a=0 # JA. 

3 与 书 类似 , 故 证 得 . 

42. WHE: 实 线 性 空间 L 上 线性 函数 的 平方 是 半 正 定 二 次 型 ,一 些 线性 函数 的 平方 
和 也 是 半 正 定 二 次 型 . 

证 (1) 设 了 为 地 上 的 线性 函数 ,el ,…,e, 为 空间 L 的 基 , 则 对 VzxEL( 设 其 坐标 列 
为 (xz1，,"…,X,)') 有 : 
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fer) fle) T 
fo afe tead | : -| : | (mi, NX) 


flen) fle,) 
f (ei) £) 
所 以 НЕ) ОО (х) 
f (e, ) n 
fer) 
方 阵 A= | (f(el),…,f(e,)) 为 半 正 定 的 ;所 以 [f(zx)] 是 半 正 定 二 次 型 . 
fle,) 


(2) H ( * ) 式 显然 有 


fila) ++ fi (a) = (ays z,) 2) 


f Cel) 21 
| : wes H 
T LLE Се) | 


所 以 faz) + fç ate + fi (2) >F IEE К. 
43. 证 明 : ЭЭ. 一 (Dr) 是 半 正 定 的 , 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 z, = x, == --+ = 


证 方法 ] 因为 对 任 Zi，… Za 有 


nY (Da) = (х; — zY > 0, 
i=] i=1 1= < =n 
НЕ уел, = x; ,125J. | 
方法 2 在 第 40 题 中 , 取 A 二 1,zx 一 (zi,…,X,) ,y 二 (1,…,1), 则 有 


(zz)Cy wy) > (xz! у)?, 


因为 这 里 zz = >=: ‚угу = n,zT y = >л, IRA ERRI 


дух — (Ze) — 0 
FERS M y 线性 相关 ,所 以 r=ky=(lk, k)". 
44. 设 Q(mi tTn) = X'AX[X 是 一 实 二 次 型 ,着 有 实 n mE X, , X, ,使 XI AX, > 
0,X;AX,<0. ШЕВ. {ТЕЗЕ п Ж 8 Х,520, 18 X AX, =0. 
证 方法 1 因为 对 任 4ER 有 
(Xi 十 AX,)'A(X +АХ,) = XIAX, + 2AX(XIAX,) +АХІАХ,, 
上 式 右 边 是 关于 4 的 二 次 三 项 式 , 其 判别 式 为 
A = 4(XTAX: Y 一 4(X2AX,)(XIAX1), 由 已 知 条 件 得 A > 0, 
所 以 有 两 个 不 同 的 实 根 1 ,az ， 故 Xi LA X, Z X, + Ax Х.Х, 等 于 其 中 不 为 0 者 ,如 
Xo =X, +à: X: ， 则 由 上 面 讨 论 知 X2 AX. =0. 


方法 2 由 XTAX= f(z,…,z,) 是 m, т, 的 连续 函数 ,LA Хи 


1 0 上 
X IA TX 
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ТА x <, 所 以 f 在 |X|: 二 (Xf 十 … 十 X:) 二 1 这 个 nn 维 的 “单位 球 ” 上 ,已 有 两 点 


的 函数 值 异 号 ,而 | 和 XI=1 是 一 个 n 维 闭 球 ,由 中 值 定理 , 必 有 XX。 且 |X。 | 二 1, 使 X; АХ, 
= (), | 
45. А = (а, )Ж В = (6; ) 都 是 n 阶 正定 对 称 方 阵 , 试 证 : HE C= lab) tE n И 
正定 对 称 方 阵 . 
证 显然 C 也 是 对 称 方 阵 , 今 任 取 r= (x, ,天 0, 则 由 A>0,B>0, ul 4 [Bj Bf 
в 
хїАх = аад, x, > 0; xr! Bz = 3 baz; iz, > 0, 


J k=1 j, k=1 


现在 需要 证 明 


n 
У! аӊфа®у®, > 0, 


ў. | 


由 B>0, Е n ИВЕ Q= (ос). BQ Q, Вр 


ba = У) (0 = 1,.,n) 
{= 1 
所 以 


У) Qa ba; r, == > d jk ( Saas ух, Tk 


j k=l ],Ё=1 


п 


= = 2, > йа» (ж;@; ) (Tg ) 


对 任 v — (>, 9 2." ,Xs ) 关 0 ,因为 Q 可 逆 ,所 以 总 存在 一 个 L, 1848 
(z Яп +2202 9 Taq mn ) = 0, 
(ЗЕ +, 0, Ж] H Q то 的 第 一 列 中 总 有 一 元 素 不 为 0, 设 为 qa ,于 是 Tı] £O) 
又 因为 A>0,% 
Sas (2,9; )(х.4ь) > 0 对 某 { 成 立 . 


Jy k =1 


所 以 Darbar „> 0, 所 以 С 一 (албы) >> 0, 


},Ё== 1 


46， 证 明 : 如 果 а, =+ m (a; = а) ЖЕЖ KE, ЯЖ 


i=l j= 
dyu а, Уу 
Убу s s yn) = 
йл ` am y, 
у ee “y, О 
是 负 定 二 次 型 . 


| | А у І, —A у 
让 A=(a;),y=( K °°. От,В= | | Р= | | | 
yı y y! 0 取 O 1 则 
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A 
P'BP = | a 
—у А y 


两 边 取 行列 式 , 因 为 detP 王 1 所 以 
fyi syn) = detB = (detA)(— y! A `y) < 0 

对 任 ул, y, 不 全 为 0 成立 

所 以 РО Ü y.) E ЕЭ. 
( 因 А>0,А7>>0, И detA>0,y A 1y>0,XHfE y 关 0 成 立 ). 

47. 设 A 为 实 对 称 正定 方 阵 , 则 

detA < ana am. 

等 号 仅 当 A 为 对 角 阵 时 成 立 . 

证 ”用 归纳 法 ; 4л=2Н{[,4детА=а а» — а» Sanaz: GRAWN n 一 1 阶 方 阵 成 
立 , 则 对 n NIEA, i 


Ы! 
其 中 4 为 ?一 1 阶 正定 对 称 阵 . 取 
一 m ЕИ! M P АР = а. ТИ! 


因为 detP==1, 所 以 在 右边 两 边 取 行列 式 得 
detA = (detA, ) lam — B'A A) < (detA, ,) • am» 
H A, >0>A 0 ВТ 8' A; 020, FRAMS, H ARRA detA, Sant 
(1,—1 n-i ,等 号 仅 当 А, УХЕ. 于 是 得 
detAS (detA„-1) * Am Saadm 
等 号 仅 当 A 为 对 角 阵 时 成 立 . 
48. 对 任意 实 系数 nn WP AE B= OA 


| detB |< J] (3782)? (Hadamard 不 等 式 )， 
等 号 仪 当 babi bub 十 … 十 bub 一 0(i 关 站 时 成 立 . 
证 因为 B 可 逆 , 所 以 A= BT B 是 正定 实 对 称 阵 . 其 中 
а = W +. +É = УЫ, 
故 由 47 题 有 ü 


п 


(det B)° — detA dll a, = [|a = П bz, 


1 =] k=] 


所 以 | detB |< [| ( 315)”. 
i=] =] 


FERLA 为 对 角 阵 , 即 a; = 0G Aj) У bu e by = 0. G Z j). 


49. < A MB 都 是 实 对 称 阵 ,A 半 正 定 ,det(A 十 iB)==0. 
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求证 : 存在 1Xn E£ 35 ЕЕ a ,使 得 a (A+ iB)= 0. 
iF HE% det(4A 十 iB)=0, 所 以 3 复 向 量 z=8+iy, Ë z(A+iB)=0. 此 时 车 8,y 中 
有 一 个 为 0, 则 已 得 证 . 
今 设 8Z0,yZ0,H z(A+iB)=0 分 开 实 , 虚 部 得 : 
ВА – УВ =0,Ó 外 Xp8 十 四 X 广 得 84A8 + yAy!' = 0 
BB БУА = 0,Q@ 
因为 A 二 0, 所 以 必 有 BAF 二 YAY' 二 0, 又 由 定理 8. 5 ,存在 方 阵 Q, 使 得 А= 070, 
所 以 0 二 8Q' QB = QTQ "一 QB8' 王 0 或 BQ' =0, 89118 уо" = 0. 
HO 


所 以 BA=8Q'!Q=0——yB=0, 
уА=у070=0 “S gp=o, 
所 以 B(A+iB)=0, y(A+iB)=0, 


H 8B,7y 均 为 1Xz 实 向 量 . 
50. WHE: 对 一 切 1X2 EZ Е r= sn) зу Ж 


> — ran > 0, 
试 求 它 的 最 小 值 ,并 求 它 在 限制 条 件 =, -1 下 的 最 小 值 . 


E RRG) = Dz — Sa = TZAr”, 则 显然 
i=] t=1ł 


其 各 阶 顺 序 主子 式 满足 


detA, = ZH > 0， БЕШ A > 0 


故 当 z 天 0 PF,Q(z)>0, ЛМЕ, — IK j zxAzT 仅 当 z=0 时 达到 最 小 值 0. 
一 - ` — Ån- a! _ ... _ 1 加 】 | O 
Aml A | a | 其中。 (о, 9> г) РЕ, РМ 


A, 


РАР? = | |, 其 中 4 一 一 a4 了 ;cwil， 
a 


所 以 


+1 


А„- : 
Q(X) = хАх' = (лхлу,++,х„ | | ) 1 
a 273—1 


т 


1 
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2 


~ ~ А,_ : ~ ~ 
== (Xi | | | = хА ух, + a, 
a + 


т—1 


1 
因 为 An IE Œ » Pr EA TA, 12720, 089% х= (21 y "°" ,X,_1) 可 能 为 0) 故 最 小 值 为 а. 


8.4 补充 题 与 解答 


1. А Еп ЗЕ Л ,5={х|хҗ'Ахл=0,хЄ К"). 

(1) 试 给 出 S 为 R" 的 子 空间 的 充分 必要 条 件 ,并 加 以 证 明 . 
(2) 4 S #725] Н > (A) = r-—n 时 , 试 求 dimS. 

解 ” 设 存在 可 逆 阵 P, {E 


则 


I, 1, 
басит) 一 了 => — 1, Ë 
O O 


其 中 у= Рх, 


Өу + у урн — *** Yon = 0 
以 下 分 情况 讨论 : 
Q) а=0 时 ， 
zxTAx = 0e y? + --- + y: = 0 
=> y] = - = y, = 0 
0 0 
0 
еу= | |өх = Р 
x 
x< x< 


Ж S Ж 25 [8], іт =п– реп ғ, 
(2) р=0 M,R БЖ S 7 25 B] ,dimS=xn—q=n—rr. 


(因为 х Az=00 yp 十 … 十 Уре = 065 ур 6 = ур = 0 у = (Уу » o ya 0, °° 
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Урко з" У) L= P (у, "ур ,0,*"*,0, уро Yr) ). 
© ржа 均 非 零 时 ,S 不 是 子 空间 : 因为 S 对 加 法 不 封闭 ,如 设 
а = Р\(1,0,+,0,1,0,++,0)' € S 
В = P ?1⁄601,0,-.,0,—1,0,-.,0)! € S, 
以 上 a 中 第 二 个 1 及 8 中 的 一 1 都 是 第 ptl 位 分 量 . 显然 a Aa= 0, p AB 一 0, 但 a 十 BF S: 
I, 2 
0 |= 4=(0. 


(а + РТА(а +В) = (2,0，…) — 1, 


0 
于 是 得 结论 : 

(1) S 为 R" 的 子 空间 的 充 要 条 件 是 A 是 半 和 定 的 ( 即 半 正定 或 半 负 定 ) 

(2) 当 S 是 子 空间 时 ,dimS 二 nn 一 (A)= 二 nn 一 r. 

2. А,В л 阶 正定 实 对 称 阵 , 证 明 AB 的 特征 值 均 为 正 数 . 

证 方法 1 因为 A>0,B>0, 所 以 必 人 存在 可 逆 阵 P,Q ,使 得 A=P PP,B 一 QQ, 则 

AB = P’ PQ'Q = P' PQ'QP (P!) 

所 以 AB 相似 于 PQ QP = (QP СОРТ t Л Ж E: iF E SEX: Ж СА ӨРТЭЙ), Et 
特征 值 为 正 , 又 相似 的 方 阵 有 相同 的 特征 值 ， 

所 以 АВ 的 特征 值 均 为 正 数 . 

方法 2 H detQI— AB)=detQI-— ВАЕ n УВА, B 成 立 . 知 АВ 5 ВА 的 特 
征 值 相同 . 故 

4B=(P )CPQQ) 与 (PQ Q)P 的 特征 值 相 同 .后 者 二 (QP')"(QP') 是 正定 的 , 特 
征 值 均 正 ， 

所 以 AB 的 特征 值 均 为 正 数 . 

11! 17! 2]! 
— 2 | ‚Єз == É ;是 КОН, К c ,e; ,es 的 对 偶 基 . 
3 1 7 
解 : ҮСЕ, о (aa, as) = xe охе tre; 解 此 非 线性 方程 组 ,得 
P =— 3a, — Daz — 2as, 


3. ЁЎ є = 


+69 — 


=, = дау +a, 
Xs3 = a, + 2a, + as; 
于 是 由 8.2 节 知 el ,ez ,es 的 对 偶 基 为 
fila) =— За; — 5az 一 2a (= xı) 
f: (a) = 2a, + a (= т) 
f, (a) = a, + 2a; +a; = (хз). 
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9.1 定义 与 定理 


定义 9.1 КУЖ ЫК 上 的 线性 空间 ,者 V 上 定义 着 正定 对 称 双 线 性 型 g, 即 对 
(Е а,В,а о В.В. СЄУ,АЄВЕ 6 (10 glah) = (а,®)) 

1. Casa?) 20,а50; 

2. Ха». В) = <В,а); . 

3. 《al тов, В) = (о В + (ог, В) з; Аа, В) = (а, В) ; 

Се, = (0,8? 1 (а, Б>; (а, 8) = bla, 8). 

g 称 为 内 积 , 则 V 称 为 (对 于 g 的 ) 欧 几 里 得 空间 

定义 9.2 设 V 是 欧 几 里 得 空间 , 则 

(1) 向 量 aEV 的 长 度 定义 为 loe | = (asa). 


(2) АЕО 向 量 a,8EV 的 夹 角 定义 为 9 一 cos ' I PT 


(3) 长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 , 向 量 a,8 НЕЕ ЖЕ ХА lag]. 
引 理 9, 1(Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 对 于 任意 非 0 向量 a , B€ V 都 有 
| е,» © Hell 181. 
S| 9.2 (三 角形 不 等 式 ) ”对 任意 a,BEV 均 有 
la+8|]| < lel + |8. 
定义 9.3 ЖЕЕ a,B W &\ае,›=0, Ж a УВ EZ, WA a | 8. # a Уут? [8] W 
中 的 回 量 均 正 交 , 则 记 为 a L W. ETZI W, 与 W 的 任 二 向 量 均 正 交 , 则 称 W, 与 W. 
EX. WX W, | W,. | 
5128 9.3 两 两 正 交 的 非 О 向 量 组 一 定 线 性 无 关 ， 
定义 9.4 欧 几 里 得 空间 V 中 由 两 两 正 交 的 向 量 构 成 的 基 称 为 正 交 基 . 若 正 交 基 中 
每 个 癌 量 长 度 均 为 ], 则 称 为 标准 正 交 基 或 笛 卡 尔 基 . 
定理 9. 1 (Gram-Schmidt 正 交 化 ) о уа, 是 欧 几 里 得 空间 V 的 基 , 则 存在 V 
的 标准 正 交 基 e1 ,… ,e, 使 
Ме, + … + Ra, = Re + -+ + Re, (1 < s < л). 
Ж l Bast sa, 是 欧 几 里 得 空间 V 的 基 , 则 存在 标准 正 交 基 s ,…,e, 和 实 的 上 三 
角 过 流 方 阵 工 使 得 
(sl vs) 一 《al "о, Г 
而 且 了 工 的 对 角 线 元 素 均 为 正 数 . 
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系 2 对 每 个 正定 实 对 称 方 阵 G, 总 存在 实 上 三 角 方 阵 TS (tj) ta >0AdSiSn), 

使 得 

ТСТ = І. 
#3 欧 几 里 得 空间 中 任 一 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 可 扩充 为 一 个 标准 正 交 基 . 
定义 9.5 En KEN 满足 0 О=Т, ШКО 为 正 交 方 阵 . 
定理 9.2 设 欧 几 里 得 空间 V 的 标准 正 交 基 el,…,e, 经 过 渡 方 阵 Q 变换 为 基 
аз, әс, 
(al stt san) = (E19 8, QO, 

则 当 且 仅 当 Q 为 实 正 交 方 阵 时 ,aa 为 标准 正 交 基 . 

Жа 对 任 一 可 道 实 方 阵 A, 唯 一 地 存在 着 主 对 角 线 元 素 为 正 数 的 上 三 角形 实 方 阵 

了 ,使 得 Q= AT 为 实 正 交 方 阵 . 

RS WW 是 欧 几 里 得 空间 V 的 任 一 子 空间 , 则 
V= WOWŁ, 

其 中 W ANAS W 正 交 的 向 量 a € V (И RAW 的 正 交 补 ). 
定义 9.6 БУ, МУ, 是 两 个 欧 几 里 得 空间 ,内 积 各 为 g 和 g;. 车 存在 双 射 线性 

映射 

e: V, — V, 

使 gj (а, 8) = g; (Ф(а),Ф(8)), ШЖ po 是 欧 几 里 得 空间 V, 55 V, E W AHRS, Н Ж У, 

同 构 于 V,. 
定理 9.3 任 一 n 维 欧 几 里 得 空间 V а R” = 二 E,, 这 里 列 向 量 空间 R” 的 内 

积 为 

(х,у) = £y = луу, +: + =,y,. 

《对 于 z== (zi, z.) y= (yy, y O ER” ,E, RHA n 维 经 典 欧 几 里 得 空间 ). 
5129.4 实数 域 R 上 的 线性 空间 上 的 线性 变换 以 定 有 一 维 或 二 维 不 变 子 空间 . 
定理 9.4 设 4 为 实 方 阵 , 则 存在 实 正 交 方 阵 2 使 

А, ж .. . x 


ПАО = 


À; 
ЖЕ EZ 36 RP n,a WERA, A 为 二 阶 实 方 阵 且 均 无 实 特征 根 . 
定义 9.7 若 n 阶 实 方 阵 N Е ММТ NTN, 则 称 N 为 规范 方 阵 . 
М, М, 
引 理 9.5 若 实 规范 方 阵 N=a| MN |р ,其 中 О 为 实 正 交 方 阵 , 则 N, = с. 


定理 9.5 N 为 实 规范 方 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 实 正 交 方 阵 0 使 
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А, 


О! МО ~ 一 y 


b 
其 中 义 ,… XER,A4 一 | ”| 的 特征 值 为 复数 ak 士 这 (一 1 
k k 


系 1 对 每 个 实 正 交 方 阵 2, 存 在 实 正 交 方 阵 N ,使 得 
cos sin0, cos, sinb, 
2:00, = diagd Е sinó, cos | б Е $100, ии klo, z 7 
其 中 0<0 <x 33 (1<:<5). 
系 2〈 对 称 方 阵 的 谱 定 理 ) 对 每 个 实 对 称 方 阵 S, 存 在 实 正 交 方 阵 人 2 使 
Q SQ = дїа@{А1,°°*›А„}»› 
其 中 XA，,… ,4 为 实数 ,都 是 S 的 特征 根 . 
Жз 对 每 个 交错 ( 斜 对 称 ) 实 方 阵 天 ,存在 实 正 交 方 阵 使 
2 KQ = вав [ ? НЕ ? NK): (b € R,k = 1,.,s). 
—b 0 —b, 0 
Жа 1 n 阶 实 规范 方 阵 实 正 交 相似 的 充分 必要 条 件 为 其 个 ( 复 ) 特 征 根 均 
相同 . 
定义 9.8 设 x 为 欧 几 里 得 空间 V 的 线性 变换 ,A 为 x 在 一 标准 正 交 基 下 的 方 阵 表 
RA A 为 规范 ( 正 交 、 对 称 、 交 错 或 反对 称 ) 方 阵 , 则 相应 地 称 x 为 规范 ( 正 交 、 对 称 、 交 错 
或 反对 称 ) 变 换 . 对 称 变换 也 称 为 自 伴 随 变 换 . 
引 理 9.5” 欧 几 里 得 空间 V 的 规范 变换 WW 的 不 变 子 空间 W 的 正 交 补 W+ 也 为 不 变 
子 空间 . 
定理 9.5” 设 W 为 欧 几 里 得 空间 V 的 规范 变换 , 则 存在 Y 的 标准 正 交 基 el ,…,e， 
使 得 
Je, =a,e, — Бе 
| Neri = Orer F аьел 
(k = 1,3,5,.…,2s— 1) 
而 exs+l,…，e 为 NW 的 特征 问 量 ,从 而 V 分 解 为 相互 正 交 的 二 维和 一 维 不 变 子 空间 的 
АЖ: 
V = (Re, + Re) Ф +++ Ф (Re, —, + Rez) Ф Re O … Ф Ве,. 
RI OQ 为 欧 几 里 得 空间 V 的 正 交 变换 , 则 存在 V 的 标准 正 交 基 el,… ,e, 使 得 
Nier, = (cosñ,)e, — (sinf, Jer › 
А ер = (Sin, )е, + (соѕ0, ен » 
而 Qe = Бе, (k= 二 25 十 1,…,n), 也 就 是 说 ,V 分 解 为 相互 正 交 的 二 维和 一 维 不 变 子 空间 
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(k = 1,3,5,.",25— 1), 


W, 的 直 和 ,而 0: 在 Wj; 一 Res_1 十 Res; 上 限制 为 旋转 变换 (j= 二 1,…，,s), 在 Wj 二 Rey+; 上 限 
制 为 反射 或 恒 等 变 换 (j 二 :十 1,*…,n 一 5). 

*2 设 9 为 欧 几 里 得 空间 V 的 对 称 变换 , 则 存在 由 9 的 特征 向 量 组 成 的 V 的 标准 
正 交 基 . 

RI 设 光 为 欧 几 里 得 空间 V 的 交错 变换 , 则 存在 V 的 标准 正 交 基 el ,… ,e, 使 得 

Ker =— фев 
| Жер = bie, (Ё = 1,3,°,2s— 1), 
Хе, = 0 (k = 25 +1, ,nn). 

定理 9.6 设 %% 为 欧 几 里 得 空间 Y 的 线性 变换 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) x 为 正 交 变换 ( 即 x 在 标准 正 交 基 下 方 阵 为 正 交 方 阵 )， 

(2) 保持 内 积 不 变 , 即 对 任意 a,BEV 有 

(Ya, В) = Ça, B> 
特别 知道 x 保持 向 量 的 长 度 和 来 角 不 变 , 即 上 sha 上 = 上 aj, 和 且 wh 与 ЖЯ S$ Ta Ур 
夹 角 . 

(3) % 为 有 限 次 旋转 和 反射 变换 的 复合 ( 积 ). ( 久 为 旋转 变换 是 指 存 在 V 的 标准 正 交 
Жер," е, 使 2 在 其 不 变 子 空间 Re, + Re; 上 限制 为 旋转 ,而 Же, =e, (k=3,.… n). 2 为 
反射 变换 是 指 存在 V 的 标准 正 交 基 el ，…e， 使 Re, =— e Re, =e, (k=2,.",n)). 

引 理 9.6 B s Ej A 为 欧 几 里 得 空间 V 的 两 个 线性 变换 , 则 以 下 命题 等 价 : 

d) 在 Y 的 一 标准 正 交 基 下 , 若 必 的 方 阵 为 A, 则 x* 的 方 阵 为 A ; 

(2) 对 任意 a PEV, A 

CH а, В) = Ça, A? , 
其 中 (е, = (a , B> 8 V 的 内 积 . <" 称 为 % 的 伴随 变换 . 
Ж RË EZ HR .交错 变换 NW,0Q2,%X 分 别 是 满足 下 列 关 系 的 变换 ， 
NN = NN, 00° = Г, Ф = F, Ж = - x 

定理 9.7 设 S 为 ” 阶 实 对 称 方 阵 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) S>>0( 即 S IFE); 

(2) S WIERA DSG, n); 

(3) S 一 S1 ,其 中 S, 为 正定 实 对 称 方 阵 ; 

(4) S 实 正 交 相合 于 diag( stt An) A> 0 Ain); 

(5) SPP, P ATAKAE SHEF); 

(6) SJ FET ЈЕ; 

(7) S By ML Pr i f ЕРТЕ; 

(8) БИЕТ В IE 3⁄. 

定理 9.8 设 S 为 2 阶 实 对 称 方 阵 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(1) 520 (BJJ S 半 正定 ); 

(2) S ВРШЕН A,220 (一 1，…m); 

(3) SSS, RP S, 为 半 正 定 实 对 称 方 阵 ; 

(4) S 实 正 交 相合 于 аав (л, stts A 0,，……0) ,А:2>0 OSIS”); 
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(5) S=Q'Q, Q 为 实 方 阵 ; 

(6) S 的 主子 式 缘 正 数 或 0; 

(7) S 的 同 阶 主子 式 之 和 都 为 正 数 或 0. 

定理 9.9 设 S 为 半 正 定 实 对 称 方 阵 , 则 有 惟一 的 半 正 定 实 对 称 方 阵 S 使 5 = SI, 
RB 5 S 可 交换 的 方 阵 与 S; 也 可 交换 ， 

定理 9. 10( 正 交 相 抵 标准 形 ) 对 任 一 mXn ЗЕЕ А ,存在 实 正 交 方 阵 P 了 和 QQ 使 


¿h 


> 
| 
ч 
` 
© 


Жр 2A 2> 221, 2>0 是 A' A 的 非 0 特征 根 . 

定理 9. 11( 极 分 解 polar factorization) (E— EJ А RRA 

А = 50 = 0, 5,, 

其 中 S 和 S; 为 半 正 定 实 对 称 方 阵 ,2 与 2; 为 实 正 交 方 阵 ,而 且 S 和 和 Si 均 是 唯一 的 . 

定义 9.9 БУ лп ЖЛ, 819525 8], Z KNA 

Р(х) = х. Sx + 2а х +a = 0 

的 解 z€ V 的 集合 称 为 V 中 二 次 超 曲 面 . 其 中 S 为 实 对 称 方 阵 ,a 和 工 为 列 向 量 ,aE R. 

定理 9.12 设 欧 几 里 得 空间 V 中 二 次 超 曲 面 在 一 标准 正 交 基 下 的 方程 为 

ZeSz 十 2c х +a = 0, 

实 对 称 方 阵 S 的 非 0 特征 根 为 ASDA , 则 可 经 正 交 变 换 化 此 曲面 为 下 列 情形 之 一 : 

(1) лу Ау tee tày = 0 Е =r AS И | 的 秩 |; 

(2) 和 十 和 十 十 hy: 一 c 二 0 (C r=r—1) (CER) 

(3) Ai yi Ау +. БА,у2 Е2Ьу„=0 (234 r=r—2. 
(在 情形 (1) 总 有 det$S=0, 在 情形 (3) 总 有 detS=0) 

定理 9.13 ЖА УВ улп 阶 实 对 称 方 阵 且 A E, M| fff H Ж yk P 使 得 
P'AP=1,,P' BP 为 对 角 阵 . 

定理 9.14 欧 几 里 得 空间 V 中 保持 问 量 内 积 不 变 的 变换 o 一 定 是 线性 变换 ,从 而 是 
正 交 变换 . 这 里 o 保持 内 积 不 变 的 意义 为 对 任意 a BEV 均 有 

(оба) ,0(8)) = (a,B). 
定理 9. 15 (Schur EJE) 设 实 方 阵 A 的 复 特 征 根 为 X41 ，,… ,4;, 则 
tr(AA') 之 | àr He lA |°. 

并 且 当 和 且 仅 当 A 为 规范 方 阵 时 等 号 成 立 . 

定理 9.16 (Rayleigh 定理 ) 设 S 为 实 对 称 n 阶 方 阵 , 则 


=! Szx 


т (x E R”) 
2 X 
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的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 S 的 最 小 特征 根 人 : КАЕ An НАЧ х УА, ЖА, 的 
特征 癌 量 时 取得 . 


9.2 解 题 方法 介绍 


9.2.1 Gram-Schmidt 正 交 化 程序 


Й ai a, 为 欧 几 里 得 空间 V 的 基 , 则 令 


В = оз, е = а, 
| A | 
Bz — a 7 Caz ‚еу )е, 9 е; 一 _Ё#_, 
|| 
Ë, = Q, ` (arse ) el (а, s€ ) ë> — s.es — (а, sE j Je] 9 E} == ГЕТ 
А 


其 中 k= 3, =": ‚п, €1 9 ”Cn 为 Vv 的 标准 正 交 基 . 
9.2.2 实 二 次 型 在 可 逆 线 性 代 换 下 化 为 平方 和 (标准 形 ) 的 方法 


此 问题 也 等 价 于 实 对 称 方 阵 相 合 对 角 化 , 即 存 在 可 逆 阵 已 ,使 P'AP= D, X # А Ж 
实 对 称 阵 , 为 对 角 阵 . 在 此 总 结 的 三 个 方法 中 ,有 的 用 和 矩阵 的 运算 给 出 ,有 的 用 二 次 型 的 
语言 给 出 . | 

方法 1 由 定理 9.5 的 系 2,4] Ж n 阶 实 对 称 阵 A ,总 存在 实 正 交 方 阵 QQ, 使 ОТАО 
HXT RF. W AS CsT) ,由 
А, 


ОАО = 


ы 


А, 
Ж т; ЛДЕ Ат, SAri i=l "9, п, А, 2), 为 特征 值 ,zt; 为 相应 的 特征 向 量 . 于 是 用 此 方 
法 的 步骤 是 : (1) 求 A 的 特征 值 ,(2) 求 特 征 向 量 ( 解 方程 组 (MT 一 A)z 一 0),(3) 属于 同 
一 特征 值 的 特征 问 量 要 Schmidt 正 交 化 (而 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 原本 正 交 ). 这 里 
Q 二 02" , 故 是 正 交 相合 对 角 阵 . 如 已 知 给 的 是 二 次 型 形式 ,写成 Ql(a) 二 xTAxr 后 ,以 上 步 
又 对 A 进行 ,得 到 对 角 阵 后 ,就 可 以 写 出 二 次 型 的 标准 形 . 

方法 2 大 块 配方 法 , 见 定理 8. 1. 证 明 ( 步 又 ) 可 用 方 阵 运算 ,也 可 用 二 次 型 写 出 ,我 
们 这 里 用 后 者 , 即 关键 要 会 两 种 情况 : 

(1) Ж а 50, Й] 


Qla) =an Е + Llana 十 … + ах, ) 21 |+ aym, 


dıl 


l ° ` 
=a Е + — Саг zo + + а=) | 一 T Dayz; ) + 人 as m =, , 
11 j= 2 i j=? 


Ф 
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则 Qla) =а yi T Q, Gy Ya). 
(2) фт 211 = (), M ai 天 0, 不 妨 设 012 0, Mj 


21 = у +>, 
< е 

х= у; • 1 二 3,**,n 
则 Qla) = 2а y? — 2а» у Ба» (у — уг)? + 


= (2а, Faz: ) у + (a, — 2а) yg — аһу у + 
一 般 来 说 ,做 如 上 的 变换 可 把 (2) 化 为 情况 (1) ,可 当 а, 30 时 , 若 2а, Ба 二 0, 则 此 步 又 
无 用 . 这 就 是 教材 上 证 明 中 多 讨论 的 一 种 情况 : # a1 0, Па, 3-08], 6 1,i, 使 a11 关 0 
的 原因 . 另外 在 具体 配方 时 一 定 要 “大 块 配 ”, 即 当 ai 天 0 时 ,一 次 把 含 z, 的 项 全 部 配 完 
(这 是 与 中 学 的 配方 法 不 同 的 ) ,或 按 (2) 的 程序 进行 ,这 里 有 一 个 反例 , 没 按 程序 做 导致 错 
误 的 结论 ， 
Сс s L2 3 Z3 s L4) = L12 + L£ + Z; 24 + TT 
= [2z z 十 2xoxa + 2z;xz, + 250,021 + z: + x; + xš 


+ 27 — хі — 25 — 25 — zi | 


=> [= + =, )° + (T3 +r) — (ж; — хз)? = (ж! — z, ° ] 


yi = xz +<; 1 1 0 0 
м YT y=P-1z, P= 0O 0 1 

Y3 02 rs 0 1 —1 0 

У TTI T4 1] 0 Ü —1 


但 我 们 很 容易 看 出 РЖ ГЕ. 事实 上 我 们 把 原 题 的 方 阵 写 出 即 是 


1 0 1 
1 O 1 0 
A = ‚ rankA = 2. 
0 1 0 1 
1 0 1 O 
A 相合 于 diag{1, 一 1,0,0) ,而 上 面 的 对 角 阵 是 秩 为 4. 错误 根源 在 P Au (Tik С), 
(2) 要 求 做 ) ,改变 二 次 型 的 属性 了 . 
方法 3 初等 变换 法 . 即 对 
(A, D 


同时 做 初等 行 变换 , 且 在 做 每 个 行 变 换 时 ,对 列 做 相应 的 变换 , 则 当 A 处 得 对 角 阵 时 ,1 
处 得 的 是 P'. 理论 依据 
PT(A,D = (PTrA,PrD > (PTAP ,PT) = (D, PT) 
山 是 在 做 每 个 行 变换 后 ,接着 做 一 个 相应 的 列 变换 .〈 即 若 1,i 行 对 换 , 则 做 一 个 1,i 列 对 
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iR k Bo H; ЭЖЕ A TR A 倍加 到 7 行 上 去 , 则 i 列 的 4 倍加 到 7 列 上 去 ). 这 
里 行 、 列 变换 是 一 对 一 对 的 , 千 万 不 能 漏 一 个 列 变换 . 有 时 为 了 计算 方便 起 见 可 以 连 做 几 
个 行 变换 , 表 连 做 几 个 列 变换 ,由 于 和 矩 阵 乘法 有 结合 律 , 故 是 容许 的 ,由 存在 初等 方 阵 


P, P, 使 
dı 
Я ° 
d, 


它 的 原理 是 左 乘 一 个 , 右 乘 一 个 ,当然 可 以 左边 先 连 乘 几 个 ,再 右边 连 乘 几 个 了 . 但 千 万 注 
意 不 能 筷 了 右边 的 乘积 , 即 不 能 漏 掉 列 变换 . 

注 ЖЕКИРЕ ,使 ОАО р, НЕНЬ 1, 而 不 能 用 方法 3, 也 就 是 说 ， 
即使 用 方法 3 得 到 的 D 的 对 角 线 都 是 A 的 特征 值 ,也 不 能 保证 Р 为 正 交 方 阵 。 


9.3 习题 与 解答 


1. WR 维 欧 几 里 得 空间 中 的 勾 股 定理 : 向 量 4 与 8 正 交 的 充分 必要 条 件 为 : 
lal + 181° = lagi’. 
证 BA |l a— gll? = (а В,а— В) = (а,а) – <B ra) — (а, 8) + (8, 8) = 1а 1° — 
2а» + 181° 
Er a B EZS la, A =0ә | а— 811? = |а 112+ 1 811°. 
2. (1) 应 用 Gram-Schmidt 正 交 化 程序 把 Е. 中 下 列 基 Ql sQ2 sQ3 + Qá 化 为 标准 正 交 基 
El9""" E4: 
Ф (1,3,2,3)17,(2,8,2,8)1,(—1,0,—4,—1)7,(—2,—4,—3,—6)7; 
®© (0,0,2,1)1,(0,3,7,2)1,(1,1,6,2)7,(—1,4,—1,—1)7; 
@ С1,1,1,1)*,(1,0,1,1)1,(1,1,0,1)7,(1,1,1,0)7, 
(2) 求 上 三 角 方 阵 T= G, AE :,2>0 对 (1) 中 的 ac Же, ЖЯ: 
(gr yez ,€s 964) = (al saz saasaa DT; 
(3) 设 方 阵 A= (о аз заз a ) a, 如 (1). 求 上 三 角 方 阵 了 = (z, ) (t, >0)4Ë AT 为 正 
交 方 阵 . 


PT…PTAP,…P, = 


l 


1) і = 9 | = = 1,3,2,3 T 
ж ( D KA ол, є, Л "53° ) j; 
& = az — (az ›є1)в = аз — 24(1,3,2,3)7 = Z (— 4,11, —31,11)7 
23 23 , 
故 1 T 
g, = (—4,11,—31,11)'; 
1219 
Вз =a; 一 (a *Ë1 УЕ\ — 《aa Е? )E? 
一 12 т ll _ T 
@з + 5501,3,2,3) 1219“ 4,11, 31,11) 


=1 (— _ овут 
ES 人 0,27,1, — 26), 
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所 以 
(—5,27,1,—26)1; 


єз == 


= 
T Y — T ___ — ___ Т 
ñ. == + 55 22(1,3,2, 3) +C 4,11, — 31,11) 22; 5,27,1, — 26) 
= 方 (一 5,0,1,1)7， 
1 
故 € = —(— 5,0.1,1)', 
4 3/3 
1 
D sl 一 一 (0,0,2,1) 
V5 
_ 3 — T '` — 1 _ T, 
应 (0,9,1, 2) 9 ГД е, Зб 2) 3 
—1(6 —1.1,—ут a= l (е 1 у оу 
Вз g (6, 1,1, 2) ° 所 以 es 759° 1.1, 2) $ 
_ 2 _ т vo dl _ т 
В, 761,1, 1,2) ; Mb = 0201,1, 1,2) А 
Фаа=-(1,1,1,1)7, 
1 
=—(1,—3,1,1)!, £ =— qG, —3,1,1)!; 
fz 4 2 2/3 
Ө, = (1,0, —2,1)7, є, =-1(1,0,—2,1)7; 
3 /6 
в, =--(1,0,0,—1)7 є,=-—(1,0,0,—1)1 
4 АДА. À — АДА. • 
2 4 /2 


1 1 
(2) D Е =—(1,3,2,3) = — Н 
З 53. 
__ 23 _ 2 
2/1219 ° ./1219 


1 117 
Ез 一 31 =| 53a: 79 02 + 165а; | ; 


є, =3/За,— аа +? За: — = 


А/1219 =а, /1431=Ь,Ш Ж 


1 _27 165 _44 
V23 а 5 V3 
23 117 
T = 2a 2b 143 
53 55 
b 3/3 
3/3 
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Q 612000,2," e = ————(5а› —16а1); 


/5 34/30 
1 7 28 7 9 5 7 
Ез 516“ 80 ода | , £a =V [a 1 аз од +a ): 
] ]6 28 
V5 3/30 3/42 
O __7_ 
所 以 T= Зм 30 34/42 
6 
“42 
D si La; е, =— (do 3a1); 
2 V12 
6 6 
Єз =v Éa н 
2 
Е; ==//2а, +, urus ] 
1 y3 _\6 _3 
2 2 2 万 
2 „x6 1 
所 以 T= V3 6 V2 
6 1 
2 V2 
JZ 


(3) 工 如 (2) 中 各 式 , 为 了 区 别 起 见 分 别 记 为 A T; ¿=1,2,3. 
@ 

_1_ _27 165 4 
V23 a б V3 


23 17 уж 


А, -一 (a '@2 903 saa) ， Г, -一 2а 26 ? 
53 _ 55 
b 3/3 


С, — А, Г, = Сєз s €2 9E3 E4 ) $ 
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1l _ 136 _ 
5 34/30 
2 __ 
_ 3./30 


А» -一 (a ”@2 + Из sa)» Т, — 


С), — A; Т, — (€ 12 s€3 ›&4); 


© 

1 03 6 _3 

2 2 2 V2 

2 6 1 
Аз = (ai заг ›0з›0), T; = V3 6 V2 , 

6 1 

г у 

V2. 


С), = Аз T, = (el ,es ,€3 ,€4). 
3. (1) 应 用 Gram-Schmidt 正 交 化 程序 ,在 E, 中 构造 出 用 下 列 向 量 组 张 成 的 子 空间 


W BREEZE Eessen. 


Ф G1,2,2,—1)1,(1,1,—5,3)1,(3,2,8,—7)1; 

© ‹(1,1,—1,—2)7,(5,8,—2,—3)1,(3,9,3,8)7; 

@ (2,1,3, —1)",(7,4,3,—3)",(1,1,—6,0)T, (5,7,7,8); 

@ 1,0,0,0)", (1,1,0,0)7,(0,1,1,0)",(0,0,1,1)'. 

(2) 在 (1) 的 每 组 向 量 中 选 出 太 Ha oan REZAD E T= (t) Ct > 04E 
(gi stt en) = Clars am) T. 


Ж (1) 用 (a;} 记 已 知 各 问 量 组 . 


1 1 3 1 1 3 
2 1 2 | 初等 行 变换 |0 一 ] 一 4 
Ф (av ya v0 ) = _ ЯЛЕ. | 
2 —5 8 0 0 5 
— 1 3 —7 0 0 O 


所 以 Ci s Q> 903 线性 无 关 ， Вр W = (a sQ 103 ) ° 


1 
€ =— (1,2,2, —1)'; 
VB 


=e — lar ser Der = (2,3, —3,2)7 , FMA e= = 02,3,—8,2)7, 


з = as 一 《as 125. є} 一 《as3 ,ez )8 = (2, —1,—1,-——2)1, 
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所 以 є=——(2,—1,—1,—2)7. 


V10 
故 W 的 标准 正 交 基 为 E1yE2 3，。 
1 5 3 1 


1 8 9| 经 初等 |0 
一 ] 一 2 3| 行 变换 |0 
—2 —3 8 0 
所 以 W = (о , Go ? 9 (或 《a ‚аз? „нў (а: ‚@з)) 
a 一 二 (1,1, 一 1, 一 2)7; 


@ (a Ti „аз ) = 


O о ш л 
о O б› ш 


V7 
B, = аз — (азе )є = (2,5,1,3)", 
1] T 
故 e = zg 205 1,98) ; 
El 9E2 是 W 的 标准 正 交 基 . 
2 7 1 5 1 4 1 7 
|1 4 1 7 0 1 1 9 
B (asas 3 з —6 т ооо 67 
—1 —3 о 8 0 0 0 6 


因为 右边 方 阵 的 第 1,2,4 列 线性 无 关 , 故 
W — (ai yO? saa >. 
从 ai saz sa, 出 发 用 Schmidt 正 交 化 程序 构造 标准 正 交 问 量 组 得 


1 
€ = —— (2,1,3,—1)!; 
' 15 


1 
8=(3,2,—3,—1)", СИ —3,—1)7; 
В = (1,5,1,10)°, e, == ————(1,5,1,10)7 
= 
所 以 W = (el ,es Єз). 
1 1 0 0 
0 1 1 0 
(2) 因为 det(ai , Q> + 3 ,ad ) 一 det о 0 1 А =1—0, 
0 0 0 1 


所 以 ал saz заз saa Ж W 的 基 . 

e =a; @=а;—а1=(0,1,0,0)', Же =, 
Bs =аз——&з = (0,0,1,0)', е =, 

В, = аа —єз = (0,0,0,1)', ÉK e= fis 

所 以 є, є: ,єз є, Ж W К 


(2) D а= пса, g eT), 
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_1_ 


єз == ———(аз — 3a: +B, )— (аз Баг — 2a); 


/ 10 м 10 
1_ d __2_ 
IO v26 Ло 
1 1 
所 以 (e1 7E2263) = (а: saz sa) Г = (а заз ‚аз) ‚26 /10 
_1_ 
/ 10 
Ф а= 1; е, =— (a: — 3a), 
V7 V39 
1 3 
V7 V39 
所 以 (є; s€ ) = (ај 0) T = (al saz ) 1 . 
V39 
(3) sl =- E? 55 (az 一 2a1 ) ; 
єз 一 — — Zo ), 
所 以 
1 _ 2 2 
/ 195 №23 127 
1 
(є; sÉ? ,63 ) 一 (a * Q> ,ad ) 53 0 
_1_ 
127 


@ El “Qi; € OQ ma; 
Ез = a3 一 (аә — а] ) = a; T a? +a ; 
£, == (а, — (as — Caz а ))) =a, —as +a а\, 


1 —1 l —1 


— 1 1 
所 以 (є 9€2 ›Е; ye) 一 (al ;Q2 s G3 s04) 1 _1 + 
1 
4. ЊЕ a = (1,0,2,1),а = (2,1,2,3), оз 二 (0,1, 一 2,1) 张 成 的 子 空间 为 W, 求 
W 的 正 交 补 W+ 的 标准 正 交 基 . 
ж ў 


а 1 0 2 1 
= < : 1 2 l 


W W=R(A ) 即 A 的 列 空间 . 故 W + 就 是 齐 次 线性 方程 组 AX=0 的 解 空间 (也 就 是 
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М(А)), 


— 1 
1 0 2 1 
2 1 
о 0 O 0 
0 1 
又 因为 (mn ;mp) 二 0, 所 以 力 ,mp EZ. 
=1 ol T =1 =l T 
故 ыл 5-6 2,2,1,0) » Ê? a орг? А 


是 W- 的 标准 正 交 基 . 
5， 线 性 子 空间 W 用 下 列 方程 给 出 
22, + = + Заз — z, = 0 
P 十 27y — 22, = 0 
З= + =; + 9x; — z, = 0. 


求 给 出 正 交 补 W 的 诸 方 程 ， 
解 ” 用 消 元 法 解 齐 次 线性 方程 组 得 
— 6 
9 
Th 1 ‘р 一 ‚ W = тз), 
0 1 
则 W- # 7) # H 
ИР _ o, нуе" —9x, — z; = 0 
Tp 22 + х, = () 
给 出 . 


6. 证 明 任何 二 阶 正 交 方 阵 , 必 取 下 面 两 种 形式 之 一 ， 


| cose d Du sing 


| КЕЕ < m 
— sine cose 


sing — созф 
' ` _[a ё TA 
证 设 A=|“ ° |208 АТА I 知 有 


а + =b Ба =1, (1) 
La = 0, 

н 01) 945 |а]1<1, 所 以 jg, 使 cose=a, 
RA а? с =1 中 有 c= 二 1 一 cos p= sino, ТИ c= Я ѕіпр. 又 由 detA=ad—bc= +15 
(1) 联 立 可 得 

(atd) + (c Tb)?2 = 0 — a =+ d, Б = с. 
X o a En‘ BOVA 

A, = | созф sae], А, = |2087 sing | 

—sing coso sinp — cose 
其 中 detA, =1,detA; <— 1. B A, 中 ad 同 号 ,p,c 异 号 ;A, Pa d 异 号 ,b,c 同 号 . 
° 327 ° 


l — 0 
7. йА=|—2 2 一 2|, 求 正 交 方 阵 耳 ,使 TT 'AT EX AE HR A Ck ÉE B 
0 — 3 f 
然 数 ). 


解 дека —– А) = А? — 642 十 3 十 10 王 (Ti 一 27GA 一 5 所 以 和 一 一 1 一 2， 
4s 三 5 为 A 的 特征 值 . 

对 4 二 一 1, 解 (A 十 1)x= 二 0 {8 2 = (2,2,1); А2, (А — 20) х=0,19 z. = (—2, 
1 ,2)T; 对 A 二 5 解 (A 一 5Dx=0, 得 zx; 二 (1, 一 2,2)T. 把 z, zi z; 单位 化 (因为 它们 已 是 


正 交 的 ) 得 а =, ре 727,0 
2 一 2 1 
ЖОЛЫ 1 -| 
1 2 2 
则 


—] —1 
pap = | , = | 
5 5 


Н PP 为 正 交 方 阵 , 即 有 P' P= I. FE 


_1 к 2 —2 рр)" 2 2 1 
At = P 2 Е 1 | 2 Е 1 I 
5 1 2 2 sll 1 —2 2 


8. 证 明 : 下 列 三 个 条 件 中 只 要 有 两 个 成 立 , 另 一 个 也 必 成 立 . 
(1) А 是 对 称 的 ; (2) А 是 正 交 的 ; (3) A2= I. 
证 0 由 (1),(2) 推 出 (3); 因为 A = 二 A, AA 二 I, (1) 代 入 (2) 中 得 A= I. 
D 由 (1),(3) 推 出 (2): АТ=А,А*=1—>А А=1. 
O AHA A AsIII AWAR А {3 А`АА=А, XWA A = 1, A! = A. 
9. 已 知 s n КЛ, 182 V 的 一 个 正 交 变换 ,W 是 э/ 的 不 变 子 空间 ,证 明 W 
的 正 交 补 W - tB E: x 的 不 变 子 空间 . 
证 Bastan Ж W 的 标准 正 交 基 ,扩充 后 аз, ,ams,Bn+1，"…,Bs, 是 V 的 标准 正 交 
基 . 因为 YY 是正 交 变 换 , 所 以 Ha а. si 只, Е У 的 标准 正 交 基 . 
故 LC las ss а) Вл уе ABa) 
又 因为 W 是 尝 的 不 变 子 空间 , 即 
Ж, € W, i= l,m, ВИ Сео, stt s Aan) = W, 
于 是 
了 op) | №, АИ С, A) СМ, 
Е y€ W- = (Banti 30t B, WW y= Emt Bnri Кее Enla WI 
wy = A Emri B, 十 2+2 B, + 2 十 … + Lapan) 
S Emh ABar + Lm ABm+z 十 … 十 =, B, 
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ЄІ(ЯВ, A C W+ , 

所 以 W+ 也 是 x 的 不 变 子 空间 . 
10. WRT ARER >= py, 把 下 列 二 次 型 偶 , 辣 时 化 为 平方 和 . 
(1) Кин sS Sasi ; 

g= xi +4xz z: 1722 — 22103 — 142,23 1323; 
(2) aras +222 2052, +225, 

g= +4x x=; 220123 +-4z; tirz; +z 3; 

W Harit: D ziz; 22050:  Tj2zx;zxa 

(3) 


g= L 422 +05221 22,24; 


4 
Ж D f,g 的 方 阵 分 别 为 : 
1 2 一 1 1 2 —] 
A=| 2 -15 3| B= | 2 17 一 7|， 
一 ] з 0 —1 —7 3 


D 对 方 阵 A, 各 阶 顺 序 主子 式 四 >0,d<0, 所 以 A 不 是 正定 的 ,考查 B 的 顺序 主子 
A d, = 1220,4, =13>0, d; =1>0, fF B EFE. 
@ R P, 使 Pi BP, =I, H#J 97599317: 


l 2 —1 1 0 01] ntr fi 0 0 1 O 0 
ri +z 
(BID=| 2 17 —7 0 1 0—— |o 13 —5 —2 1 0 
— 2с + c; 
—1 一 7 3 0 O 1 cl + cs 0 —5 2 1 O 1 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 O 
2rs + r> r2 十 73 
О 1 = 1 0 1 2 ————— 10 1 0 0 1 2, 
2сз 十 сә c2 + сз 
О —1 2101 0 0 1 1 1 3 
1 0 1 о 0 
0 2 3 0 0 2 
@ 取 
1 0 0 ]1 J] 0 
P, = 0 0 1 ° HS P = P, P, = 0 1 9 
0 1 0 0 3 2 
则 
0 0 1 0 0 
P'AP = |0 2 0 |, Р'ВР = |0 1 0]. 
о 0 一 3 0 0 1 
Вр Д/1»=р› = у1+2у3— 35, gler = уу + у. 


(2) fg 的 方 阵 分 别 为 : 
l ] O 1 2 1 
A= |1 2 1|, B= |2 4 2|， 
0 1 2 1 2 1 
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O 通过 计算 各 阶 顺 序 主子 式 , 可 知 A 正定 ( 因 d, =d,=d,=1>0) 
©) Ж P., t PIAP, 二 1, 对 (A, 了 做 初等 变换 得 


1 1 0 1 0 O i 0 0 1 0 0 
(А, = | 2 1 0 1 о f 1 0 —1 1 ] , 
0 1 2 0 O 1 O 0 1 1 —1 1 
1 —1 1 1 0 
所 以 ik 1 一 上 | ,而 а 1 O|, 
О 0 1 0 0 0 
O 对 二 阶 方 阵 Bu = Ë | , 求 正 交 方 阵 Q, ОТВ, Q 为 对 角 阵 . 为 此 , 求 B,, 的 特 


征 值 和 特征 向 量 . 有 det Q I— Ba) 二 4(4 一 2), 所 以 А, =2,А,=0 为 特征 根 . 


1 1 fl 
对 А\ 二 2, 解 (AI 一 Bi ) 并 一 0 一 工 一 H 一 人] -号 


| 
ХТА 二 0, 解 Buz=o-~z=| |, 故 e; - |. 
ДХ Q= (e, sez) ‚ ДІ] Q Bi О= diag{2,0) , 故 取 


l 1 0 
V2 ү 
Q 0 
р. = [ç = 二 -L op 
V2 V2 
0 0 1 
2 
则 | san | 0 | 
0 
故 
1 1 
— 二 0 
1-1 Hl AZ 0 0 l 
1 1 
> > 0 2 2 
0 0 UW? x2 2 ү 
| 0 O 1 0 0 1 
使 fl: = у tyty glep, = 2y, 
(3) 设 f,g 的 方 阵 分 别 为 A ,B, 则 
1 1 
> 二 0 
2 2 га ооо 
1 
— 0—1 1 
A = 2 , В = 0 1 0 l, 
5 —1 00 0 0 1 O 
0 1 0 2 
0 1 0 2 
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Ф) 因 为 =4.=4,=4,= 3220,90 В 正定 . 


@ R Pi, 使 PI BP, =I, 


+ 00 о 1 0 о о 1 

(B, = |0 1 0 1 O О _ |° 
0 010001 о 
010200901 + 
оо 0 0 
0 1 0 — 

了 时 以 P, = ‚ H PHAP, = 

0 0 1 
000 1 —1 


3 Ж A, 的 特征 什 和 特征 问 量 . 
det(A — А, ) = А* — ЗА + 2А — 3Q 1) 
对 А=1, Ж ОТ—А,)х=0, 


1 — — 
0 
(了 一 А, ) 一 

0 
0 

1 1 

1 0 

所 以 m 一 ”六 一 13 一 
1 1 
1 0 


O б н о 
O e Ф о 
= о O о 
O O O N 
= соо O O 


Q—1 Q +3). 


将 I/ ,Schmidt 正 交 化 得 =m CE2 T £l ез = т te; 


对 л=—3, (А1—А,)х=0, 
1 一 1 —1 一 3 
0 1 0 1 
| 0 0 1 1 %7 
0 0 0 0 
故 取 Р, 一 (el ео ç Ез ,ed )， 有 Р: А, Р, = іар{1,1,1,— 3). 


所 以 


l 1 _1 _ 
2 2 2 
0 0 ji _ 1 _1 
0 1 0 一 1| | 2? 2 2 
P = P, P, = 
001 ol 1 1 
ооо 11]]2 2 2 
l 1 1 _ 
2 2 2 


сок м | нч S| х |= 


f |.= p, = y + y; + у — 3у2, g leer = yt + x; + xš + уа. 


即 有 
1 
1 
PTAP = ‚ ，PTBP = 1,. 
11. 对 下 列 实 正 交 方 阵 A, 求 实 正 交 方 阵 2 ОТАО 为 标准 形 ( 定 理 9.5 £ 1): 
2 1 2 3 1 _у6 
3 3 3 4 4 4 
-| 2 2 _1|. _ |11 3 V6 |. 
(1) А s 5 |, 〈2) 4 т > 21, 
_ 1 2 2 V6 6 1 
3 3 3 4 4 2 
1 1 1 1 ї 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 2 2 
1 1 _1 1 1 1 _1 _1 
2 2 2 2 2 2 2 2 
(3) А = ; (4) А = 
121 1 _1 _1 d _1 1 
2 2 2 2 2 2 2 
l _1 _1 1 _1 l 1 于 
2 2 2 2 2 2 2 2 


解 (1) OR AKKA 
FOA) = det —– А) = (А — 1) (А? — A+ 1) 


所 以 м = 1 A = УМ, а = 1—8i 
D 分 别 求 A 的 属于 特征 值 4; ВЛЕ Р] E 49 
14/31 /Зї — 1 
1 2 2 
ху 5 |1|, ж = | 131—1 |, Жз = | 1 十 V3il， 
1 2 2 
1 1 


故 由 定理 9.5 系 1,A 实 正 交 相合 于 


1 
А ~ | cos? o|- 
— sinf cos 
D 把 zi #174615 е, И x; (zs) 的 实 部 . 虚 部 得 两 个 向 量 , 它 们 构成 二 维 子 空间 


L (x; , Ta ) 的 两 个 实 的 基 回 量 ; 骨 把 它们 单位 化 得 E2 s€3 ‚Ж 
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1 
V3 
1 
N = (є ,6: єз) = ТА 
1 
V3 


则 有 
О АО = M ` AN = В 
+ ”此 题 要 求 的 是 实 正 交 方 阵 2, 故 只 能 得 标准 形 为 B, 由 于 A 8 — ЗЕ, Br 
以 只 有 在 复数 域 中 A 才能 正 交 相合 于 对 角 阵 . 


(D) A 的 特征 值 为 : 1 一 1, a = ENI k A 的 属于 特征 值 до ОНЕ ВТА, 


. 1 
1 — — 


1 /2 2 
ВЕТ EN 
0 2 V2 
1 1 
事实 上 £3 = +> , 故 求 特征 向 量 3 时 不 必 另 解 线性 方程 组 ° 同 (1) 得 E1 se2 9E3 故 
l ọ 1 
V2 V2 
Q = (ee) |l _1 
/2 V2 
O 1 0 
HB. 
1 
1 3 
N'AN = 2 2 |. 
_ 3 1 
2 2 


(3) 4 的 特征 值 为 二 1( 三 重 ), ,三 一 1，, 属 于 特征 值 1 的 特征 向 量 为 es ,ez ,es ;属于 特 
征 值 一 1 的 特征 问 量 为 E4 ‚ &- N= (є; *Є2 s€3 ‚є4) ;上 有 


1 1 1 — 1 1 
1 1 l —1 1 1 
О = — ‚ОСАО = 
2| 1 —1 1 1 ] 
21 1 1 1 -1 


(4) A 的 特征 值 为 1, 一 1,i, 一 i. 特征 向 量 分 别 取 为 
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] Ü 一 1 і 
1 0 1 — 1 
oo 天 
0 1 1 1 
把 zi ,xz 单位 化 得 er ,ez EZ x; 的 实 部 和 虚 部 并 单位 化 得 e ›є,. 5 (2= (є, ,ez ,e3,e1), 即 有 
1 0 0 —1 1 
a= l! оо | 1 | 
0 一 上 1 0 O 1 
0 1] 1 0 —1 0 


12. 设 欧 几 里 得 空间 V 中 ,对称 线性 变换 Y 在 标准 正 交 基 assa, 下 由 以 下 方 阵 S 
给 出 . 求 由 7 的 特征 回 量 a, ,e, 组 成 的 标准 正 交 基 , 及 在 此 基 下 变换 7 的 方 阵 表示 ， 
11 2 —8 17 —8 4 2 1 1 
o | 2 2 Е 17 —4 1 2 | 
—8 10 5 4 —4 11 1 1 2 
解 (1) H деА1— 5) = (5—18) (4—9) (4+9) =0, 1 9 的 特征 值 为 和 1 =18,4,=9, 
Аз = —9. R S 的 分 别 属于 A; 的 特征 向 量 得 
1 
- 
2 


—2 
в | 
2 ] 


; (3) 


力 = 
把 它们 单位 化 , 故 知 
_ 2 
3 
1 
e = (aaas) | = а 十 去 os H as 1 
2 
3 
2 
3| 。 
2 2 2 1 
ёз = (а заг saz ) ruwar + а: + оз $ 
1 
3 
1 
3 
ёз = (æ ‚а: аз) – < — Fa — Sa 十 3 ©з 
2 
3 


Ж V 的 标准 正 交 基 ,Y 在 此 基 下 的 方 阵 表示 为 
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18 


— 9 
(2) S 的 特征 值 为 4; = 27, А = Аз = 9. 特征 子 空间 的 基 分 别 为 zi 一 (2, 一 2,1) ; 
ж =(1,1,007; 23 (—1,0,2)7, 正 交 化 后 得 y =-рлу эр = ор -=(—1,1,4)7. 


记 从 ат sQ2 903 到 | е1 е2 » Єз 的 过 渡 和 矩阵 为 Q, 则 有 


2 l| 1 
3 /2 18 
2 1 1 
(el yezyes) 一 (alyazyas)@ 一 (alyazyas) | 3 万 "ЛЕ , 
l 0 & 
3 „18. 
FE a er e, 下 的 方 阵 表示 为 
7 
| ‚| 
9 
(其 中 Q 是正 交 方 阵 ,所 以 ei ,es ›ез 是 标准 正 交 基 ). 
(3) S 的 特征 值 为 A 二 4 二 1,4 =4 ;特征 向 量 分 别 为 
— 1 — 1 
xz, = Ols ж, = 1 
1 0 1 
把 х. sx: Schmidt 正 交 化 ,把 zs 单位 化 得 
M = 6015050", 
А = EC 2 D 
7 = 51,0", 
故 令 
el = (оз заз yas) 力 ;ez = Со заг yas) hs ёз = (а аз saz) т 3 


则 el ,es ,es 为 V 的 标准 正 交 基 , 且 4 在 此 基 下 的 方 阵 表示 为 


13. 对 下 列 实 对 称 方 阵 S, 求 实 正 交 方 阵 吕 使 27SP 为 对 角形 : 


4 А 2 1 1 1 2 
of polki ol -> | 
l 1 3 1 1 
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= O н 


3 2 0 2 2 —2 
(4) : 4 1 (5) | 2 5 46|; 


—2 —4 о 


= ке н Су 


1 
1 
] | 
0 


=a <> єк юы 


1 
E (1) S 的 特征 值 为 A 二 5, 三 一 5，S 的 属于 特征 值 5, 一 5 的 特征 向 量 分 别 为 


Tı —(3,1)!,z, =(—1,3)! ,单位 化 得 а= OD ,ml ‚зә, 


V10 V10 


1 [3 А Ë | 
(2 — | $ 0! SQ -一 А 
A 10L1 3 使 — 5 
(2) det(AI[— S)= (A+ 1)(A2—6A1-+7)=0, 


所 以 = — 1, 1 一 3 一 V2， Аз 一 3 十 V2 
因为 实 对 称 阵 属于 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ,所 以 分 别 求解 齐 次 线性 方程 组 CA,7 
一 S)z 一 0, 得 相应 的 特征 向 量 , 再 单位 化 即 可 


— ] 
JE 
О 


令 NQS (e, ,ез ез) , 则 有 


万 _ 


1 1 
JZ V3 
1 
ер 一 013 z+ = 1 |se: = 2023 zs = |l |, e = 
V2 y2 
1 1 


_1 _1 1 
Z 2 2 ! 
0150 = TS 1 _ 1 1 — 
, 1 1 3 + /2. 
V2 V2 


(3) 特征 什 为 4 一 一 1,X4 =A, у, 1133 S 的 特征 向 量 分 别 为 一 (一 1 


5+V33 y —V т 
ODT; а = (1, E83 1) a= (1,5831). x |z руб, | = 


33 十 5v33 » 33 一 DvV33 . ] ] 
— N — ., 一 ——, — m — 9 |4 в 
2 | z; | 2 т] а а. | б 则 得 ; 
e, = l € = ax, ез = bx 
1 ~ —.L1 * — $ — А 
Z 2 2 3 3 
故 
1 
— — a b 
V2 
О = (eise: ез) = 0 一 2 33. == 33, , 
1 
— a b 
V2 
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HÄ 2150 = йіае -1,=—у 33 LEY 33 |. 


(4) S 的 特征 值 为 41 二 1, А4, Xs 二 7. 相对 应 的 特征 向 量 分 别 为 


— 2 2 — 1 
| el, a = Ila- — 2 
1 2 | 2 
а= д ° e =T T, s= 2: ‚<> ()= (е, ,ez ses) , MA 


1 
па |. | 
7 


(5) S 的 特征 值 为 1,1,10. 特征 回 量 分 别 为 xı = (2,0,1)', x: = (—2,1,0)!, х, = 


T 
(—1,—2,2)!. #5 Schmidt 正 交 化 得 : ĉ] = =e = (2,1,4) , е = 1л: ‚ & 0 = 


(ei se ‚ез ), 则 有 
2150 = diag{1,1,10}. 
(6) S 的 特征 值 为 人 三 一 1( 三 重 根 ) ,4 二 一 3, 相 应 的 特征 向 量 分 别 为 


— 1 _ 1] _ 1 1 
0 1 ] 
Ti 一 s 22 一 y = N = 
1 2 1 T3 0 24 А 
1 0 0 1 
把 2; , х, 623 经 Schmidt EZME, x, 单位 化 得 ， a= 5; „=-—(—1,0,2,—1)7; е, == 
пе 
1 1 
A Зз ТО» ёа 9 4. 今 (= (е, ,es , es se, ) MA 


Q SQ = diag{—1,—1,—1,—3). 
14. 设 在 欧 几 里 得 空间 V 中 , 正 交 线 性 变换 x 在 某 标准 正 交 基 wm ,… ,a, 下 的 方 阵 表 
不 为 以 下 方 阵 A. 求 V 的 标准 正 交 基 ei ,…,e, 使 V 分 解 为 1 维和 2 维 不 变 子 空间 直 和 , 必 
在 二 维 子 空间 上 作用 为 旋转 (如 定理 9.5“ 系 1. 

解 D A 的 特征 值 为 人: 一 M* 王 1, 3 一 一 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (TI 一 A)z=0, 得 两 正 

交 特 征 向 量 z = (1,1,1)T1,z,=(—1,0,1)71,4 B ñ y 4k 
1 
ДЕТ 


又 解 (一 [一 A)z 一 0, 得 属于 1 一 一 1 的 特征 向 量 z, =(1, 一 2,1)T, 单 位 化 得 p= 0, 


] 
С1,1,1)7, = —(— 1,0,1)! 
Т м2 


—2,1)1, W 
её 一 (al sa? sas ) Th == + а; ta); 
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ез = (аз заз заз) = C + аз): 


ез = (asaz заз) т = = — 2 + аз), 
E V 的 标准 正 交 基 , 且 
V = (е) @ le) @ ез) 
即 V 分 解 为 3 个 1 5 AAF T 2 [н] ПУН ЯП. CS A Ce, > 都 是 Y 的 特征 向 量 生成 的 子 空 间 , 任 
a(0) Є Le;) 都 有 =)iaE(ei)). Sf {ЕҖЕ el ,ei ,es 下 的 方 阵 表 示 为 


A, = diag{ l,l, — 1}. 
(2) 由 det(41 一 A)==0, 解 得 А 的 特征 值 为 Xl 二 1, A. =1, ;二 一 i, 相 应 的 特征 回 量 为 


R 
| 


Ж т -三 р = Кел; , p = ох, РЖ 


ё] = 《ai s Q аз) = l ca, 十 az ) 
V2 
е; = (о. „@2 ,aa Эт} — аз ; 
一 le, — az), 


ёз = (ai s? аз 2 7 5 


则 Є] 72 э ёз E V 的 标准 正 交 基 , 且 
V = (e? + (eo, es), 
即 V 分 解 为 一 个 1 维 不 变 子 空间 和 一 个 2 维 不 变 子 空间 的 直 和 . У e ,ez,es 下 的 方 


阵 表 示 为 
0 0 
B = Chomm) АС sMo) = = 0 1). 
0 —1 0 
(3) A 的 特征 值 为 41 一 1, Ana = SEETV Liy 4212872 相应 的 特征 向 量 为 
一 1 一 V2 6 О 
1 
= — 95 -— $ — +ib, = — ib, = 一 一 一 上 一 b=} т 
TI 3—2 /2 |» 2 =a ib, т: а—16, ЖР а= 2 PRE - /2 |. 
/2 — 1 и 


1 


1 
取 р ура, =b, Ф 
/21-+14./2 


1 
—[— a + (1 + /2)z=; + G/2 — 1)аз ]; 


е 一 (ai sa? ;03) M = 
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е; = (asa ‚аз ) Tp = [$e — (1 十 V2)as 十 (V2 — 1)аз |; 
ез = (alias sas) m: = pla -Da + (1 HD a ]. 
则 ei ,es es Æ V 的 标准 正 交 基 , 且 
V = (ei? + <е»›ез)› 
即 V 分 解 成 两 个 不 变 子 空间 W, =e) (1 # ЯП W = lene) (2 维 ) 的 直 和 , 记 从 基 а, 
аз оз 到 基 ei ›е; ‚е; 的 过 渡 和 矩阵 为 P, 则 P= (m 1р 1 ) 是 正 交 方 阵 , 且 有 


一 2 十 7V2 /42-+28,/2 
12 


РТАР = 12 = B, 
_V42 十 28V2 一 2 十 7V2 
12 12 


B Æ AEF e) eo ›е; 下 的 方 阵 表 示 . 
15. 对 第 11 题 中 方 阵 A, 做 如 第 14 题 . 
解 ” 设 x 在 标准 正 交 基 al ,-… ,a, 下 的 方 阵 为 A, 则 由 11 题 知 有 ; О 的 列 就 是 所 求 标 
EEH el ,… ,es Earst a, 下 的 坐标 列 . Вр 
(er, sen) = (q *** a, ) 2. 
而 О 的 第 7 列 为 ej ,由 此 得 
e; 一 《aly…yans)ej J = 1,2,.,n. 


故 


(1) е 一 (ai 2 э@з Je; == 十 as +a) , 


е 一 (а) 人 2 +3 Jez =l} (—a, — az + 2a; ) H 


/6 


€s -一 (а, 22 903 )єз =l (—a, 十 az ) 


V2 
V= (е) (е, ‚ез! 


НЕКА 0 Сез ео) ЕЕ R] 29 e Е Í AX со0— 1,5053, Р 0= Ж, BB E 


(ee ) 绕 е 转 可 .或 说 成 是 oyx 平面 绕 с НИЕ). 


] 
7549 十 az ) ; E: = аз ; 


1 
ез ~ 一 (о, * 2 s03 )єз = — (a 一 az ) $ 


/2 


(2) e, 一 (а, sQ? 3 Jei — 


V= (е) + (e; ; es > 
í ТЕ ДУЛЁ +-Z5 ЇН] (е, , es > 上 的 作用 为 旋转 ,x 在 El 9€2 + €3 上 的 方 阵 表示 为 
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] 0 0 
f cosb sin0|, Жер Ө = = 


О — sinf cos@ 


(3) €1 = (a 十 ay 十 aa — а) ‚ ёо = 十 ay аз Fa) H 


Єз =a — Q? + аз ta); Є4 = 十 as? 十 as +a); 


V 二 (ei) 十 (es) 十 《es) 十 (es). 


ga Жаз ез Сана» == +a); л: +a); 

V= (е) (е) + (es se?) 

Á É elyez ез зе, 上 的 方 阵 表 示 为 
] 

— 1 


(4) el 一 


‚ 其 中 0 = 2. 


cos sing 
— sinf соѕб 


16. Ж А €n 阶 实 对 称 阵 ,; 且 А? = I,uFBH, FEES E 工 ,使 得 


1, 
ТЗАТ = | |. <<»). 


nr 


证 [SA = 1, ТДА =l, A= 1,08 A 的 特征 值 为 土 1, 又 A 是 实 对 称 阵 , 故 由 害 
理 9.5 Ж 2 知 存在 正 交 方 阵 工 ,使 


. L 
ТАТ = о, = - | | | 


其 中 r 是 特征 但 1 的 重 数 . 

i£ ”此 题 春 不 用 定理 9.5 系 2, 也 可 以 这 样 考虑 ,由 А = 二 I>r(A 二 D+r(A 一 = 二 n 
>A 的 属于 特征 值 1 的 特征 子 空间 与 属于 特征 值 一 1 的 特征 子 空间 维 数 和 等 于 n. 故 A 
有 个 线性 无 天 特征 问 量 ,又 A 是 实 对 称 阵 ,所 以 属于 不 同 特征 值 的 特征 问 量 相互 正 交 ， 
而 属于 同一 特征 值 的 特征 向 量 经 Schmidt 正 交 化 后 得 正 交 向 量 组 , 故 得 正 交 方 阵 了 ,使 
T CAT ЖМ. 

17. 非 奇 弄 二 次 型 可 以 用 正 交 变换 化 为 标准 形式 ( 即 元 素 为 土 1 的 对 角形 ) 当 且 仅 当 
它 的 矩阵 是 正 交 阵 . 

RW RHK Оба, 0,5.) = х Ах, HA А = AA,detA=0. 则 原 命题 就 是 要 证 ; 存在 
EZD О, ОТАО=аар(1,:.-.,1,—1, +... , 1) =АТА =]. 

<H ATASI, X A' 二 A, 所 以 А? = І, ЖН 16 题 可 知 ,存在 正 交 方 阵 n, E 0740= 
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сы. 
— Ipd 


I, І, 
=> Ңң о'А0= | asa] 


АТА=А? =1, ИД A 是 正 交 方 阵 . 
18. М A 为 n 阶 实 对 称 方 阵 , 证 明 ， 
(1) A 正定 的 充 要 条 件 是 A 的 特征 值 全 大 于 零 ; 
(2) А 正定 , 则 对 任意 正 整 数 &,A4 为 正定 . 
证 ”由 已 知 存 在 正 交 方 阵 工 使 
Дү 
. 


О‹л\,+еэх„) lar АУ + БА; (ж) 
(1) <# А220, i=1, ,n, MSHE х= Туз0, = уз50, Ау He БА,уг2>0,# А 
E. 
=> Ц А 1 ШМ, Н A<, PARA A <0, WR у= O0, DTE х= Туз0, А 
(xR Ql tra) K0, 5 A EETA. WO P BT 8 A>. 
(2) 因为 A 正定, 所 以 1>0, 一 1，…,72， 又 由 
Ài 


E SiE: 4 =A, И 


—— 
— 


ООР 


T'AT = 


Ре; 
ТТ АТ = — ТАТ = э, 
À: 


Àn 
4 :>0,1=1,+,п, МОВЕ AO. 

19. 设 QCz zi) 一 X АХ 是 一 实 二 次 型 ,A ,… ,1, ЖА 的 特征 根 , 且 А <А, 
SAn ,证明 ,对 任 一 X€ R”, 

XTX < XTAX < А,ХТХ; 

又 等 号 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

证 因为 A 是 实 对 称 阵 ,所 以 存在 实 正 交 方 阵 О f 
А\ 
ОАО = 


А, 
适当 重 排 2 的 列 ,可 设 А <А. <А,. Bl Ж 
| ХАХ |x=w = Му БА у5 + А.у? 

又 因为 

Х'Х = (0Ү)'(0Ү) = ҮТҮ 

Н. AY Y =A (Yi + НҮ) <А, ҮА, ҮА, (ҮҮ?) = А, ҮТҮ 
д! 
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ài XTX = AYTY < ХТАХ <А,ҮТҮ = А,ХТХ. 
当 X 分别 取 为 4 的 属于 特征 值 M; МА, 的 特征 向 量 时 等 号 成 立 : 
因为 ХТАХ= ХТА,Х =А,ХТХ, 
ХТАХ= ХТА, X= А, XTX. 
20. А,В 都 是 2” 阶 正定 实 对 称 阵 uE BH ; 
(1) AB 正定 的 充 要 条 件 是 AB= BA 
(2) 如 果 A4 一 了 正定 则 B-A REE. 
Ш (1) 二 因 为 A、B、AB 都 是 正定 实 对 称 阵 ， 
所 以 AB=(AB)! = BTAT=BA. 
<4 АВ= ВА BB, CAB)'= ВТАТ= ВА= АВ, АВ 是 实 对 称 阵 . 
XP А,В 是 正定 实 对 称 阵 ,所 以 存在 可 道 阵 P,Q, 使 A=P'P,B= 二 QTQ, 于 是 
АВ = PIPQIQ = PT PQTQPT( PI), 
故 AB 相似 于 PQ QP ,于 是 知 两 者 特征 值 相同 ,而 后 者 是 正定 实 对 称 阵 ( 因 为 РОТОР" 
一 (QP ) (QP ),QP 是 可 道 阵 ), 其 特征 值 均 为 正 , 所 以 AB 的 特征 值 均 为 正 , 故 АВ 
正定 . 
(2) 用 定理 9.13 NI, f fE n Е P {H 


А. 
P'AP = I, pa = | . | (ж) 
А 


由 B 正定; 所 以 ÀA: >0,: =], "e,n, М 
PT(A— B)P = diag{1 — àis, l1 — An}, 
НЕЯ A 一 B 正 定 得 1 一 和 1 之 0,…,1 一 A, 之 0, 即 ,过 1, 对 任 i 成 立 , 又 由 ( x ) 式 得 
P''AACP DT = I, P1B (р-!)т = бара.) 
1 n 

所 以 

l _ 

i 1 
P? (B> — A71) (P)T = e, ; 


>|- 
| 
— 


因为 1,9521, 120, i=], n. 


Ш B 一 A ЕЖ. 

21. 设 半 正定 对 称 方 阵 S, 和 S, 可 交换 , 试 证 5, S,2>0. 

证 方法 1 首先 由 S,.S,=S,S, AACS S= S S i 5,5, 为 实 对 称 阵 ,再 证 其 
特征 值 之 0, 证 法 与 20 题 类 似 : 因为 S;,S, 半 正 定 ,所 以 3 方 阵 P,Q 使 S, = PT P ,S,= 
оо, РЖ 

S, S; = P’ PQ'Q, 
得 利用 对 任 n BE PER А,В, ае, —AB)=det(A I, — BA) , 知 
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PT(PQTQ) 与 (PQTQ) PT==(QPT)TCQPT) 的 特征 值 相同 ,而 后 者 是 半 正 定 的 ,其 特 
fE E 20 , W NI S, S, 的 特征 值 之 0. 

所 以 SS: 之 0 CFE). 

方法 2 用 两 个 可 交换 的 规范 阵 可 以 同时 正 交 相似 (相合 ) 于 对 角 阵 .〈 此 命题 在 补充 
题 中 给 出 ). 

因为 S 与 S: 可 交换 ,所 以 村 正 交 方 阵 02, 使 


Hl 
° 0'5,0 = э. . 
n Аһ 


Дуд 
Q'S, 5,0 = K 。 
Ànftn 


H Ag20 i 二 1,2,…,n,《 因 4 之 0, m20) 

所 以 545,50 CEE). 

22. S 是 实 对 称 正定 方 阵 , 证 明 : 存在 上 三 角 阵 了 ,使 S= TIT. 

证 方法 1 因为 A 正定 ,所 以 存在 可 逆 阵 已 ,使 A= PTP. 又 由 任 可 道 阵 均 有 QR 
分 解 , 即 了 二 RR, 其 中 Q 为 正 交 方 阵 , 尺 为 上 三 角 阵 . 于 是 有 

А = P'P = R'QTQR = ВІР. 
方法 2 ОНЯ) 2 一 2 时 , 设 
Яа di2 
А = | | 其 中 а = ал, 


ат ax 
1 0 а а 0 
Б 15 | 1 一 — 1 
11 | 一 ， 
—“ 1 а: а22 О аг 一 crear 
а\\ 0 1 a] 


l О бїз ° 1 аг 
Е 
假设 对 n 一 1 阶 方 阵 结论 成 立 , 即 A_, = RT. R... ,其 中 R,_, 是 上 三 角 陈 
A 
则 当 А 为 阶 方 阵 时 , 设 4= | ШЕ: 


А; 
N'S Q = | +, 
À 


于 是 


则 有 


所 以 


В 
T — А A, O 
P= | 1 Mas "Ар = | 1 | 
0 1 О A m —@ А) 
W ф=а„ 一 B A,- 8, Br J 
1 R. Ria О][Е,, О 
Ае ofp озу Тре орад 
b O %||О ww 


其 中 


一 1 __ 


R... Ra К, Ай 
R= | А И Б | 
是 上 三 角 阵 . (因为 Р, ЕЯ, B RABA n—1 维 列 向 量 ) 

注 “ 从 证 法 上 来 说 方法 1 很 漂亮 ,但 不 利于 理解 这 个 命题 的 本 质 ,也 不 易 具 体操 作 ， 
给 一 个 具体 的 正定 实 对 阵 怎么 去 找 R, 使 A 二 RTR. 方法 2 虽 书 写 较 长 ,但 恰恰 解决 了 这 
两 个 问题 ;因为 A 正定 ,所 以 an 天 0, 于 是 取 


1 212 ... -2e an 0 = 0 
@1\\ 11 0 d a 
P, — | 有 PTAP, _— 2 2 
1 0 anz a 
LAA 4» >0, ЛЖ ДХ 
| i , И алі 0 0 
1 — -> 0 an 0 0 
422 П 22 
Р, = | ,使 A 一 | 
° x 
| о O 
继续 做 下 去 得 
211 
аў 
PT... PIAP  --: P. = 
а? 
其 中 snl, Н Pise, P, 均 为 十 三 角 阵 ,其 积 也 是 上 三 角 阵 , 记 P= (P: Р)! 


dil 


R = P, Н А = В'Р. 


( s) 
TEI 


(条 件 A>0, 保 证 了 每 一 步 得 到 的 新 方 阵 的 对 角 线 元 素 均 大 于 0, 故 可 以 继续 仅 用 如 
P, , P, 这 样 的 方 阵 去 化 对 角 线 ,这 就 是 此 题 的 本 质 。) 
23. D“ wa ,an 是 n 维 欧 氏 空 间 V 中 一 组 向 量 ,而 其 Gram 方 阵 为 
(ау +91) (qia) … (alsam? 
(аз 901) (azsa?) … аз »аһ) 


G = 


amsa? Amsa? … аһ sQ.) 
证 明 : У ВИХ detGÆ0 时 ,a ,… san 线性 无 关 . 
Ш SR ma" a, 线性 无 关 , 则 可 将 它 扩 充 成 V 的 一 组 基 &1，…,aw ,amti，… ,a,. 而 
这 个 基 癌 量 的 内 积 所 构成 的 矩阵 
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(ai ,Q1 2 s.. (a sAn? 


A = 


Cansa? e ба, »а,) 
是 此 内 积 的 度量 矩阵 ,4 是 正定 的 ,而 detG 是 A т 阶 主子 式 , 故 其 大 于 0. 

> ПЕЕ, Фа," a, 线性 相关 , 那 末 其 中 一 定 有 一 个 о ASSAR I E 
性 表 出 ,于 是 detG 的 第 i 行 也 可 以 被 其 余 各 行 线性 表 出 ,所 以 detGC=0, 与 已 知 矛 盾 ,所 以 
aan 从 线性 无 关 . 

24. WWE: 实 对 称 阵 A 的 特征 根 全 部 落 在 区 间 [La,oj 上 的 充 要 条 件 是 A 一 aT 之 0， 
b[— AZO. 

证 方法 1 因为 A 是 实 对称 阵 ,所 以 存在 正 交 方 阵 P, 使 得 P'AP= diag{à t, 
An?. 
于 是 有 


А-а б — Ду 
Р'(А ~ аі)Р = | КА | РТ (bI — ӘР = | э, | 
А, — a b — À, 


故 А—аГ>®0,Ь1— А20 =À,—a>>0,b—A;—>0,;=1,::: ,n. 
Sa À b, 1221, + ,71， 
方法 2 Rà 分 别 为 方 阵 A.A—a1,bI— А 的 特征 根 . 由 
о=|л1—(А—4а1) |=] („+а)І-А |, > a+ a= А, 
0=|y[—(b[ —A) |= C- 12 | (6—- у)1-А |, ж Б-у = А, 

所 以 =a, y=b—A; 

АХ А аї220,61— А20 == „220,у220=А —– а2:0,6-- А4220 
=a <. 

25. 设 对 称 方 阵 S 和 S, 的 特征 根 分 别 落 在 La,5 和 [Lc,qdj 内 ，, 试 证 : 对 称 方 阵 S, + 
S, 的 特征 根 落 在 区 间 |La 十 c,5 十 dj 内 . 

证 由 24 题 的 必要 性 有 

9 一 Gd 之 0， 盯 一 9 之 0， 
5, —с17>0, 41— 5, > 0, 
于 是 有 
(S, —al) + (S, — сї) > 0, (Ы — S.) + (dI — S;) > 0, 
Вр 
(S, +S) — (ас) Г2 0, (b+ d)I— (S, + 5, ) > 0 

又 由 上 题 的 充分 性 知 S+S, 的 特征 根 落 入 La 十 c,5 十 dj 中 . 

i£ ”上面 证 明 中 用 到 两 个 半 正 定 方 阵 的 和 是 半 正 定 方 阵 . REE А220, B 之 0, 则 
对 任 x 有 

x (A + В) х= = z’ Axr + zt! Br > 0. 

26. 设 和 A 是 n 阶 正定 对 称 方 阵 , 试 证 x 维 空间 R'” 中 由 不 等 式 хт Ахт<1 所 定义 的 区 

域 是 有 界 的 , 且 它 的 体积 
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п/2 | 
V | ах, ах; ах, = -一 一 (detA) ? 
i (у=!) 


Ш 设 有 正 交 方 阵 丁 ,使 TTAT 为 对 角 阵 , 即 
X AX |х-т 一 和 好 十 … 十 May2 = pap] 
ài Àn 
显然 n=3 时 为 椭 球 , 故 原 区 域 为 n 维 椭 球 . i 时 有 
] 
\ ab = = ——— 
左边 = 椭 球 体 的 体积 = = c 3 " 


— 1. 
2 


__ n?” CAL A2A 2 _ m ОЛ, А«Аз) __ y 
а Carn 3; rl) > 
(у!) eal 
这 里 用 到 detA 二 Xshs ,FPCz 十 1) = rlx) T(z) 一 元 


sa n— 1 HAERA, Д] ц л PJ, H 
ye- l Ул l т : 
У +. Hig] T ;所 以 n 一 1 时 各 半 轴 长 (1 ==) 


н 二 Àn 


= 2n? [z 2 у = 
РР A — Anya) z ау, 
=.) mlo 
r> АРА 
# Ја — “ЕАУ PS Ау, =соз0, # 
+ 1 
к Г 1 
7 1 f: . 1 Vx ( 2 ) 
| J (y, )dy — -一 | sin"0d0 == 一 一 二 一 一 1 
| УА А, * г(ж +1) 
2 
所 以 


у ОА) 8 a) 
г(5 +1) r(5 +1) 


n—l n—3.. 3.1. x _ 
р. л “n-2 ”4 2 2 G= #0 
| sinedb = А 3 4 2 

п 702277573 CARBO 
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n 二 1\ 2 2 2 í 
г 2 ) а ГО) (п = 2k +1) 
п п 2 2 
> ` 5 > п = 2Ё 
r(z+1)= Z. "2... +T [> ) п = 2k + 1 
2 2 2 \2 
其 中 (1)==1, 且 显然 有 
n+1 
К sin"0d0 = Ух 
Ti — 
2 


27. 设 A 二 (a; ) 是 三 阶 正 交 方 阵 , 且 detA=1, KWE: 
(1) А=1 必 为 А 的 特征 值 ; 

0 0 
(2) 存在 正 交 阵 ТА T'AT= f соф sine 


0 一 SInP coso 


+ 
$ 


(3) e= cos ' u бш “s — Tag тав — L 


证 (1) 因为 A 是 正 交 方 阵 , 所 以 АА =, 
II—A|=|ATA—A|=|AT—IJI|A]J=|]|A—I|= 1) |I— A|=—|] 工 一 A|， 

所 以 det(I— А)=0, К AA =1 Æ A 的 特征 根 . 

(2) 对 负 二 1 ,存在 zx, 使 Azx 二 A1z= 二 zx, 把 zz 单位 化 得 el ,当然 Ae =є. Ш е 扩充 е, 
єз ,使 ei ,es ,es 为 标准 正 交 间 量 组 ( 即 R° 中 标准 正 交 基 ) , 则 取 T= (ei sese), A 

1 а 
B=TAT= |, А | 

其 中 А, 为 2 阶 方 阵 ,a 为 行 向 量 . 128 THENE НИЦ TTT=1, (TT =, 

故 BIB=(T-!AT)'(T 1AT)=T'AT(T-1)TT-1AT=I,BB B AEX) E. 由 此 
知 


вве A] А] [r ¿a ata]: 

0 A, 0 A, al аа + AJA, 
所 以 a = 0, Az: А, = I, 

故 А, 为 正 交 阵 , 又 detA, =detA, =1, Н 6 АЙ 


А, = | cose sne 


— sing coso 
(3) 因为 4 一 B, 而 相似 的 矩阵 有 相同 的 迹 . 
所 以 an Haz Баз =trA=trB=1+—2cosg, 
故 cosg=-> (ан Tan +a, —1). 
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28. 欧 几 里 得 空间 V 的 线性 变换 CZ EH оа = (1,2,1), оа = (1,1,2), аз = (1, 


ll 3 
ШҮ 5 一 1 上 | 给 出 . 求 伴随 变换 <" 在 同一 基 下 的 窍 阵 ,假定 基 回 
7 一 3 


量 的 坐标 是 在 某 标准 正 交 基 下 给 出 的 . 
证 设 ТЕРЕ ЕЗЖЕ є ,ez ,e3 下 的 方 阵 为 A, MÆ є ,e2 ,es 到 基 a sasa АЈ 
ЖЕУ Т, ТЈ УЕ а, 的 坐标 列 . 又 设 LEE ara; ,as 下 的 方 阵 为 B, 故 有 
B = ТАТ ~ А = TBT. 
X H ХЖ YW' 在 基 el ,e; ,es 下 的 方 阵 为 A ,由 此 得 <° 在 基 aras ,as 下 的 方 阵 表示 为 
В, = ТАТ = TTBT)T = TI(T)TBITIT 
W T' T == P , 1] 


6 зг 0 21[6 5 3 
В, =Р-В"Р = i i Ж 9 т | 6 ° 
3 2 3 一 — 3113 2 2 


о 
6 
2 
ale- — 36 — 37 ч 


30 14 |. 
27 9 

29. 在 标准 正 交 基 el ez，es тканая ИЯ £" BJ E PE KOR , E: rh x 分 
PÆ Е a 一 (0,0,1),o = (0,1,1) ,аз = (1,1,1) 59 B= (1,2,1), = (3,1,2),0, = (7, 
— 1,4). 这 里 所 有 问 量 的 坐标 都 在 基 el ,es ,es 下 给 出 . 

解 ” 设 x 在 基 el ,e; ,es 下 的 方 阵 表 示 为 A, 则 < 在 此 基 下 的 方 阵 为 АТ. 

因为 wa = B, 9 su: = В, Laz, = fz» 
故 它们 在 基 ei ,e; ,e; 下 的 坐标 形式 为 

Ві = Aai, & = Aaz, В = Aal, 

这 里 ai ,Bi 分 别 代表 向 量 a;,8 在 基 e1 ,es ,e3 上 的 坐标 列 . 上 式 也 就 是 向 量 a 与 其 在 AF 
的 像 有 的 坐标 之 间 的 关系 式 . 
ЖаМУ С, =A ad ,al) 

РТИ A = (81,8, В) Cai sal saa)? 


1 3 71го 0 т! l 3 7 0 —1 1 

-| -| | | -| | Е | ] 

1 2 411111 1 2 4 1 0 0 

4 2 1 

-|- —1 2 

2 1] 1 

所 以 S" 在 基 ei ,es ,es 下 的 方 阵 为 
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30. 试 举例 说 明 , 如果 方 阵 A 17 Ж РР IF 2 , ЕЕЕ — ХЕ ЖЕ A PS ЈЕ 
区 的 . 
解 ” 如 单位 方 阵 ,其 行 、 列 均 是 两 两 正 交 的 ,但 方 阵 
1 l —1 
1 —1 0 
1 1 2 
虽 行 是 两 两 正 交 的 ,但 列 向 量 却 不 是 两 两 正 交 的 . 
31. ТАШ: 正 交 方 阵 的 任 一 子 方 阵 的 特征 根 的 模 小 于 或 等 于 1. 
证 ” 设 正 交 方 阵 
(la (ho 
a= |a, na. 


0221 {222 


则 由 2 0Q==I 可 得 关系 式 
Qn fn 十 (231 {221 = |. 
对 9 的 子 方 阵 Qu, 设 为 其 特征 值 ,z 为 相应 的 特征 向 量 ,于 是 有 


Quar = Ах 
ВУ ОЖ ЕЕ жа. и Н} -Б ЛИ. А, ЛН ЖЕН 
Мх х = zTQhOQuz = х'(1— 0А0»)х, 
ВТ РД (1—[А |2) Т5 = ТО 0х > 0 


(因为 (Q. z 是 一 个 列 量 ,右边 是 这 个 回 量 的 模 平方 ,所 以 非 负 ) 又 х7 z>0, 

ВИ 1А 1 
ХОВ f Jy E ,可 通过 交换 行 、 列 把 它 换 到 “西北 角 ”, 这 可 通过 方 阵 两 边 同 乘 第 一 
种 初等 方 阵 完 成 . 且 后 者 仍 是 正 交 方 阵 . (单位 阵 经 交换 两 行 后 得 到 的 方 阵 称 为 第 一 种 初 
等 方 阵 ) 

32. 如 果 АЯ B 都 是 正 交 方 阵 , 且 detA= —detB,W| Jf А-В 是 奇异 方 阵 , 

证 方法 1 因为 A,B 均 正 交 方 阵 , 所 以 АТВ 仍 为 正 交 方 阵 , Н det(ATB) 一 一 1, 又 
复 根 共 轿 出 现 , 特 征 根 模 均 为 1 ,行列 式 等 于 特征 值 之 积 , 故 一 1 为 ATB 的 特征 根 . 所 以 

|—I—ATB|=0—|I-+ATB|=0 


|А+В|= |А||1+А7В|=0, 
Ж A+ B 是 奇异 方 阵 . 
方法 2 h А А= ВїВ= І, аеА50, В 
det(A + В) = аеАде (1+ А! В) (x) 
= detB • det( 1+ В'А) = — detA • det( I+ ВТА) 
于 是 得 det( I+ АТВ) = —det(I+ ВТА) = —det(I+ATB) 


НО-В'А)' = 1+АТВ, 6 8 A. 
Рт ае Т+А'В) =0, 6н ( x ) 式 即 知 有 
det(A+ В) =0, Ж А +В ж. 
33. RT PF A 的 秩 为 7, 试 证 A В А = РТО, E rh Q An 阶 正 交 方 阵 ， 
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b11 
м * OCU 
T = | t ‚ЖФ > 0 G = 1,2,*,r), 


Те” r) Orm 


P 是 第 一 种 初等 方 阵 之 乘积 . 
证 ”因为 >(A) 王 r, 故 经 第 一 种 初等 变换 后 可 使 方 阵 的 前 ~ 行 线性 无 关 . 即 设 


@1 
P ''A = а; |9 使 о, x °° ° > Q, 线性 无 关 


а, 
把 ат › "а, 正 交 化 为 Qi1，,…,Q,, 扩 充 为 Qi ,…,Q,,， 有 
Ra, 十 … + Ra, = RQ, ++ RQ, 1<ст<т 
即 每 个 wu 仅 由 Qi,……Q: 线性 表 出 , 记 为 
Q. 
: | ;ti > 0, 


Ë б) | 
а, Їл ** fr С), 


见 定理 9. 1 Schmidt 正 交 化 . 又 因为 人 r 十 1 9 ° ° ° s G, 可 由 а1›*** а, 线性 表 出 ;所 以 可 仅 由 С, ， 
=Q, 线性 表 出 . 


B 
4,1 О, 
| : |- Т, | : | , 
а, Q, 
故 
а1 С), 
. 2 а 
РА = |а, |= ү Ë О Q 
Ёд ... t, | 
Т, OJ | ` 
@ Q, 
AUER Р 即 得 结论 . 


注 HAE P BJ Q.R 分解, 即 Р=ОР 的 证 明 是 对 PP 的 列 做 Schmidt 正 交 化 ,其 中 

Q 是 正 交 方 阵 (其 列 是 标准 正 交 基 ), 尺 是 上 三 角 阵 , 取 其 转 置 得 
PT = ЕТО), 

则 R 为 下 三 角 阵 , 这 样 就 得 到 对 一 个 可 道 阵 的 行 做 Schmidt 正 交 化 得 到 分 解 是 一 个 下 三 
角 阵 乘 正 交 阵 ,本 题 正 是 用 的 这 个 分 解 . 

34. 设 K Жп 阶 矢 对 称 方 阵 , 并 设 ) 是 它 的 纯 虚 特征 根 ,ec 是 属于 特征 根 X 的 KK 的 特 
征 问 量 , 记 a==B 十 iy, 试 证 : ВУ 正 交 且 长 度 相 等 . 
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证 方法 1 W i=, 是 天 的 特征 根 , 则 有 
K(8+ iy) = СВ iy) 
展开 得 
КВ =— uy 
Ку = д 
Н у 230У'КВ= — uyr y DREA y K8= „ВВ 
这 两 式 左 边 相 等 , 故 有 (8 — уту) =0 所 以 BB 二 yY'yY, 即 g 5 y КЕ. 
又 因为 КЖК, Pr AIHE =, BEA r Kr=0, 0ER 018. F Кре – „В y= 0, 
所 以 В у=0,ЁК B EJ y ER. 
证 法 2 KARRI HE, Pr А5ЖК 的 特征 根 时 ,= 一 这 也 是 天 的 特征 根 ， 
故 由 


ӨӨ 


Ка = ìa > Ka = Аа, 
X Hi K 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 问 量 是 正 交 的 ,于 是 有 
0 =‹8+1У7,8— 11У) = BA + Gy A + 8, — іу) + Gy, — іу) 
= (8,8) — (y, y) — ily B —10(8,у) 
由 实 部 为 0, 虚 部 为 0, 并 利用 (8,7y)? 王 (7*8) 知 
(BP = ‹у,у), By = 0. 
35. t A 和 B 者 是 规范 方 阵 , 如 果 AB 也 是 规范 方 阵 , 试 证 BA 也 是 规范 方 阵 . 
证 ”此 题 利用 ; D 定理 9.15; S 是 规范 阵 =*trSS7 一 部 11 ,其 中 为 S 的 特征 根 : 
D 对 任 ” 阶 方 阵 P,Q'trPQ=trQP; 1X41 一 PQ|= 二 |X1 一 QP|. 也 就 是 说 PQ 与 QP 的 
特征 值 和 迹 分 别 相 等 . 
СВА) (ВА)! =tr(BAATB'T) = trBATABT 
=trAB'BA! = trABBTAT = tr(AB) (AB): 


= У) | aP |? = > | 18) 2, 
其 中 第 二 个 等 号 是 因为 AA'= 二 A'A; 第 三 个 等 号 是 因为 trPQ=trQP ,该 处 P=BAT,Q= 
4B ;第 四 个 等 号 是 因为 BT" B= BBT ;第 六 个 等 号 是 用 定理 9. 15 的 必要 性 ;第 七 个 等 号 是 
因为 АВ 与 BA 的 特征 值 相同 . 故 由 定理 9. 15 的 充分 性 知 BA 是 规范 方 阵 . 
36. А Еп 阶 实 对 称 方 阵 , 目 A =A, ER: 存在 正 交 方 阵 人 ,使 得 


ТАТ = Ë | Ё r= rankA 
0 . 
证 方法 1 WS At =A,W АЖА 的 特征 值 ,z 为 相应 特征 向 量 , 故 由 Ar=A<= 知 


А 
Ат = Ах = А?х = ААх = ААх = 4? х, 


因 2920, ТД А =А, А0 8 1, ХН 9.5 的 系 2 知 存在 正 交 方 阵 了 ,使 


А; 
ТАТ = | 
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方法 2 HAACGA—D=0—r(A)+r(A—D =п, ИА 属于 特征 值 0 和 1 的 特征 子 
空间 维 数 和 等 于 n. REEK r(A)=r<n,detA=0, iw 0 是 A 的 特征 值 ,Az=0 的 解 
空间 是 ”一 ” 维 的 , 恰 是 特征 子 空 间 的 维 数 ,而 det(A 一 中 二 0, 说 明 1 Æ A BJ PF4E 48 , r CA 
— ) =п- 10А) =п-- т, МИСА Dr WEZ п (п) = r 维 的 ) 在 这 两 个 子 空间 中 
选 标准 正 交 问 量 组 ,又 因为 A 是 对 称 方 阵 ,所 以 其 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 
于 是 得 正 交 方 阵 T. 使 T 'AT=diag{1l,*…,1,0,.…,0}). 

37. WWE: Ж 2л+1 阶 正 交 方 阵 Q 的 行列 式 为 1, 则 必 有 一 个 属于 特征 根 1 的 特征 
回 量 . 

证 因为 AA! = 六 det(A 一 站 = det(A — DT = det(A — D), 
ЖИ 1І-А |=| АА-А [= [А [АТ -1|=[А 1А=1|=1А— 1 | 
= (— 1)" |I— А |=] I>A], 

В |I—A|=0,Br 1 是 A 的 特征 值 . 于 是 (I 一 A)x=0 有 非 零 解 . 

故 A 有 一 个 属于 特征 根 1 的 特征 向 量 . 

38. £ A,B 均 为 n 阶 实 对 称 方 阵 ,A 正定, 证明: tA 十 B 对 充分 大 的 实数 上 也 正定 . 

证 由 定理 9.13, 存 在 可 逆 阵 已 ,使 得 

P'AP =I, PTBP = diag{d;,*,d,), 
则 


4, 
P! GA + B)P = tI ++ | э, | 
d, 


故 只 要 取 122 тах |4, | WA 14,220 i=l, m,n TE I tA 十 B 的 正 惯性 指数 为 n, 故 
正定 . 
39. 设 A,B 均 为 半 正 定 实 对 称 n 阶 方 阵 , 证 明 АВ 的 特征 值 是 非 负 实数 . 
证 因为 A 二 0,B 过 0, 所 以 存在 n Bi yE P. Q ë A= PTP, B 一 QTQ, 则 AB= 
P PQ'Q, 而 此 方 阵 特 征 值 与 方 阵 
PQ' QP? = СОРТ) (QP?) 
的 特征 值 相同 (参见 8. 4 节 2 BH). 而 后 者 是 半 正 定 对 称 阵 (事实 上 记 M= PQrQPT , 则 
DM =M, 故 M 是 对 称 阵 ;@ 对 任 过 ,有 Tz=!Mz==x=!PQTQPTzxz=(QPT+)'(QPT+)>o0), 
故 AB 的 特征 值 非 负 . 
40. iz S 是 对 称 实 方 阵 , 试 证 : 存在 0 1{й 
tI +S>0, 145 < 0. 
证 由 定理 9.5 系 2, 存 在 正 交 方 阵 0, 使 
2150 = diag{Al stets Àn}, 


f + À) 
0:01 + S) = | КА 
t + À, 


所 以 当 і > max | À; | 时 ї@-_А;>0,т= 1, ,n, T E. tI+S>0. 而 此 时 也 有 一 :上 十 1,<0, 故 
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— 11+ S<0. 
41. 试 证 : 实 方 阵 A 是 规范 方 阵 的 充 要 条 件 为 它 有 极 分 解 式 
А = 40 = 05. 
其 中 0 是 实 正 交 方 阵 ,S 为 实 对 称 阵 . 
解 ” 由 定理 9.11 NI: 对 任 实 方 阵 A, 存 在 实 正 交 方 阵 Q 和 半 正 定 实 对 称 阵 S$， MS, 
使 得 
А = 5,0 = 05,. 
=GP 3 PE) А`'А= АА", Ш] 
(QS, ) 05, = GASAN)" 
所 以 Si Sı = 5,53 — 5: = S; ， 
又 因为 S, ,S, 均 半 正定 ,所 以 .Si,S; 均 半 正定 故 知 
S= S$ =S WS e = 5,. 
最 后 一 步 古 用 定理 9.9: 对 任 半 正定 实 对 称 阵 S$ ,存在 唯一 的 半 正 定 实 对 称 方 阵 S, 使 
S=S:. 
<*4 A= SQ = QS 时 
A!A = 510105 = STS = SST = 500751 = ААТ, 
所 以 A 是 规范 阵 . 
42. 第 13 题 中 的 实 对 称 方 阵 S 中 ,哪些 是 正定 和 半 正 定 的 ? 对 这 样 的 S 求 对 称 方 阵 
S; 使 5= S91. 
Ж ”只 有 (4) 和 (5) 是 正定 的 , 故 只 对 这 两 个 方 阵 进行 分 解 . 由 定理 9.7, 对 实 对 称 阵 
S, 丰 在 正 交 方 阵 2, 使 
0150 = diaglài stt sAn)s А; > 0,1 < ¿; < л. 
所 以 5= 04а (л, 和 … A DA], 
故 令 S 一 Odiag(wV ses VADA MWA S= 52. 
(4) 


所 以 


1 
一 可 | 2⁄7 6+4/7 6 一 4V7| 


] 12+/7 2⁄7 6 一 2V7 
V7 6 一 2V7 6—4/7 9 十 4V7 


(5) 


2 __2 _1 

V5 3\5 3 
О = 0 V5 _ 2 ° 
3 3 

l 4 2 

М5 3⁄5 3 
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8 十 V10 —2-+2,10 2 一 2vV10 
О? 一 二 —2-+ 2,10 5+4Л0 4 一 4wV10 |. 
/10 2— 2/10 4 一 4V10 5 十 4w10 


43. 对 第 12 题 中 的 方 阵 S, 作 如 第 42 EH. 
解 12 题 中 (2),(3) 是 正定 的 , 故 只 对 这 两 个 方 阵 进行 分 解 . 


1 


2 1 1 
17 —8 4 > AZ 18 
对 -|-s 17 Mal, ma- -2 1 二 
3 V2 VIB 
4 一 4 11 
l о 4 
3 18. 
有 
7 
тат) 9 | 
9 
则 
3.3 5+4/3 4 一 4V3 一 2 十 2V3 
S, -a| 3 e=; 4—3⁄3 5 十 4V3 2 一 2V3 
3 —2-+2/3 2—2/3 8+Ç/3 
使 S= 51 对 
_1 _1 1 
s=) 2 li, Jo Q= 0 76 3 , 
l 1 2 1 _1 1 
/2 V6 v3. 
则 
4 1 1 
| 1 | 1 4 1|, 
2 1 1 4 
使 5= 51. 


44. 用 正 交 变换 把 下 面 二 次 曲面 方程 变 为 标准 形 ,并 写 出 变换 矩阵 ， 
2ху 十 2zz + 2yz= = 1. 
解 QGCzyz) 一 2zy 十 2zz 十 2yz 一 (zyyyz)ACzyyz) 其 中 
0 1 1 
А- : Т 
1 1 O 
对 A ЖАНА fF А, =2, =А: = —1, А 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 : 解 AX 一 2X 
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得 a 二 (1,1,1)7 ,单位 化 得 п = 72:0 АХ= — X 得 解 空间 为 2 维 的 , 取 两 线性 无 关 的 解 


T 


1 


— 
ша 


1 
ы =—(—1,2,—1)!,— FE 
) * e 


t-> 


故 在 变换 (zx,y,z)' = 二 T(zx,y,z)' 下 得 二 次 曲面 的 标准 方程 : 
20? — y — 2? = 1 


这 是 双 叶 双 曲 面 . 


9.4 补充 题 与 解答 


1. 己 知 A,B 都 是 nn 阶 实 对 称 阵 , 且 A ЈЕХЕ, B 半 正 定 , 证 明 ; det(A 十 B) 之 detA. 
证 方法 1 由 定理 9. 13 ,存在 可 逆 阵 已, 使 得 
P'AP = І 
PBP = D = diag{à stts An}> 
于 是 有 
detP (A+ B)P =det(I+ D) = (1А) (1 +å.) 
—1 = detI = det(P! AP) 
即 得 CdetP) der A+ В) 22 (det P) detA, 
所 以 det( A+ B)>-detA. 
方法 2 由 已 知 AIEE,B АФ. 故 得 
det(A + B) = det(A(I + A 'B)) = (detA) • det(I +A ' B), 
XI A 正定 ,所 以 存在 可 逆 阵 P, А =P P, HA B 半 正定 , 故 存 在 方 阵 Q, 使 得 
号 一 QQ:, 于 是 有 
det(T 十 4 !B) = det(I+ P! PQ!Q) = det(I+ PQ ӘР), 
最 后 一 个 等 号 是 因为 : Hn ЛИЕ M.N 8 |I+MN|= |I+ NM| , X#E М=Р",М= 
PQ! Q. 
因为 PQ' QP ' =(QP ) (CQP )>0, 即 PQ QP' 是 半 正 定 的 , 故 存在 正 交 方 阵 全 ,使 
Т (PQ QP )T=diag(lja… syn? ,其 中 之 0,; 所 以 
det(I АВ) = (ае ТГ!) еї +- PQ'QP')detT 


Ё 
== det | I + `., 
fin 


= (1+) C F ur) 2 1 
故 得 
det(A + В) = (detA) • det(I + A` B) > detA. 

2. З A 为 n 阶 实 正 交 方 阵 

(1) # detA= 一 1, 证 明 一 1 必 为 A 的 特征 值 ; 

(2) # А=а +18050 ,а, 8 是 实数 ) 是 A 的 特征 值 ,XX 一 Xi 十 iX; (Xi,X2E€R") 是 A 的 
属于 特征 值 À 的 特征 向 量 , 试 证 明 : 向 量 X, 与 X, 的 模 相 等 ,有 旦 相互 正 交 . 

证 (1) 因为 detA= —1, ATA= 1,1 

—-—I—A|=|—ATA—A|=|A|i— A —I|=—| —I—A! 

所 以 | 一 I 一 A|==0, 故 一 1 为 A 的 特征 值 . | 

(2) МЖЖ л=а-+185&А 的 特征 值 ,A 为 实 方 阵 , 故 其 特征 多 项 式 PA(A) 是 实 系数 多 项 
式 ,其 根 成 共 堪 对 出 现 , 所 以 A=a 一 8 也 是 A 的 特征 根 . 由 AX=XX, 知 AX= 二 4X( 前 式 两 
WRR, X А ЖЕЗ А 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相互 正 交 ,所 以 和 与 X 
正 交 , 即 有 

0 =(X,X) = (X, + iX, ,X, — iX.) 
一 (XI X) + i(X,,X,) + i(X,,X,) —(X,,X,) 
由 实 部 , 虚 部 分 别 等 于 0, 知 
(X, X,) =(X,,X,) >| X, |= | X, |; 
І0Х,,Х,) + (X, ,X,) =2i(X,,X,) = 0, > (X,,X,) = 0. 

3. 设 x 为 欧 几 里 得 空间 V 中 的 反对 称 变 换 , 即 对 任 a B€ V, RRRA (0, 8) = — (а, 
AB) ， 

(1) 证 明 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 反对 称 和 矩阵; 

(2) ЖУ 是 x 的 不 变 子 空间 ,证 明 W-- 也 是 x 的 不 变 子 空间 . 

证 C) H V 的 标准 正 交 基 e1，…,e, ,并 设 x 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 为 A. 又 对 任 a, 


ВЄ У, а -一 DEZE B = Хуе, ,于 是 有 
(а, В) = — (а, 19) 5] — Y) a BC V 成 立 , 特 别 对 基 问 量 成 立 , 所 以 (wisei) 三 一 (el， 


e; ), M H Ále t" ‚&„) = (є, ‚***,є„! А,ЖШ Me; = У aner, ЖЕ, — X lavye, W 
k=1 k=1 


(Aei sE) — (є; ,Hej ) OO ( Уанг ,; ) 一 一 (е; › X ayer ) 9 —> Aji 一 一 ai OA =— À. 
k=1 k=1 


注 D 事实 上 可 以 写 为 V 的 线性 变换 x 是 反对 称 变换 的 充 要 条 件 是 x 在 标准 正 
交 基 下 的 窍 阵 为 反对 称 阵 . (我 们 以 上 给 的 是 必要 性 的 证 明 ) 其 证 明 可 以 简 述 如 下 :; 对 任 
asBEV 

(ба, В) =— Са, 8) C Aei ej) =— (e; , Ae) 
a; =— а: «А! =— А, 

(2) ЉУ= W +W`: ,又 因为 W 是 的 不 变 子 空间 ,所 以 任 B€ W , H BEW. 

TE, 
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УСМ, (HWE LEW) 

(Aa В) = — (а, 8) =0 (因为 аЄи-, BEW AEW, AA W- E € BJ ANAE + 
空间 . 

4. 设 三 阶 实 对 称 方 阵 A 的 特征 值 为 二 1,As 二 A 二 一 1, 对 应 于 特征 值 放 的 特征 向 
量 为 所 一 (1,0,1)7 ,求人 A， 

# ”因为 实 对 称 阵 A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相 互 正 交 , 故 知 A 的 属于 特征 值 
一 1 的 特征 回 量 应 在 与 扎 EENE. 取 


0 1 
а = h? a= i 9 
Ü — 1 
B< T= (x, , z; , zs), 则 有 
l o 1 ip 1 
1 V2 v2 р V2 V2 
= — 1 T1= 10 1 0 | — 1 | O 1 0 
-1 1 ol —11\1 p 1 
V2 V2 V2 V2 
0 O 1 
一 |0 —1 ol. 
] O 0 


注 ”这 里 属于 特征 值 4 二 一 1] 的 特征 子 空间 是 二 维 的 , 它 等 于 L (z; + zs ) = ci zz + 
Cz Z3 (c cI ER), AE T BJ 2,3 列 的 选取 不 唯一 ,但 不 影 啊 A 的 结论 . 
5. DZ arst oa, THB: B, 是 n 维 欧 几 蛙 得 空间 的 两 个 向 量 组 , 试 证 明 : 存在 一 个 
正 交 变换 4, E Ala) = В, (i 二 1,…,m) 的 充分 必要 条 件 是 (a;,aj) 二 (BB,B),1i,j = 
l,m. 
证 之 必要 性 显然 .因为 由 已 知 有 w; = B, ,又 因为 正 交 变换 保持 内 积 不 变 , 故 
(а; за) = (S, Aa) = (RB) isj = 1," ,m. 


<= 4 laisa) = (BiB) ijl, ,m. (1) 
令 V; = (a s "°° Am) ‚У, = Г.С, |. °. 用. ) , 且 有 
V =V, ФУ; = V, G V; , (2) 


现 作 V; 到 | У; 的 上 映射 pı 如 下 : Е аЄУ, ila 一 > kai, 则 pı (a) = В = УАВ, > Вр 


pı kiai + + Ёа) = h ñ, 十 … 十 RD， (3) 
则 根据 (1) 式 可 推出 o, 为 Vi #J V, 的 一 个 同 构 映射 站, 故 知 
dimV, = бту, — >, dimVi = dimyl ， 
于 是 可 建立 VT 到 Vi 的 同 构 映射 o. 
任 УСУ, Ж y=y +y ,其 中 XEVi,yi EVE, S 
Sy = іу 4 фу, 
可 以 验证 УУ ВЈ ЗЕ, НИЕ, B ТЕЗУ. 又 由 
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ai 一 ai 十 0， 
所 以 sai) 一 Dai 十 pa0 一 pa 一 记 ，i 一 1，…，771. 
Ж ”为 了 主体 证 明 的 思路 清楚 ,有 几 个 细节 问题 在 此 补 证 . 
(1) ВЕ Pı Ж FTA 97. 首先 ,显然 pı 为 满 射 ( 因 为 任 ВЄ V, ;有 p= А. В +. А,В ; 
则 а= Аа H+H Anan s E pı (а) = В). 而 pı 为 单 射 全 天 er =0,W a € Kerg: C V, ‚ Д] а = 


Ука, 于 是 有 0=@ (а) = + +E, A, › 
i=] 
故 0 = (2 kpi» 2 kipi) = 2,6 510,088) 


ш УЛА, SIE база) = (a,a) 
i=1 ј=1 


所 以 a =0, W pı 是 单 射 . 
(上 式 第 3 个 等 号 是 因为 (aa i) = (8, ,8)), 故 知 wo 是 双 射 ,又 由 国 知 Фі RME, RAR. 
ИП 
pı (a tA = фа+ gf: Фф (ка) = №, (а), 
对 任 a,BE Vi,kER sr. 故此 知 wm 是 同 构 映射 . 
(2) 证 六 是 线性 变换 . Va, bEV, iR a=a ta: b=b +b, ЖФ а,Ь €C V, ,a,,b, Є 
V+. 有 
Жа +b) =a, + a, + bi + b;) = ф (a) + bi) + (а + bz) 
= фа, + e, b: + фа, + фб, = sa + A. 
(Аа) = (Ка, + kas) = Ф, (Ва) + фг (kaz) 
=#(фа + фа) = Ёла. 
(3 uF 必 保 持 问 量 的 内 积 不 变 . Ya,bEV, 有 
CHa, Hb) = (@a, + фа,,ФЬ + @ b; ) 
= (фа, 901) + (@ as ,2b2) + (фа, Фф) + (фаз opib) 
== (а, ,0) + Caz ,b,) + (а,б) + (аз, bi) 
= (а, 十 ayp + 5;) = (a,b). 
其 中 第 3 4 = E: N 29 ; 
(фа bi) = (а,Ь), 因为 (aa) = RB); 
(Фаг, фб.) = (а,Ь), 因为 o 是 同 构 映射 ， 
(фа Фб) = 0 = (а ,ф,); 
(Фаз, фф) = 0 = (а,б). 
6. 设 7 是 欧 几 里 得 空间 的 一 个 单位 向 量 , 对 任 a € V, X Ka) —=a— 2( ° a) r+ 证明 
(1) x 是 正 交 变换 (这 样 的 变换 称 为 镜面 反射 ); 
(2) ИЖ 80; 
(3) ЖЖ n 维 欧 几 里 得 空间 中 , 正 交 变 换 %@ 1 作为 一 个 特征 值 ,和 且 属 于 特征 值 1 的 
特征 子 空间 V, 的 维 数 是 n 一 1, 那 么 多 是 镜面 反射 . 
证 (1) 对 Va,BEV, 有 
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Жо + 0 = (a +В) — 20а + В) = a +B — 20а) т 209,821 
= Жа + AB, 
Aka) = Ба — 2 (7, а) у = k| a 一 2С з},а) 1] == рол, 
所 以 % 是 线性 变换 . 
又 有 
(аба, AB) = (а — 20 р,а)т В — 20,8) = Cap), 

于 是 % 是 正 交 变换 . 

(2) 将 7 扩充 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 poms sia. ДЦ 

因为 wy 一 1 一 247, 727 一 一 7 

п = рз (i=2,*,n) 
故 x 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 为 
А = diag{—1,1,.…,1} 

因为 detA= —1, Br À x 是 第 二 类 的 . 

(3) 取 Vi 的 一 组 标准 正 交 基 Ет + Ën—1 , 则 因为 Vi 是 % 的 不 变 子 空间 ; 而 2 1Е 5 
变换 ,所 以 Vi 也 是 2 8026 625 [8]. Н dimVi = dimV 一 ату, = 1, {ЕЁ е € VE (e, Z 
0),# Ze, =ke. 又 因为 2 ЗИНА У 1, MAREEN, K 2 86 8 n— 1 TRTI 
征 值 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 上 == 一 1. 于 是 知 贸 在 基 el ，…,e,-1,e, 下 的 方 阵 表示 
为 

В = diag{ll,l,.…,1,— 1}. 
УаЄУ, B а= хє Harre: + + Tnn В 
Bla) = (21е, + + r,e,) = х е + e + r, 1 Beni F zx, Е, 
= xie, H’ F Eriin 一 En 


= xie, H ee + En — 2206,6, = a — 2(а›є„)є„, 


所 以 多 是 镜面 反射 . 


间 


10.1 定义 与 定理 


定义 10.1 设 V 是 复数 域 C 上 线性 空间 ,g 是 VXV Я СНР, g Е: о. 
В.а о, REV kEC H 
glai Бог, В) = glaf) H gla); gCka, f) = Ёр (а, 8); 
glaski tR) = glask) + glah); gla kh) = kg lap). 
ШЖК g 为 半 双 线性 型 ,或 称 型 。 
定义 10.2 设 产 是 复线 性 空间 V 上 半 双 线性 型 ,车 对 任 a BEVA 
h(a,B) = h(B,a), 
ДЈ h 为 Hermite 型 . 而 Жа) =А(оа,о) RH Н h ЕЮ Hermite 二 次 型 . 
引 理 10.1 设 h 是 复线 性 空间 V 上 半 双 线性 型 , 则 hh 是 Hermite 型 的 充 要 条 件 是 对 
Е a€EV ,h(a,a) 均 为 实数 . 
引 理 10.2 Hermite 型 hh 由 其 决定 的 Hermite 二 次 型 多 所 完全 决定 , 即 有 ( 极 化 恒 
等 式 ) 


hlasB) =F Æa + D) — +C a+) + іа + D) — iR- iate) 


4 
= іта Б). ap EV) 
m= | 


定义 10.3 满足 H=H' 的 方 阵 称 为 Hermite X Ë. 
定理 10.1 C) 对 数 域 政 上任 一 n 阶 Hermite 方 阵 互 , 存 在 域 F 上 可 道 方 阵 已 ,使 
得 
PTHP = diag(a; ,** ,a,) (а: ER,l<i<n). 
(2) B V 是 数 域 En 维 线 性 空间 ,g ЖУ E Hermite 型 , 则 存在 V 的 基 使 得 
gla) = аху + + a,z,y, (a, € R,1 < ¿< л), 
glasa) = ахх +" Бах, х, › 
其 中 zz Жуу, Еа 与 8 的 坐标 . 
Ж ”对 任 一 Hermite 方 阵 H, ТЕНИМ Jr ÉE P 使 得 


I, 
| — І, | 
0 


H. p,g H H же. 
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定义 10.4 若 对 任 非 堆 向 量 G] C V.N 8 А(а,а) 220, ШК Hermite 型 h(a 2) =x" Hy 
是 正定 的 ,此 时 也 称 Hermite У Е H 为 正定 的 , 记 为 五 >0. 正定 Hermite 型 也 称 为 Her- 
mite 内 积 . 

定理 10.2 i H A Hermite Л ШИШ H—0( El H EŒ). 

(1) H 384388 T 1; 

(2) 存在 可 逆 阵 P, 使 H= PT P ; 

(3) H RERI ERK: 

(4) 互 的 顺序 主子 式 均 为 正 实 数 ; 

(5) H 的 所 有 主子 式 均 为 正 实 数 . 

定理 10.3 i H X Hermite JE, MAFREN. 

(1) 五 之 0( 即 对 任 列 向 量 x 有 zrTHzx 之 0, 此 时 称 H 半 正 定 ); 


(2) H 39086 | | ; 


(3) 五 一 Q Q, HF Q@ 是 某 方 阵 ; 

(4) 五 的 所 有 主子 式 均 为 非 负 实数 ，; 

(5) H 的 特征 值 均 是 非 负 实数 . 

定理 10.4 (1) Hermite 方 阵 的 特征 根 均 为 实数 ， 

(2) #| Hermite 方 阵 ( 即 满足 G 二 一 G 7) 的 特征 根 均 为 纯 虚 数 . 

定义 10.5 议 Y 是 复线 性 空间 ,和 若 Y 上 和 定义 着 正定 Hermite 型 g ,WJ V 称 为 (对 于 内 
积 &g 的 ) 男 空间 ,sg 称 为 内 积 . 

定义 10.6 设立 是 西 空间 ， 

D 向 量 aEV 的 长 度 定义 为 a = (а,в); 

(2) 4E 0 同 量 a,8EV ЮЖ Е ХУ Ө = соѕ ! 


(3) Ж а, 8) =0, ШЖ a 与 8 ІЕ 5. 
定理 10.5 (Gram-Schmidt 正 交 化 ) 对 本 空间 V ФЕ Ea ,…，,a, ,存在 着 V IR 
准 正 交 基 є, , "+ „є, 使 


| ayB) 
lal HAI 


Се, + + Ca, = Се + ++ + Се, 
对 任意 1] 委 & 委 2 成 立 . 
定理 10.6 Wessen 为 西 空间 V 的 标准 正 交 基 , 设 方 阵 已 是 从 基 sl，…,e, 到 基 
el зе, 的 过 渡 方 阵 , 即 
《el stt er) = Ceste) P, 
则 当 且 仅 当 PPSI t,e ,…,e, 为 标准 正 交 基 . 
定义 10.7 满足 三 U= 工 的 方 阵 称 为 酉 阵 . 酉 方 阵 全 体 对 乘法 形成 群 , 称 为 酉 群 . 
ЖІ 设 a,…,a, 是 酉 空间 V 的 基 , 则 存在 V 的 标准 正 交 基 el ,… ,se,, 和 上 三 角 方 阵 
Т $E 
Cer з "t g,) = (al а.) Т, 
H 工 的 主 对 角 线 上 元 素 均 为 正 数 . 
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系 2 对 每 个 正定 Hermite 方 阵 C, 总 存在 上 三 角 方 阵 工 使 得 
T'GT = І. 
系 3 IHE- TEAKE A, 唯 一 地 存在 着 主 对 角 线 上 元 素 为 正 数 的 上 三 角 方 阵 工 
使 得 U 一 AT Ж. 
Жа 对 任 一 可 逆 复 方 阵 A, 存 在 唯一 的 酉 阵 U 和 主 对 角 线 元 素 为 正 数 的 上 三 角 方 


阵 工 使 得 
А = ОТ; 

ШЕ — Hb EAE U, 和 主 对 角 线 元 素 为 正 数 的 下 三 角 方 阵 工 使 得 
А = LU, 


5189103 任 一 复方 阵 A 西 相似 于 上 三 角形 方 阵 . 
引 理 10.4 FAE N 为 规范 方 阵 ( 满 足 NTN=NN')H N 本 相似 于 


则 N, =0. СН U AAR). 
定理 10.7009 Л EFI E FB) 任 一 复 规 范 方 阵 N 必 酉 相似 于 对 角 阵 


Аі 
"мо = | . | 
А» 


Ж 1 Hermite Jy Е H 必 本 相似 于 
diagth ,一 ,A4}， А 为 实数 ,1 < k < n. 
#2 BDE U 必 酉 相似 于 
diag{e”! ee Oo 为 实数 ,1 < k < n. 
*3 余 Hermite 方 阵 KK 必 西 相似 于 
diag{ia; s sian}, іа, 为 纯 虚 数 或 0,1 < k < n. 

定义 10.8 在 丁 空 间 Y 的 线性 变换 A En WE EXE TFD Жл 5 0 D E, 
Hermite Jy , ЗЕЕ, Ф} Hermite 方 阵 , 则 分 别称 % 为 规范 变换 ,Hermite W$, A E 
换 ,或 斜 Hermite 变换 . Hermite 变换 也 称 为 自 伴 随 变 换 . 

引 理 10.5 西 空间 V 的 规范 变换 W 的 不 变 子 空间 W 的 正 交 补 W+ 也 为 W 的 不 变 子 
空间 . | 

ER 10.7 NEn EZE V 的 规范 变换 , 则 NA п 个 标准 正 交 的 特征 向 量 e，,， 
… ,En. TÆ V 可 以 分 解 为 n 个 一 维 不 变 子 空间 的 正 交 直 和 

V = Ce, @ -:: @ Ce, 
且 在 每 个 一 维 不 变 子 空间 上 .的 作用 为 数 乘 ， 
Ner = Ае, Q, € С, 1< /< л). 
ЖІ 设 % 为 n 维 西 空间 V 的 Hermite 变换 , 则 存在 V 的 标准 正 交 基 el ,…,e, 使 
Her = Ае, CALER, ISKAN). 
Ж2 RUX n ÆA V 的 西 变 换 , 则 存在 V 的 标准 正 交 基 el ,…,e, 使 
Ме, = ее (06, € R,1 < Ë < n>). 
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ЖУ 设 X 为 n 维 西 空间 V 的 斜 Hermite 变换 , 则 存在 Y 的 标准 正 交 基 e, ,…,e, 使 
Xer == /— laer (a, € R,1 < £ < л). 

定理 10.8 对于” 维 本 空间 Y 的 每 个 线性 变换 x, 存在 着 V 的 唯一 线性 变换 А” CR 

为 4 的 伴随 ) 使 得 
(S а,В) = (а 48), 
对 任意 a,BEV 成 立 . 设 = K =" 在 一 标准 正 交 基 下 的 方 阵 为 A 和 A*, 则 
A" = А!, 

Ж ШАТИ ИЧУУ 的 线性 变换 ,W 为 x 的 不 变 子 空间 , 则 W- 为 a" 的 不 变 
子 空 间 . 

定义 10.9 本 空间 Y 上 的 规范 变换 .W ,Hernmite 变换 光 , 西 变换 U, g} Hermite 变换 
光 分 别 由 以 下 关系 刻画 

NN =N N, Ж = Ж, WW = 1, Ж =-Х, 

定义 10.10 ЫИ] У, 到 У, 的 线性 映射 ,看 (swf 一 Ma В), СРТ а, 
BEV) ДІК ЗЕКЕР. 保持 内 积 的 双 射 线性 映射 称 为 同 构 映射 . EAE YX 为 Vi 到 了 
的 同 构 映射 则 称 У, 5 V, 同 构 . 

定理 10.9 БУ, A V: 均 为 n 维 西 空间 ,x 是 Vi 到 V; 的 线性 映射 , 则 下 列 命题 
T: 

(1) ARRA Al; 

(2) Z J ( F8 Z [н] BJ) |) FJ СШ); 

(3) x 把 任意 标准 正 交 基 映 为 标准 正 交 基 ; 

(4) x 把 某 一 标准 正 交 基 映 为 标准 正 交 基 ， 

(5) AE V ЖП V, 标准 正 交 基 下 的 方 阵 表 示 为 西方 阵 . 

系 1 维 数 相同 的 西 空间 均 同 构 , 特 别 n 维 西 空间 均 同 构 于 列 向 量 空间 С”, нн <, 
y€ C? HARAT y =r y. 

R2 设 久 为 西 空 间 V 的 线性 变换 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) URR ATR; 

(2) U E B Ft; 

(3) 外 把 任意 标准 正 交 基 映 为 标准 正 交 基 : 

(4) 及 把 某 一 标准 正 交 基 映 为 标准 正 交 基 : 

(5) Ф" U= UU" = І; 

(6) ШТЕЙ ТЕ 8 F BJ Jy Ел Л УРЕ; 

(7) 外 是 有 限 多 次 旋转 变换 的 复合 . 

定理 10.10 设 iN;}(i€E 5S) 是 一 族 n 阶 规范 方 阵 ,两 两 可 交换 , 则 存在 西方 阵 U 使 
Ni(i€ S) 同 时 对 角 化 , 即 


Д, (z) 
UT N,U = | 7 


ЯФ ÀG) € C E М, 的 特征 根 . 


‚ G € S) 


Àn Ci) 
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1 设 (Ni)GES) 是 一 族 ” 阶 两 两 可 交换 的 规范 方 阵 , 则 N, G € S) 有 nn 个 两 两 正 

交 的 单位 (长 ) 公 共 特 征 癌 量 ej ，…: e, € C , Ё 
Nie = А, (i) e, (1 < £ < n) 
对 任意 € S 成 立 . 而 西 空间 C" 分 解 为 n 个 两 两 正 交 的 一 维 子 空间 的 直 和 和 
С = Ce, 中 B Ce,. 

(这 里 a BECO 的 内 积 定 义 为 ep). 

定理 10.11 设 {N,}(i€S) 是 一 族 两 两 可 交换 的 阶 规范 方 阵 , 则 存在 西方 阵 局 使 
NiGES) 同 时 对 角 化 , 即 
A1(2)1 
UTN,U = ‚ GES) 
Àn СӨТ 
其 中 心 ,… nr 是 族 { Ni) 的 互 异 根 ( 映 射 )( 即 对 其 中 任 两 根 A... КАЗ Є S 1А, (2) 5 
À, G). 

系 1 (М) (i€E5S) 是 一 族 两 两 可 交换 的 n 阶 规范 方 阵 , 则 该 族 有 mm 过 n 个 互 异 的 根 
RDAS, л). 以 V, =VOQ@QO аЛ T л, 的 公共 特征 子 空间 , 则 С ”有 正 交 直 和 分 
m | 


C” = V, BVa, 
且 对 а=о Fa, (a, ЄУ,) 
有 Ма =А (Da + БА, Оо. GES) 
ЖЮ 10.10 БУЕ» AAZ, (G C SE V Броне ЎЫ AF3. 
则 (iE S) 有 7 个 单位 正 交 公共 特征 向 量 ej ,…,e, EV. 于 是 el,…,e, 是 V 的 标准 正 交 
EV 分 解 为 一 维 子 空间 的 直 和 : 
| V = Ca, © ++ Ф Cen, 
对 a=a,e Ht Farens (а, ЄС) 
有 Ма =a A G)e + aÀA, (i)es, GES) 
尔 即 每 个 N 可 分 解 为 
N, = АС) + БА, (2) 6, ә 
其 中 é 是 正则 投影 : 
б„:У -Cer， 


> ае; =a,e,. 
定义 10.11 л) € S) 是 本 空间 Y 上 的 一 族 线性 变换 . 映射 
A:I M} С 
将 被 称 为 此 族 上 的 根 {( 映 射 ) :如果 有 一 非 零 向 量 a € V 使 对 每 个 W 均 有 
Na = АСМ Ja ( V: € S). 
此 a RAR TR СВЕ )А 的 公共 特征 向 量 . 而 其 全 体 , 即 
VA) = la E€ V | Na = АСМ)а, Yi ES} 
称 为 此 族 的 属于 根 ( 映 射 )x 的 特征 子 空间 . 
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定理 10.11 RV En 维 西 空间 , М) G € S) — J W W R] 36436 BJ V ЕҤ BU Y, 3F 
换 , 则 该 族 有 mn TERROS A (А1, m). U V, =VOQ LOTT А, 的 公共 特 
{E -f- 25 [В], Rp | 
V, = (a € V | М е = ha, V i € S}, 
BH) V 分 解 为 两 两 正 交 的 子 空间 的 直 和 : 
V = V, Eae @ V,,. 
这 里 记 АСМ) = A, G). 
RI 设 如 定理 10.11 j ©. E V A V, ЕВЕ <А от), BIX 
a = а | Ба, (а EV) Ga) = a, 
li] 66,=0 (J А563), L= + + ps 
朋 族 中 每 个 WW 可 分 解 为 
М == MGE + + Anin, 
〈 这 称 为 N 在 族 中 的 谱 分 解 ) | 
引 理 10.6 本 空间 V 上 的 线性 变换 x 全体 与 型 f 全 体 间 1 一 1 对 应 ， 
fap) = «о» 8). 
在 同一 标准 正 交 基 下 ,二 者 的 方 阵 为 同一 方 阵 А, Вр 
ICA) = Ау, flap) = (a, ҸӰ) = т Ay. 
定义 10.12 标准 正 交 基 下 方 阵 为 规范 方 阵 ,Hermite 方 阵 , 酉 方 阵 , 斜 Hermite 3 
阵 的 型 分 别称 为 规范 型 ,Hermite 型 , 西 型 和 斜 Hermite W., 
ЖІ 对 nn 维 西 空间 V 上任 一 ( 半 双 线性 ) 型 f, 存 在 V 的 标准 正 交 基 使 了 的 方 阵 为 
上 三 角形 方 阵 . 
系 2 设 f 为 n 维 西 空间 V 上 的 规范 ( 半 双 线性 ) 型 , 则 存在 标准 正 交 基 使 f 的 方 阵 
为 对 角形 ,特别 对 任意 a,BEV 有 
flasB) = 和 zi 人 十 十 zy Qi E C), 
其 中 工 一 (zz 一 (并 为 与 8 的 坐标 列 . 
系 3( 主 轴 定 理 ) 设 f 为 n 维 西 空间 V 上 的 Hermite 型 , 则 存在 标准 正 交 基 使 了 的 
方 阵 为 实 对 角形 ,特别 对 任 a,8EV 有 
faM = Аду He HAY (56А, € R), 
其 中 Z| ° Z, A JY 1 °° Yn 分 别 为 ,8 的 坐标 . 
*4 设 f 为 n 维 西 空间 V 上 的 西 ( 半 双 线性 ) 型 , 则 存在 标准 正 交 基 使 f 的 方 阵 为 
对 角形 ,特别 对 任 a,B8EV , 设 лу,зеәл„ 及 yi,… ,yj 分别 为 a,8 的 坐标 , 则 
flasB) = е® луу, + –Бех,у,, tOn € R). 
RS Рп AEZH V ER Hermite 型 , 则 存在 标准 正 交 基 使 f 的 方 阵 为 对 
角形 ,特别 对 任 a,BEV, 其 坐标 分 别 为 {zx ),{y}, 则 
Ро») = м 10ах у t+ + аху), Caisa, Є В). 
Ж 6 (D Hermite 方 阵 万 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 
H= N° ,其 中 六 为 正定 Hermite УВ, Н 日 唯一 决定 . 
(2) Hermite УВ 百 半 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 
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Н= N: ,其 中 N 为 半 正 定 Hermite JE, H H ЖЕ. 
定理 10. 12( 极 分 解 定理 ) 设立 是 ” 维 西 空间 ,% 为 其 任 一 变换 , 则 
A = UH = ЖЩ, 
Ж Ф, U REREH, AA A 为 半 正 定 Hermite 变换 , 且 AA 唯一 由 AAE. 
系 1( 方 阵 极 分 解 ) 任 一 复方 阵 A 可 表 为 
А = UH = HiU,, 
其 中 U,U Ж Л [ ›,Н mH 为 半 正 定 Hermite HHE, Н H #i H, НА 唯一 决定 . 
5139 10.7 对 任 一 nXm AER A, wA BDE U, K U, 使 


A, 0 
U, AU, = p |, 


0 
其 中 А, 为 7 Bir n] ñ jy  ,г(А)=. 
定理 10.1308 НКЕ) 设 nx m 阶 复 矩阵 A 的 秩 为 >, 则 有 西方 阵 О, 
和 U, 使 


0 
Жр д 2>A;Z---224,2>0,11, ЖАТА 的 所 有 非 0 特征 根 . 
定义 10.13 ”全 体 实 正 交 变 换 称 为 正 交 群 ; 全 体 酉 变换 URA EE. 
定义 10.14 设 V 为 线性 空间 ,g 是 V 上 的 非 退 化 双 线 性 型 或 半 双 线性 型 . (V,g) 的 
一 个 自 同 构 是 指 保 持 g 不 变 的 V 的 线性 变换 x, 即 x 满足 
вО, AB) = glaf) CBE У). 
(V,g) 的 自 同 构 全 体 记 为 Aut(V,g), 称 为 (V,g) 的 自 同 构 群 . 
定义 10.15 (1) Hg 为 实 线性 空间 У 上 正定 对 称 双 线性 型 时 ,Aut(CV,sg) 称 为 正 
ЗЕЕ; 
(2) 当 g 为 复线 性 空间 六 上 正定 Hermite 型 时 ,Aut(V,g) 称 为 丁 群 ; 
(3) 4 g 为 线性 空间 V 上 交错 型 时 ,Aut(V,g) 称 为 辛 群 
(4) 当 g 为 实 线性 空间 V 上 非 正 定 对 称 双 线性 型 时 ,Aut(V,g) 称 为 Lorentz 群 . 


10.2 解 题 方法 介绍 


Gram-Schmidt 正 交 化 程序 ; 设 a ，*… ,a 是 酉 空间 V PÆ. 则 令 
В) 一 QI) ё] = 8 / | & | = al/ | Ql | , 
f 一 az — *а;,еу)еу› ез 一 应 / l 8, l, 


k—1 
Pr 4} > а TARIH Ek == В. / | В, | sR = 3, , п. 
i=] 
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则 el,… ,e, 为 本 空间 标准 正 交 基 . 注意 这 里 公式 与 欧 几 里 得 空间 不 同 之 处 , 即 每 个 e 前 
ЖСН. 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 证 明 : 对 任 a BEV, 
| <а, 8) |< [ай 181. 
MARE Н: (а, 8) (а, В) < (аа) (В, 8). 
证 азо, ACCA 
0 < (А +B àa + В) = <А Ла) + (А,В) + В, + <В, 8) 
= 4А (аза) HA la 8) +А(В,а) + (8,8) 
=A (A lasa) 十 《a,8)) +А(В,о) + (В, р) 
取 А = — (а, 8) / (аа), ЯН 
— ча) 十 《8,8) > 0 


即 
Ca ‚В? la В? < (asa? (B n>. 


10.3 习题 与 解答 


1. 详细 证 明定 理 10. 1( 即 Hermite У Е Ж Hermite WHE HHJ). 
证 用 归纳 法 ;对 一 阶 方 阵 结 论 显然 , 今 假设 对 n 一 1 阶 方 阵 结 论 成 立 , 现 在 来 看 nn 阶 
方 阵 . 设 Н=‹(5А„). | 


hi “q! 1 — Аа! 
š а H „n; ы ' 0 1„—1 
_ h 0 
则 PTHP, = | š _ | 
0 H mı — ohia" 


Ж H,-i —ahu' a!" 是 n 一 1 阶 Hermite У Ё, h H BT E n] A BE: О, ОСН, — 
ату а )Q 为 对 角 阵 . 故 取 


1 
Р, = | о} є P = P, P, 


则 PTHP 为 对 角 阵 . 
(2) 铬 有 二 0, 而 hi 关 0(i 之 2), 可 经 1,i 行 (和 列 ) 对 换 使 (1,1) 位 元 素 不 等 于 0, 这 只 
要 取 P= PBT. 
(3) Ж h; =0G;=1,:- ,n) ,但 有 某 一 hj; 关 0 ,不 妨 设 为 his 关 0, 令 
1 1 
l —1 


则 PT 五 已 归于 情形 (1). 
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以 上 证 明 若 对 Hermite 型 写 出 就 是 大 块 配方 法 . 见 人 《高 等 代数 学 3225 页 . 
2. 详细 证 明定 理 10. 2( 即 Hermite 方 阵 正 定 的 等 价 条 件 )， 
证 (0)>(1)H 五 >0, 所 以 对 任 非 零 列 向 量 zz 五 z>>0, 故 由 定理 10. 1 知 存 在 可 
逆 阵 PP, 使 
PTHP = diagfla san} (а € R, 1<¿ ¿< л) 


1 1 —  . 
其 中 а; 2>0. 对 任 1 成 立 . RER P, =diag Ja "a , 则 有 (CPP1)'* H(PP,)= 1. 


(1) 过 (2) 因 为 日 共 示 相合 于 了 ,所 以 存在 可 逆 阵 Q, 使 
ОТНО = I[,+ P = Q'!,# H = PTP. 
(2) 之 (0) 若 H=P' P, P 可 逆 , 则 对 任 非 零 列 向 量 x, 有 
x Hx = (Pr)!(Pz=) >0, РД H > 0. 
(3) 由 定理 10.7 A1, FAAA U, tE VT Н\У/=йар{(Ау,”°,А„},& H> 0S2,>0. 
(4) 之 因为 Н` >0,[ЬД det H=det(PT P) = j|detP|>0, H k PER z. Z, 的 
Hermite 二 次 型 


Er Tis Lr) = gx 0 0) > 0 
ha o һу 
所 以 detH, = |: : >0, 5=1,2,+=,п—1. 
ha ee hu 


特别 g( x, ‚О, + ,0) >0—>hı >Q, | 
< 一 所 H 的 各 阶 顺 序 主子 式 为 d, 5° , d, 9 由 已 知 ‚4; >0,15 1], ‚71. I 


H m В 
Н = | — Е detH, , > 0, 所 以 [5 БЫ) 存在 . 
В | 


nr 


P — ps T К 
Lo 1 


РНР =| ШЕ | is “Г; Не 
—8 Н 1] 87 А.) 0 l 


0 Rhan — BT HB 9 б | 


因为 а4е@Р=1,} деғН = (detH,_,)b, W 一 -之 0, 递 推 之 ,有 
n-i 


则 


di 
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因 对 角 线 元 素 全 为 正 , 所 以 H> 0 
(5) 充分 性 显然 . 
=> 分 别 取 并 一 人 0， … , O, z; ,0,……,0)5 , 则 由 р(х,х)2>0,-»49 h; 2>0, 1=1,2, 
取 r=(0,*,0, 0,30, T; 051,0)", 8748 
hi h; 
> 0 
hs hj 
(因为 g; Cr) 220, ПИН 17515020). 


一 般 可 取 Tils" s Ek 天 0 而 其 余 分 量 为 0 ,得 到 


1,] == l,” n 


> 0, k= 3, ,n— 1. 
hii ` hii, 
(因为 g (Ti ох 0, 所 以 其 系数 行列 式 二 0). 


3. 详细 证 明定 理 10. 3( 即 Hermite 方 阵 半 正定 的 等 价 条 件 ). 


PTHP = йара! | "°° An) 9 


证 〈1) 一 (2) 由 H2>0,BF D) XHE z ВН x Hz2>0, ñ {ЕТЕЙ BE 已 ,使 
不 妨 设 wa 2>20,а, I = ++ 


OKa ER, 和 1 < n) 
1 
=qa,=0,B% НХ P, = iag 


1 
一 一 | ЛШ 
Аа 则 有 
I O 
O О 
(2)>(3)H (2)fF£#EnJ m  Т,{# 
_ I O I О ГТ, _ _ 
ТҮНТ = | |н = r| | r: 一 QQ 
O О O 0-0 O 
其 中 


L ОЛ). 
Q = p СТ, 有 rankQ = rankH. 


(3) 一 (1) 当 互 =QIQ 时 ,有 五 I=(QIQ)I 王 QIQ= 互 ,日 对 任 zx 有 


z" Hz = х'©О' Ох = (Ос) (Ох) > 0, 
(因为 Qr 是 一 列 向 量 , 上 式 相 当 于 其 模 平方 ,所 以 总 是 非 负 的 ,等 号 仅 当 Qzr==0 时 成 立 ). 
以 下 证 (1) 司 (4) 

方法 1: ”对 任 A>0 有 


х" Hx > 0=x!(QI + Н)х = хїх+х'Нх`>0 


A + H УВЕ > 0 
由 于 多 OREA BJ PS 2, ТЕЛА ВЕ A— 0 即 得 


@ 
@ 
z" Hz > 0= H РВЕ = > 0. 
方法 2: >й HZ0 所 以 detH=det(Q'Q)= |е: |220, HA k ЖЕЙ т, +, 
Xi 的 Hermite 二 次 型 


Be (Z, |, ” Ж) -一 g0, „Ж 


і ? Li, 


‚бэл, 0,0) > 0 
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所 以 detH, = 
hii ... А. ; 

<=? H ЕТИН 70220 时 
|—АТ— H |= С 1)" СА" Бад! + Ба, 1А + a,) 


Ep a; 为 五 的 ; 阶 主子 式 之 和 (一 1 n MERES 时 不 为 0, 即 H ЕВ, 
所 以 H>0. 


4. 设 M,(F) 为数 域 F E n RAEE, EF En 维 线性 空间 . 对 A= (а), 
B= (b; ) , ЕХ 


g(A,B) = (А,В) = Э а Ба. 


ЕВ zg E: V= M, (F) Е Hermite 内 积 ( 即 正定 Hermite 型 ). 并 证 明 
(А,В) = tr(ATB) = (ВАТ). 
证 (1) g 是 半 双 线性 型 ,因为 
g(A, +А,В) = 2; (а, + с), = >) asb; + 2) cubi 


=&(А,,В) +g(A,;,B), g(kA,B) = kg(A,B); 
FEA ЕСА, В. +В) = (А,В) (А,В), СА ,ЕВ)=Е&СА,В). 
(2) g Ж Hermite 型 . 因为 满足 


(А.В) = > ab; = ла» b; = g(B,A). 
(3) g 是 正定 的 . 因为 对 任 AEM, (F) 有 


g(A,A) = >, аза, >0, (A=0), 
所 以 g Æ V Е Hermite 内 积 . 


又 志 AT B=(W, ) ,BAT = (a), 
而 
У, =аџф.; 十 … + а,Ь, 一 > аыбы 
k=l] 
pHi = д aa + 十 px a, 一 >b, а» 
k=1 


tr(ATB) = У, = >》 auba = g(A,B), 
s= 1 z, Ë 


tr(BAT) = У) = 2; aa b, = g(A,B). 
5. 设 V 是 [0， 1] 区 间 上 复 值 连续 函数 全 体 ,证 明 以 下 是 Hermite Я: 


(f,g) = | fO gC) dt. 
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1 1__ 1 __ 
Ш (1) RAA + f. ,g> = | (f, + fz)gdt = | Fedt + | ва = ‹Л,а) + 
ç f° ‚& 7? | 
__ Гі — 
(kf,gy = | Efe dt = E| fad: = E(f,g> 


EHHA Sf gite: =, 2.) T (f,g:) i f  hkg)= h (f, g). 
(2) 又 因为 


1 Ti _ _ 
(fog) = | Fedt = | гй = (g, Р. 


所 以 是 Hermite 二 次 型 (以 上 也 称 为 共 罗 对 称 性 》 
(3) 对 任 fe Vv 有 


(f, f) = | уға = | | fld >0, (0) 


故 (f,g) 是 V 上 的 Hermite 内 积 . 
6. iZ g Æ V, 的 Hermite ВЯ, о: У, У, 是 线性 映射 单 射 , 则 gep 是 Vi 的 Hermite 
AE. CEWL g(a, 有 = 二 (CasB), 则 (gg*g)(z,y)= 二 (pr,py)). 
证 HO) g E V, ØKER, XIE abrasa ,Bi ,BEVi,kEC 有 : 
Ф glar +a: = роз, + Соз A) ,gka , 0) =kg(a B); 
glas +В) = gla: В) + g(a В.) , gla, kB) = Ее (а, В) ; 
© (а, В) = g(8,a) з ғ(а,а)2>0,а50 
(2) 0 是 线性 映射 单 射 . 故 对 任 Tisz: EV, kECH 
(Оф +25) = ф(х) + or) pkr) =Ёф(х). 
D # zi ==, , Mj olr: )Z£o(=>;). 
由 以 上 两 个 已 知 条 件 ,可 得 对 任 z,y,zi z; x xy E€ Vi K€ C 8 


(2) 
(D (g°@) (Xi + x; sy) = (p(T +r) ‚фО\у) )—=== ex, + px; ‚Фу! 


一 一 (oz ‚Фу? + (px; ‚фу)====(@°ф) (zi sy) (ге°ф)(х;, у); 
(gog) (х,у) = (\фЁхж,фу) = (kpr, gy) =Ё(&°ф)(\х›, у); 
同 理 可 得 
(g ° OTs + у) = (g ° Фф) (х,у) + (g ° Ф) (х, y: ) 
(g ° g@)Xz,ky) =k(g ° д) (х,у). 


(1) —  _ — (2) — mmm 
D Ceep (х,у) = (gxz=,gyy===( фу, pzxy—===(g° f) (y ,z) 
© 对 任 0 关 XEV | 


(к°ф)(х,х)=(фх,рх)=к(ф(х),о(х)):>0. 
所 以 gep Æ У, 的 内 积 , 即 它 是 正定 的 Hermite 型 . 
7. 设 g 是 V 上 Hermite AR, ШЕВ: ga A= 0 对 任意 ВСУ 成 立 当 上 且 仅 当 w 一 0. 
证 沪 当 p= 二 a 时 ,有 g(a,a)=0,H g 正定 ,所 以 a 二 0; 
< a=0 h}, A р(а, 8) = g(0 • a 0) =0 • g(a 8) =0 
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对 任 BEV 成 立 . 

8. 证 明 ;V 上 两 Hermite 内 积 g, 和 g; 的 和 仍 为 Hermite 内 积 , 内 积 g 的 正常 数 倍 
仍 为 内 积 . | 

证 ”首先 给 出 两 个 内 积 的 和 ,及 内 积 的 正常 数 倍 的 定义 :对 任 a BEV, k>O0 


Cgi Бо) ба В) в (о, В) + gelap); (вв) ба В) =k Cap). 

故 由 已 知 gly 2,6 是 内 积 , 则 对 任 asha saz A REV REFA 

(1) (е, + g;) Са + a; , B) = g, (а ог, 8) + g; (а Fa ‚В) = р, (а, В) + g, (а, B) + 
g: Car Ü) t g: (aa B) = Се е) (ол, 8) (е +) (аг, 8) ; 

(р. Hg) (а, В) =g (Ва, 8 +g; (Еа, В) =kg (а, В) БЕ: (а, В) =Ё (а ез) (а, 8) ; 
同 理 可 得 

(gi + 2:) (а, +) = (gi + 2) (а, 8) + (gi +2) (а, 8), 
(gı + g:)(a,Fk0) 一 RS + р) (а, 8). 
© (gi Tg (а. 8) = g: (а, D) +8: Ca, D) = g (о) +g, (Ва) = (gi +в) (Ba). 
© 对 2550 有 | 
(gi + вг) (аа) = gı (аза) + gx (аа) > 0, 

HEA gi +g: oE WR {ЕҢ ЗЕЕ K IEE FE, g, 十 gz: 是 Hermite 内 积 . 

Xf kg k> НУ 2 BJ O> АХ РЕ. ОЗЕ ЕТКЕ, QE ЕЕ, B| Ж ke 亦 是 Her- 
mite 内 积 . C4 g 是 内 积 时 ). | 

9. 在 西 空间 中 证 明 平 行 四 边 形 法 则 : 

1а+681 + la—B8l]2 2 = 2 1512161 °. 
证 
左边 二 (a 二 Ba 十 人 十 (a 一 Bp,a 一 8B) 
= Casa? + 8,8) + Ka 8) + (Bya)t <а,а) +<— 8, — 8) 4а, – В + В,а) 
= 2(0,а) +2‹8,8) 二 右边 . 
10. 求 第 4 题 中 一 标准 正 交 基 . 
E 记 开 ;为 (7 位 元 素 为 1 ,而 其 余 元 素 为 0 的 nn 阶 方 阵 , 则 
万 

为 4 题 中 一 标准 正 交 基 . 任 A=(a)EM,(CPF) 在 此 标准 正 交 基 下 的 坐标 为 


2 
КЕ: | FT. Oww ЕЕ І Ф? + Т ) 
(аң 9 Я}, a21 > ° * + Qo, + °° * ç Яз] + sann) Є F” $ 


而 4 题 中 内 积 trCATB) = 3a,6b, , 正 相当 于 FÀ 中 内 积 


1.31 
2 


(х,у) = У\жу = ду 二 Tr yz. 
i=1 


"11. 令 f.(a)=(2cos2xnz,g,(z)==-/2sin2xnz=, 对 第 5 题 中 空间 和 内 积 证 明 
(1) {1 ‚ЛА ‚ #1 ‚ ў; Б? ИЕ IE 2 Ж. 
(2) ей" (n€ Z) ЖЕЕ X Ж. 


1 
证 (1) 因为 (1,1) = | 1а; 1, 
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1 1 
(f, fn? = | 2cos’ 2xnt dt =| (1 + cos4znt)dt = 1, 


1 1 
(g. „) = | 2sin’ 2rn tdt = | (1 一 cos4rn t)dt = 1, 
О 0 


1 
(1, fn? =| /2соз2хтп tdt = М? sin2nnt |) = 0 
О 2пт 


1 

1,2.) = | V2sin2xn tdt = 0, 
О 
1 1 

(fa, fs = | 2cos2rm tcos2mn tdt = | [ cos2x(m + n)t + cos2x(m — n)t]dt = 0,т Æ п, 
0 0 
1 1 

(g, +g.) = | 2sin27rrzzz tsln2=n tdt = | [ cos2x(zm — n)t — cos2r(m + n)t]dt = 0,т Æ n, 
О 0 


1 
(f, 8.) = | 2cos2xm tsin2nn tdt = J [sin2r( + n)t — sin2n(n— m)t_dt = 0, 
© 0 
Wil, f s Bl ‚© 是 标准 正 交 基 . 


1,т = п 


1 
(2) ет" ‚е 一 | 


1 
一 j i ininom) 
e 12 RAPLE è edz = | е^" dr = 
0 


0 Om = n 
故 e (m € Z) JS bA WE 1E 32 Ж. 
12. 对 第 4,5 EM rB B) P, AOR Schwarz 不 等 式 的 相应 结果 . 
解 ”Schwarz 不 等 式 ; 对 任 a,BE 西 空间 ,有 
| <а, 8) |< llall iel. 
(1) (4 题 中 内 积 下 ) ,对 任 A,BE M,CF), 有 


| tr(ATB) |< (tr(ATA) • tr(BTB))?, 


tE, Ep | Уа, | < (2; | ai *)( 2; | b; 2). 
(2) 〈5 题 中 内 积 下 ) ,对 任 Р, gEV A 


1 
2 


[| ДОТ ОГЛ < (| f) fO) dt | g(t) g(t) dt) | 
13. uE BH :Ж ЕЧ 25 [8] Р Ip] Ж 8 ЕЕЗ ШЖ a 5.0 的 线性 组 合 , 则 
8 一 Э (a, » 8) 


Fa 
B= ља H + Enan» 
两 边 用 а, 做 内 积 ,得 
(а ‚В? 一 一 (ak D ула) -一 > х, (а sai? — =, a, sL)» 
i=] i=l 
ШЕЙ! r, = Ça; 98» Kas ‚@ь) 
故 得 证 . 


a b 
14. ША | TEADE ЖАЛ лж ЭЛЕЙ Е = fa ЖОЕ Т, U 
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= AT 5». 
解 方法 1 R A= р ИБ 0), о saz: 进行 Schmidt IF 54618. 


1 
=_ Ë а -——— |= Лат 
“Tal Тат Z Far | 
p L zd g++cd 
=,  — — GD ea — 2 ; 
=e Ta үү: | нет 
. 1 _ ab+cd А 
所 以 D= Cere =AT= aa lal + jel lal + |c]? | 
0 k 
LEX |detU|=1, |detA| = |ad—be| , |detT| = ре U=AT 两 边 取 行 
a С 
列 式 得 | 
k =y] a [+] c [F/|ad—t |, 
l _ ab+cd 
0 pb . 
| ad — ёс | 
其 中 о=/ 1а [F +i ci. 
方法 2 工 的 第 二 列 也 可 由 直接 计算 p: 的 模 并 把 及 单位 化 得 到 : 记 p==1al: 十 | cl?， 
则 
в = [| (az,e) гре 9 teda] 
== 一 —— a = — _ _ 
a p p Ldp — (ab + cd )c 
故 | 
|B |° =‹&›%› = = Cp — (B+ Da Ctp — (ab + ¿d)a] 
+ [do — (ab + ed)c [ао — (ab +са)с]) 
= Je | b |? —abo(ab + d) — abo(ab + 4) +| a |? | 2b + ¿d |? 
+| d |20? — cdo(ab + ad) — ado(ab +cd) +| c |? | ab + ca |2 7 
СБа а cJ?) —] a |? |b |? — abcd 1 ab | — 
abcd — abcd —| c |? | d |? — abcd —} c |? | d |? +| ар + ca |° J 
еа | d |? — abcd — ca) 
=} | ad ы | 
p 
1/2 2 — _ 
\ __p _Vlal’*+l|el: ap 二 cg 
所 以 ёг Гаа bc] аа — Бс! а? 01 lad—bc] 1: 


p 


-4 __ abtcd 
o`” |а4— Бс | 


1/2 


故 О = (е; ео) = АТ = (а, ,а2) 


0 Га ъл 


15. ЊУ 为 酉 空间 ,W 是 其 一 子 空间 ,对 ОСУ, Е a C W А || 6— о || < || 8— y || 
对 所 有 YEW 成 立 , 则 称 a 是 8 到 W 的 最 近 点 或 正 射 影 . 证明: 

(1) a€EW 是 8 到 W 的 正 射 影 当 且 仅 当 Bb 一 a 与 W ФЕ; 

(2) # B $l] W 的 正 射影 存在 , 则 必 唯 一 ， 

(3) # W 是 有 限 维 的 , 则 和 任 一 g€ V ТЕ W 的 正 射 影 存 在 ( 且 唯 一 ). 记 W 的 正 交 基 为 
ai °" sa, M) BB) W 的 正 射 影 即 为 


(4) Ж a E. 8 #E W 的 正 射 影 , 则 6 一 a 是 8 在 W-+ 的 正 射 影 . ОХ W = (z€ V| (<, 
y)=0 对 所 有 УСУ) У 的 正 交 补 ). 
证 (1) ># 3AyC€C W ,使 p 一 a 与 7Y 不 正 交 ,不 妨 设 > 为 单位 向 量 , 把 y,8 一 xc Schmidt 
正 交 化 得 
应 一 (8 一 a) 一 (8 一 cy)7， Aley = 0 
й а =а+<8—а, у) У, a EW( 因 为 a,YEW), 且 
| 8 一 aa |! ° 一 人 1 一 al 8 一 aa 一 (8 一 aa 一 4 一 ay7)7 В – о —– <В —– а, y?y) 
= (BB) 一 (Ba) — (B— aY? (BY) 一 (ap8) + (аа) + <В a,y) (a, y) 
一 (8 一 ay)(7,8) + (B—a,y) (yya) + (8—a,y) BaN) 
=(‹8,8) — (Bra) 一 (op8) 十 (aya)) — (8—a,y)(8— a, y) 
一 (8 一 ao7y)(7, 8 一 a) 十 (8 一 ay) В ау) 
= |8—«||*—|‹8—а,у)|*< 8 一 cc 
В || 8—a < 1 8—а l 5a В У 的 正 射 影 予 盾 . 故 必 в-а Уу W 中 所 有 向 量 均 
EZ. 
二 VYEW, 因 为 a 一 YEW, 所 以 4B 一 a,;a 一 7) = 二 0( 因 в-а 5 W 中 向 量 均 正 交 ). 于 是 
有 J8—yl| 2 =(8—y,8—y = (8g—a+a— y, 8—a+a— у? 
=‹8—а,В— а) + а – y B— а) + (8— аза — У) + (a — Уза — У) 
= | 8—a l7 + 1а—у 1° > J8—al 2, 
由 定义 , 知 a 是 8 9] W 的 正 射 影 . 
(2) Жа ,о 均 是 8 到 W HEHE, ДН а €C W,a, EW, 所 以 a 一 gs 人 EW, 故 由 (1) 知 
有 
(В — а заг —a) = 0, (B— азза — о) = 0, 
于 是 (а 一 @z ,al 一 gz》 
= (ду за) — (аз sa) — «ал saz) + (as за) 
= (a saz) — аг ai) T (8,0) — Braz) — Bra) + (Braz) + а, ya — (ai saz) 
= (8—02 за — о) H(B— a saz 一 al 一 0 十 0 一 0 
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所 以 w о =0, В) a Sa ОЕ ИЕ — ). 

(3) 因为 а Є, Да 可 由 wa 线性 表 出 
1 а = kiai Tee F Rmams 
则 由 8 一 a 与 a1,… sam 均 正 交 , 知 


0 = 《8 一 ayai) = 一 (Bra) — ( Ska; за) = (Brai) — k; laisai?) 


所 以 ь = Ва) ы (о: ， , 
(aisa? | а; | 
Вр 


(4) 4 a E: 8 fE W 的 正 射 影 时 ， НОА ЕЯ Ва 与 W 中 向 量 均 正 交 , 所 以 6 一 

aE Wi; 又 对 任 YE Wt+, 有 : 
(8— ‹(8—а),у› = a.y? = 0 (M a| €C W), 

由 (1) 的 充分 性 知 6 一 xc 恰 是 8 在 全 -的 正 射影 . 

16. 设 W 是 西 空间 V 的 有 限 维 子 空间 ,把 BEV 映 为 其 在 W RENE a 的 变换 
6.УЭУ, В =a ЖУ A W 的 正 射 影 (变换 ) 

(1) ÆI: E VEREER E = 2), # пе, ker6 一 W+( 正 交 补 W + BJ E 

Яя), Н У= УФУ ; 

(2) I 一 6 是 V 2) УТЕНА, А, AAW, ZAW. 

证 方法 1 (1) Ф 66У, 8=а= ba 一 6?B, 所 以 8?= ë, @ EA Тесу, х 
yEW, 有 7Y=6yE€1m6《,; 所 以 Imé=W;@ V £€ W-+ ,对 所 有 YEW 有 

0 = (€— К бе,у) = (ё,у) — (E£, y), 

所 以 ‹&Е,у) =0->4е=0 (Fi Є) 

所 以 У C Ккегё, = Ккегё= W- 
(事实 上 , 任 >€ Кегё, A 6у=0, i 0 = (р 6, У) = (р, у), АТН YEW 成立, 所 以 7E 研 + 
—>keréŒ&W-+). 

(2) Н Е (4) 91: a ЕВ Ж W 的 正 射 影 时 ,p 一 a 是 8 在 W+ 的 正 射 影 , 故 

1—4, V э 
B pa 

是 V 到 W+ 的 正 射 影 变换 . @ 001—0) =1—26+ 6 二 1 一 8, 所 以 1 一 6 是 徊 等 变换 ，; 

D 任 BEV,(I—8)8=B-aE Wt, 所 以 Im(I 一 人 CW+ ,又 任 EEWL, $ 2=2— = 
(I—OEETIm(I— @),-—>У/+ С ]Їт( 1—4), 01-0) =; V yC ker(I[—@) ,#8 0= 
(1— ё) у= у— ёбу» бу= у, YEW, 5 2, М {ЕаЄ W.,#8 0=a— a= (I— ó)a, P ДЄ 
ker(I— Ф), 9 ker(I— ë) =W. 

方法 2 d) 显然 Im6CW, 又 对 任 a€EW, 有 б=а,( AH | a—a | < | а= y I| X 
一 切 yC W 成 立 ) 所 以 6 是 满 射 ,从 而 有 Imé=W 

( 同时 知 , 对 任 BEV, CR 6B 一 aEW) 有 
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628 = ба = а = EB, 所 以 6° = 6, 

即 ¿ R л. 

О ФИ, a €C W , 34 a0 hf , ба = а30, Кете = (0), У. 

dimV = п = dimkeré + атте = dim(keré + Im) 

所 以 V=ker6ODW =W-+ GW. 
任 BEV, 有 =a 十 (8B 一 a) ,其 中 a 一 6BEW=Im6,8 一 aE€ Wt, 

因为 6(8 一 a) 二 58 一 6 二 a 一 a 二 0, 所 以 8 一 aE кеге У = keré. 

(2) 由 (1) 对 任 BEV, 有 直 和 分 解 

B= a+ B-a) = 8+ (I— AR = (1— (1 — p+ (I— ФВ. 

故 Im(I— A=W- sker ASW, HO 6) = I—2ë+ ë * = 1—6. 

17. 设 ci ,…，,aw 是 西 空间 V 中 一 个 非 0 正 交 向 量 集 ; 则 对 任意 8 有 (Bessel 不 等 式 ): 

5 а < рце, 


k=1 | Ak | í 
且 等 气 成 立 当 且 仅 当 有 8 三 >; (аъ 8) all а. 


证 方法 1 记 WW=L(a,…,an), 且 设 a 是 8 在 W 的 正 射影 , 则 由 15 题 知 :8 一 “ 与 
W 中 辐 量 均 正 交 ,特别 有 
(В —– аза? = 0, (аза — В) = 0 
于 是 得 
I Bl? = 6,8) = (8— ap) + (a, D) 
=‹8— а, 8) + а, Ë) — \8—а,а) + Ca,a — В) 
=(B— а,8— а) + аза) 
= | 8—al + Jall 
XX ХЕ ЎЧ 25 |8] АЧА] ДИЛЕ ЖИ. 故 有 
| lel? 2 lal’, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 | 8—a || =0, В 8g==€ W. ХН 15 题 (3) 知 


a= У) Та, ВШ lal: = > а E 


— а, 12° = l. 
故 得 Bessel PER. 
方法 2 把 Q s °° ° s G, 扩充 为 V 的 正 交 基 ( 因 为 Q| + °° sAm 线性 无 关 , 所 以 可 先 扩 为 V 


Оло" 390, 90 90, з 


于 是 任 pE V, P= pia + Биа + е о ;两边 与 а, 做 内 积 有 


‘ar p) = eee) = = рь (авза), = 1, 


由 些 得 iel? = ао = = > Lanp l > У Henk l: | (a, 0 |? 


1 lea H | ты | 
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(其 中 之 是 因 个 正 数 之 和 和 变 为 m 个 正 数 之 和 ) 等 号 当 且 仅 当 pr = = u, = 0, BB g€ 
LCa st sam) ROL. 

18. 把 Bessel 不 等 式 ( 前 题 ) 用 于 第 11 题 , 写 出 相应 结果 . 

ж Е f € V Ж5{1,/һ,в s f2， 82 s) 是 标准 正 交 基 , 所 以 | fi | 一 | Bk | = 
1(Ё =1,2,), ЖЩ 17 BA 


LP PAAA SoN PH Cg fy |9 < IFN, 
k=1 


即 [roal + > [ [жга 十 вала), | FŒ |? dí, 
右边 为 定 值 , 左 边 当 m 增 大 时 , 值 增 大 , 故 部 分 和 单调 增 有 上 界 . 于 是 得 Bessel 不 等 式 ， 
оа ( аа [аға ) ео a 
同 理 , 因 为 (ew | n € Z) 是 标准 正 交 基 , 故 对 任 f EV 有 


| Ap a> D | f foar e. 
0 k=] 0 


19. 设 V= 二 M,(C) 中 定义 内 积 (A,B) 二 tr(47B)( 见 第 4 题 ), 求 对 角 方 阵 所 成 子 空间 
W 的 正 交 补 W-. 

解 IN {E Е E. se s Enn ) 2E п? 维 线性 空间 M, (C) 的 标准 正 交 基 , 其 中 E; 
是 (i,7) 位 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 皆 为 0 BJ z 阶 方 阵 . 

H ЕЕ» 下 上 均 是 对 角 阵 , 且 任 对 角 阵 都 是 它们 的 线性 组 合 , 故 

W = L(En , Ex ,*** En). 
x V=WOW+ ;所 以 E; st} =l, e,n 中 去 掉 这 71 个 向 量 得 到 的 标准 正 交 向 量 组 就 是 
WAH, dimW t =n? —n, BI | 
W = L(E,, ,*" ,Ei,, Ez ‚Ез, 下 2 E, |: ‚Е,,.1). 
20. 设法 决定 所 有 可 能 的 2 阶 西方 阵 . 


ж ША |4 7) Н АтА=т=ААТ @ 


аЙ: аша: JG 3 


ra- eru- 


ËD 


ab + cd = 0 ,z2ac + bd = 0 H |detA|=|]ad—bc |= 1, 
bb +44 = 1 (с + dd = 1 
m Nlla|=|d|<1,|b|= |с|<<1,+—Ж#% 
а = e'cos0 — b = еёѕіпб — c =+ e” sinf — d =+ её cos0, 
X H а6= — са 知 c,d 反 号 ,由 |detA|=1, 知 a 二 a 二 8 十 B. 故 
A=| сон НА; 其 中 a 二 a = 8+R 0<0-< 21. 
— e sinf е соѕӣ 
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21. i V = М, (CO) ФЕ ЎЎ Ч (А, В) = (АТВ) (я Ж 4 W). SR MC V E X Y V ñ 
一 个 线性 变换 
Тм: A MA. 
证 明 :Tw 是 酉 变换 当 且 仅 当 M 为 西方 阵 . 
证 ”二 当 M 为 西 阵 , 即 MTM 一 IT 时 , 因 {E;1i,j 二 1,…,n} 是 标准 正 交 基 ,而 
1 ¿=Ë B; =! 
(ME; ,ME,) = tr(EIMTME,) = (ЁТЕ) = | | 
0 i = k sk; = |. 
故 Tu 把 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 , 因 此 是 本 变换 . 
全 方法 1 4 Tu 是 西 变 换 时 ,对 任 A,BE M,(C) 有 
(МА ,MB) =‹А,В) = (АТВ), 
所 以 tr(AIAMTMB) =tr(À:! B) 
W M= (8 ,…,B,) ,分 别 取 А=В=Е,,,і=1, n 代 和 人 上 式 得 
BB: = 1, — (8.,8)= 1 
青 取 B= E;, ,而 А=Е,,1<:<;<п,48 | 
ВІВ. =0 — (8,8) = 0, 1<i<j<n 
故 M 的 列 模 为 1, 且 相互 之 间 正 交 ,所 以 M M= 1, M 为 西 阵 . 
方法 2 设 М = (т, ), H Tu 是 西 变 换 , 利 用 6. 3 节 28 题 知 线性 变换 Гм 在 基 
Enst, Einte ‚Каз ,了 .下 的 方 阵 表示 为 
T = (m; 1,) , 
H 了 为 本 阵 , 所 以 大工 = 工 由 此 和 矩阵 乘积 可 得 
] 1 = ] 


2 Tim = д; = 0 ; > 3 
故 得 МЇ M=1 以 下 我 们 看 n=2 时 的 情况 , 便 可 理解 :” 一 2 时 , 设 


7711] 77112 


7121 7122 
2 
У ‘тта, = |, 1 = ],2; > Muma = 0, 156), 1.) = 1,2, 
Ё = ] 


2 2 
> Ma My > Ma M g2 
k=l k=1 


所 以 MM = =| |= n. 


` 71271 > ть 712 
22. Я 8 为 n 维 西 空间 V 到 子 空间 W 的 正 射影 变换 ( 见 第 15,16 题 ) , 求 8 的 伴随 变 


解 ” 由 16 ШШ V—IméDkeré=W(DW!1 „it dmW =r, Й] ауу =n—r, 在 W 中 取 
e 379 ° 


标准 正 交 基 Qj tte ‚а, , TE W- 中 取 标 准 正 交 基 1 Í|... R, , ДІ] ауу QQ | G, 是 V 的 
基 , 且 正 射影 变换 8 在 此 基 上 的 方 阵 表示 为 
ai a 
о O 
又 《的 伴随 变换 8* ТЕҢ ЛЕ ЕЗЖЕН Л B=AT= А, $ 
б" = б, 
23. RASE у= М, (COC) 中 定义 内 积 (A,B) 二 tr(ATB), 及 线性 变换 Tu:A MA 
(HR 21 题 ). 求 Tw 的 伴随 变换 ， | 
解 设 M= (т, ). H 6. 3 їз) 28 题 知 线性 变换 Гм 在 标准 正 交 基 EÉ ee Ein’ ttt, 
E n e En, FHJ EF 8 
T = (т,1,), (JE n? 阶 方 阵 ) 
又 由 定理 10.8 知 Tw 的 伴随 变换 Tw ТЕКЕН ЛЕ ЖЯ B=T = (mIn) i 
Ты: А к>» МТ А, BU Тк=Тмт. 
24. HEZA V 由 复数 域 上 多 项 式 组 成 ,定义 内 积 
(f,g) = | Ў) g(t) dt, 
对 了 = J ar f= Уак‘, РЕХТУ ЮАН 
Te: g fg. 
求证 T, 的 伴随 变换 存在 , 即 为 Ту. 
证 定义 V 上 的 线性 变换 
Tí: g кје 
则 有 
(T FELE? = | fg go dt = | gı fg: dt == (Bis fsg), 
由 定理 10. 8 知 T; АТ, 的 伴随 变换 . Т; =T). | 
Ж.ж dimV= п, e1 ,…,e, 为 其 标准 正 交 基 , 则 Т, 在 此 基 下 的 方 阵 表 示 为 
(feise) (fee) … 《Fel) 


(feisez?) (fesyes) … 《fe,,e,) 


А = (aj) = = (4/е;,е,)), 


(feiyen? < је ,е,) … (је, ,е,) 
其 中 A 的 第 ; 列 是 fe Ее, ,е„ 下 的 坐标 . 于 是 其 伴随 变换 T; 在 同一 基 下 的 方 阵 
表示 为 B 一 A'=(a;) 二 (6,). 而 


— — 1 __ 1 一 一 一 —- 
dji -一 ( fe, ,e;? = (е, ‚ fei? = | e, fe dt = | Je;e, dt = ( fe; ‚е, > 
О О 


所 以 T; =T}. 
25. МУ 为 n Ни, ЯП 5 V БЕЊ, с C. 证明 伴 随 变换 的 如 下 性 质 . 
(1) (Z+ 2)" =A +R, (2) (с) = c.f"; 
(3) CAE) =H" A, (4) (97) * = A; 
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(5) CAIS CAA) ОҢ УЙ). 


证 ”此 题 可 用 两 种 语言 来 叙述 ,这 里 先 用 “变换 ”的 语言 来 论证 . 用 定理 10. 8 的 前 半 


部 :对 每 个 了 上 的 线性 变换 .x, 存 在 唯一 的 线性 变换 Z" 使 对 任 a,BEV 有 
CA" aB) = las AB). 


(1) Ca, (A+ @)8) = (а, 08) + (a, 98) = (а, В + (@* а, = ( sf" a + @* a, В) = 


СС." + 28" а, 8? , 


所 以 (Z+) = +08"; 
(2) <ac A8) = cla, В) =c L" a B) = ся" а,б), 

所 以 (cD " =c" ; 
(3) <a, LBB) = (YA a, BRI =B" A af, 

所 以 CAB)” =B" A; 


(4) Ња, 08) = (9 а, В), 9519 
(Aa) = Bo L а) = CA )" В,а›, 
由 伴随 变换 的 唯一 性 知 (w%* )* = s 
(5) 首先 1" = 二 1, 即 恒 等 变换 是 自 伴 随 的 . 由 (3) 
Я (ATY = A 4Y = Г = I, 
所 以 
CAT = (A ) 


此 题 也 可 用 矩阵 的 语言 来 论证 , 即 利 用 定理 10. 8 的 后 半 部 ， 设 < K А” 在 同一 标准 正 交 


基 下 的 方 阵 为 A 和 A"*, 则 A*= 二 A'. 
(1) 因为 (A 十 B)I 一 AI 十 BT ， 所 以 (w+ B) = sZ" +", 
(2) САТ =сАт, BW (са) * =c" ; 
(з) ЉС В)" = ВТА, 所 以 (%8)" =B sf" , 
(4) НЖСАТ)Т=А, 所 以 (wf V = A; 


(5) 因为 (AI) (А!) = (АА) = 1, САТ) = (A 7, (ы)! = 


CAY. 
26. 证 明 :” 维 西 空间 Y 的 每 个 线性 变换 % 可 写 为 
Á= № + - 126 , 
其 中 光 为 Hermite 变换 ( 即 自 伴随 变换 ). 


证 因为 = Ж + # + ИЯ AEL y, s = +i, H 
2 2 2 21 
K + £ 
(Æ) = ( 5 ) = Ж; 
| A-A N — (of 
%) = ( 21 J 2i 2 H. 


BX 26 , 2 2) 9) Hermite 变换 . 


27. 西 空间 С?з РНЕ ХУ (х,у) =x y. 设 线性 变换 AHHAR el ,es 依次 变换 


为 (1 ,一 2) ,(i, 一 1)7. 求 L (zi ,z;)1. 
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М 由 已 给 的 内 积 定 义 知 目 然 基 为 标准 正 交 基 , 又 由 Æ = (1, — 2)! , Ж = 
(1, —-1)1,# A ТЕ ҖЕ El +€? 下 的 方 阵 表示 为 | 


1 i 
А = Е — | 
一 2 
于 是 知 xy 在 此 基 上 的 方 阵 为 本 一 | вив 
21 1 一 21rzi z, — 2x, 
"i 一 上 = Е 一 j= ix _ 
28. 1 Z п 维 西 空间 V 的 线性 变换 ,证 明 <sZ* 的 象 集 是 x 的 核 的 正 交 补 . 
证 ”由 题 意 即 是 要 证 Ing = (кегә) Ы. 首先 有 
dim(kerðH) + = п — dim(ker%) = n— (n— УЖ) = Н, 
而 A К АТ ЖК = А 的 秩 二 .x 的 秩 
其 中 АТ 与 A 分 别 为 A 和 x 在 同一 标准 正 交 基 下 的 方 阵 表示 . 故 得 
dim(Im.Z* ) = dim(ker) +. 
又 对 任 a € ImsZ* ,( 必 存在 n€ V ,使 a= s" р), RE kerg, 
Ca B) = (9 з.) = (у, ВУ = (0,0) = 0, 
所 以 a€ (Кегә) + , 8 Іт" C (ker + , W 48 TF. 
29. 设 V=AM.(C) 中 内 积 定 义 为 (4,B)=tr(A4AIB)( 见 第 4 题 ). 对 固定 的 可 逆 方 阵 
P.E X V 的 线性 变换 Tp:A — P 1AP. 求 Tp 的 伴随 变换 . 
R S Ty :A (РТ) АРТ, ВТЕ = Tr , 则 对 任 A,BE IM,(C) 有 


CTRA, B) = (Бг) 1A(PT),B) = tr(PATP'1B) -wcATP1BP) 


一 (4,P ВР» = ‹А,Т,В). 
НОН |. Е n 阶 方 阵 M,N, 有 trCMN)= 二 tr(NM), 由 Tp 的 伴随 变换 是 唯一 的 ,所 
И Tr = Трт ж Tp 的 伴随 变换 . 
30. i Vi 一 R'“ 按 标准 内 积 定 义 为 西 空间 ( 即 欧 几 里 得 空间 ),R 上 3 阶 斜 对 称 方 阵 


Ф У, 按 如 下 内 积 定义 为 西 空间 :(A,B) 一 元 tr(ATB).V, Ж] V, 上 的 映射 AELH: 


21 0 — T} To 
ü = E | ` | "i | 
3 arv 21 Ü 


求证 < У, 到 Vi 的 西 空间 同 构 . 
证 任 a,BEVi, 设 a 二 (xi,zz әх) ,B= 二 (yi у,,уз)7, ЙИ 
0 — x; TX? 0 一 ys3 У 
СЕ О ЕВЕ 0 Е" 
— Ж: 21 О 一 y2 y 0 
(1) 是 1-1 对 应 ( 即 双 射 );@ ВЧ Ag Е, 35.248, М —}Л a, B€ V, 成 立 , 故 是 


Ж.О fE АСУ, , ў 
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Ü dı? 413 — а23 
| - as 0 as| Шә аз|=А, 
= аз 7 аэз О — @\2 


所 以 是 满 射 ; 
х + у 0 — (хз + уз) х: F уз 
(2) кезтн =] жз + уз 0 ә = Жа t Ay 
3 Fy — (22 + у) Zi tyi 0 

同 理 Aka) 三 Rsa ,所 以 是 线性 映射 ; 

(3) 

Z Уз + X3 Уз x x 
(Aa, 8) = (A, A) = Ftr(ATA;) 一 >t x Жз Уз T 21 У! x | 
x x X Y2 + 2) У! 


=x yı T+ ryz: + z;y; = а 8 = <a, В) 
所 以 x 保持 内 积 , 故 < E: V, 到 Vi ВОВЕ ff. 
31. 设 V EASA, AE V 上 Hermite 变换 ( 即 自 伴随 变换 ). 证 明 : 
(1) || atia | =| a~ ia | (对 任意 aEV); 
(2) atia = 84-103 4 HAH a= p; 
(3) I 十 i 非 奇 异 ; 
(4) Т-1# ERF; 
(5) = (I[— i⁄) (I+ 120) 是 西 变 换 ( 此 处 设 V 是 有 限 维 ). 
Ж d) |atifa |l t =lat isa a ifa) = (asa + (a Ha — ilasa tila Ж) 
= || a— iZ || °; 
(2) < 充分 性 显然 ; 


>h BAERE BKa 一 月 = 一 (一 月 一 激 e 一 月 一 开 (一 月 ,由 光 的 特征 值 为 实数 ， 


所 以 “一 8 一 0, 即 а= 8. (EREE a 关 B, 则 a 一 8 是 的 属于 特征 值 二 的 特征 向 量 ,与 
的 特征 值 为 实数 予 盾 .) | 

(3) Ву ЖЕН 338 BF det +i H) = det (+ н) о, EPEE 
F. (X E Н ЖЕУ 中 标准 正 交 基 下 的 方 阵 表 示 , 日 是 Hermite 阵 . ) 

(4) 同 (3), 因 为 |I 一 iH|= :(=1—н) ,一 不 是 的 特征 值 . 所 以 | 十 I 一 H | #0. 


(5) НЮ (1—10) = (1— i) ( T+ 20) ,前 后 均 乘 (IT 一 10 一: 得 
(I — 0 (I + = (I+ O) (I i 


于 是 由 
w =((I+ 5 ) 01—10° = (Г — i у! (I + E ) 
=(I— i (I+ iA, 
利用 前 式 可 得 w = (I+ (Гаж, 
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所 以 й* U= бй" = I. 


故 知 % kE Л. 
32. 设 0 为 实数 ,证 明 以 下 方 阵 丁 相似 


eos | И 
sing созӣ 1 0 eJ 


À — cos sin0 
др — 12 — 1, 
解 АЈА | ka А А“ — 24со50+- 
所 以 A= cos0+í sin 0= e*2 , 
асо вя | 工作 
对 А, = cos0+i sinl, # 48 2 WE sP fE [uj Е A X, ИЕ: 1 AA] 
对 ) 一 cosg 一 ising, 解 得 特征 向 量 为 X: 一 | |. a= [ ), 令 
2 COS 1 sing,» 2 Co ; ? €z JZ Vi sy 
_ _ 1 1 1 
U = (eise) = sl. | 
则 U ЖЧ ‚НВ 


_‚[соз@ф — 51107. fe 
U Ии U E | >} 
33. RESE C? 中 有 标准 内 积 , 在 自然 基 下 线性 变换 x 的 方 阵 表示 为 


1] 1 
A= Ë ,| 
证 明 s ERRER, RK CO PH x 的 特征 向 量 构 成 的 一 个 标准 正 交 基 . 
解 由 
l 一 上 Fl i 2 0 1] 1 l 一 1 — 
АА = Е А = р 2 = | Jla = АА", 
所 以 A 是 规范 阵 , 从 而 x 是 规范 变换 (满足 o" %= Мы" ). 又 
A—1 —1 
Е 
所 以 | =li, 
. , 1 1 [1 
XJ А=1+1,##(А1— А) х= 0,48 НЕ: е; =z 
. , 1 1 1 
Xf А=1—1, (А1 А) х= 0,18 z 一 cs| | a= 
Д] e, ,ez 为 C” 的 标准 正 交 基 ( 且 均 为 4 的 特征 向 量 ). 
34. 证 明 :线性 变换 x 是 规范 (正规 ) 的 当 且 仅 当 s= + i, ,其 中 治 各 是 可 交 
换 的 Hermite 变换 . 
证 由 第 26 题 我 们 已 有 :对 任 一 线性 变换 w, 均 有 S= ж + i , Jt rh 2,26, 均 为 
Hermite 变换 . 故 这 里 只 需 证 明 
只 是 规范 的 2426 = 6. 


| АТ—А |= | а 1-10-22, 
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H Z= +i ,48 @' = Gñ 6)" = —1% — 2⁄4 — 2⁄6, 
所 以 э" A= QÉ 16) 6 +1%)=®ї1—1%җ +1% +, 
ызы" = AHA —1%,) = HHA —1җ җҖ + Ж} 
于 是 
L A= ww < АЖЖ = жж =© WB = BM, 
故 知 
УВВ ө а= AL SRH = RM. 
35. 设 NE n ЖУНУ 的 规范 (正规 ) 线 性 变换 ,证 明 有 一 复 系数 多 项 式 了 使 
N = fM). 
证 方法 1 设 W 在 某 标准 正 交 基 下 的 方 阵 表 示 为 


Ai | 
Àn 


N = 


则 NV 在 同一 基 下 的 方 阵 表示 为 


и m ОХ) = (ХА) (Х-А,)/ СХА) 151, , n &% 


~ m СХ) 
f(X) 一 2; m ODA’ 
则 
fA) Д; 
rem -| а | 
FfOn) А, 
所 以 М =N! = f(N) ә WN =f. 


方法 2 首先 证 明 :.4 与 “< 所 有 和 W 可 交换 的 变换 ”可 交换 , 即 WE $ (@С4)), B H E 
理 7.20 知 WW 是 W 的 多 项 式 . 

事实 上 , 设 线性 变换 多 与 WW 可 交换 , 即 有 NB = ZN MA VEERE, KEV Р 
在 标准 正 交 基 ,使 的 方 阵 表示 为 


А\ Іл 
"| . 
А.І, 


E 2 KAERRA В, NB= BN 得 
АВ, 一 A B; ,因为 1 = J 时 ,А, = À; + Pr U B; = 0, 


, 其 中 Àl + °° ° ‚А, 互 异 . 


AA 
А\В,, 


àz В 
МВ 2 [522 


I 
өз, 
< 


ÀB s 
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由 此 得 


BA N = 2л. 
36. 5 2n 阶 复方 阵 
О I, А В 
1=| ol м= | р] 
试 求 A,B,C,D 所 应 满足 的 条 件 以 使 M* JM= J. 
R 首先 在 M JM=J 的 两 边 取 行 列 式 , 知 有 (det М)? 二 1, 所 以 I1M| 二 土 1. 又 由 
[Ar с || O I, É B) Асо АТр— СТВ 


BT р!|-1, O Brc 一 DrA BrD 一 DrB 


мом = | 
C D 


知 有 
—CTA+ATC=0 Ф + АТС = СТА 
—CTB+ATD= 1, © 
— ПТА + ВС =— 1, © 
—D'B+B'D=0 Ф@ + В'р = р'В 
故 ATC 为 对 称 阵 , BTD 也 是 对 称 阵 . 且 亦 知 @ 与 加 实 为 同一 条 件 ( 因 为 @ 转 置 即 为 @). 
H EA M яй (ае M= +1), FE: 
(1) ЖА аЙ, 9 det M= | A| I D—CA `'BI. m А пв, 5 0195: САА! B+ 
Ат р=1„,4&@К A48,—ATCA В+АТр=1І, Ц АТ(р- СА! В) =1, ХА? | = 
1A| ,在 上 式 两 边 取 行列 式 有 
det(AT)det(D— CA В) = 1, — detM = 1. 
(2) # В пуй, det M= (—1)"|B| |C— DB A|. X H 


ср] A L] lC PBA D. 
C DI ВА I, J 1С—РрВА D 


两 边 取 行列 式 立 得 . 广 当 如 可 逆 时 ,由 轧 式 得 一 D BB ''A+B'C= —I,—>—B' DB '!A+ 
B'C=— I, kA 
B'(DB''A—C)= І, + | В? || DB 1!A—C |= 1, 
所 以 detM = (— 1)” | B || C— РВА |=| В || DB!'A—C|=1 
НРМ, A,B ФАЯ n 3, CS И M 的 行 秩 小 于 2 即行 非 满 秩 的 ) 于 是 知 
detM=1. ж ЕЯ A,B,C,D 满足 的 条 件 为 ,加 ,加 及 det М=1. 一 个 特殊 的 情况 是 车 
А=р=0, нож 
-CB = 1, > В! =- СТ, 
£ В=1,, W С= — І,, M= J. 
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10.4 补充 题 与 解答 


0 1 一 2 
1. 设 A= f 0 一 1 | , 试 求 一 个 本 阵 忆 ,使 得 UT AU 为 上 三 角 阵 . 
1 一 1 0 


Ж 方法 1 首先 求 A 的 特征 多 项 式 , 因 为 PAQ) = |А A|=A2 1, ДА, =1 为 
A 的 实 特征 值 . 对 a =1, 解 得 模 为 1 的 特征 向 量 z, =z LLO ,将 其 扩充 为 с® 的 标 


准 正 交 基 , 取 
T 一 ta, —1,0)!, Tı 一 (0,0,1)! 


V2 
A U, -一 (x ‚Дә ‚723) , ДІ] U, ДЕР. HA 


3 
1 ~- 一. 
0 万 | 
Л АП, — —1 _ 1 — š ° 
ЫЯ 
0 42 0 
Др а= (0—5), A; 为 右 下 角 二 阶 方 阵 .对 А; 解 得 属于 特征 值 4 一 一 二 的 特征 向 


量 У = -二 ,将 其 扩充 为 C? 的 标准 正 交 基 ， 
_ 1 1 — i43 
V3 _ | 6 
У 1 十 iV 了 3 Vz 1 9 
/6 V3 
S U,= (у, уг), Й О, 是 西 阵 , 且 有 
2 
Ui АО, = v6 , 
0 一 1 一 1iwV3 
2 
今 
1 _l 1-6 
V2 V6 2/3 
l 0 1 1 一 1 十 iV3 
soi ei 
0 U, /2 V6 2/3 
о 1З 1 
/6 V3 
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则 得 


1 М3 — 31 _ 3 
2 /6 
UAU = |0 一 1 十 iV3 _ 31 . (U` = 107), 
2 /6 
0 0 二 1 一 ivV3 
2 
方法 2 H Р, (А) =А4°  —1=0 得 
A, = 1, ы = РЫЗ, „ = 121043, 


对 XA, 分别 解 (AIT 一 A)z=0, 得 各 相应 的 特征 向 量 : 取 z, = (1,1,0); х = 
1 十 е _ 
(255311) а (1543 1,1) ‚4 P= (xi , Z° ,2Z3)， 则 有 


PAP = diag|1 一 1 十 iV3 一 1 一 iV3 
э 2 H 2 ° 
又 由 定理 10.6 的 系 4 知 :对 复方 阵 P 8 LU，, 工 分解 , 即 
Р = ОТ, 
Жр P nf 3⁄2 ,U 为 酉 阵 ,T 为 对 角 线 元 素 为 正 数 的 上 三 角 阵 . 
所 以 (UT) 1A(UT) = D, > ОАО = ТОТ". 
因为 上 三 角 阵 的 逆 为 上 三 角 阵 ,上 三 角 阵 之 积 为 上 三 角 阵 . 故 ТРТ 为 上 三 角 阵 . НИО 


Ў ЕЕ M 故 U` -一 U! | 
此 方法 要 对 P 的 列 进行 Schmidt 正 交 化 , 故 计算 量 较 大 . 书写 如 下 : 


= 1 a 9 = =l 
ё\ 5 wh xı s MI} e, FILA 


和 та = (二 二 一) , 
=Š уо = 
2 |= > PU е; га, [Ё? 
Вз = zs — (T3 ,ер)е — (T3 е, )е; = z, 一 aš, н 
-- i =i 
V3 V3 2AB)” 
| В |==1, 所 以 es = h 


反 解 之 ,得 
Tı =| ñ, | е; = V2ei， 


x: =| @ | e + (rs ,el)e =. ‘te 


"un V3 十 i 
+ | 
25 f °* 


223 = | [Зз | ёз + (x; ‚еу )e, + (z, ‚ё›)е» = е, + 


即 有 
。388 。 


242 
(=>, „12 , T; ) 一 (е; ех ,ез) 3 V3 十 i = UT, 
0) 一 х 
N 2 2.2 
1 


0 0 
而 
1 =1+1у3 і 
V2 24/6 V3 
1 1—13 i 
U = ( $ 9 ) 一 一 — 9 
Өе | 2⁄4 B5 
2 3i 
V6 2 V3 


1918 UT AU 为 上 三 角 阵 . 
2. Ё А,В 是 正定 Hermite Ë ,# AB 是 Hermite 阵 , 证明 АВ 正定 . 
证 方法 1] BE% AB 是 Hermite Ё, 
AB = (AB)™ = B'A" = ВА, 
即 A, 刀 乘法 可 交换 .由 定理 10.10 知 , 3 FEE U ,使 
UTAU = йїаар{А1,›°°›,А„),› 
О" BU = фав{ ш, syn} > 
则 有 
О АВО =U" AUU" BU 
= діар (Аш ，…y Ann)， 
因为 A >0,1=1, n. 所 以 AB E. 
方法 2 因为 A,B 正 定 , 所 以 3 可 道 阵 P,Q #iA=PTP,B=QTQ, Д 
АВ = РТРОТО = PTPQTQBPT (PT), 
KA АВ 5 РОТОРТ 相似 ， 
而 РОТОРТ = (ОРТ)ТОР" 是 正定 Hermite 阵 , 故 其 特征 值 全 为 正 ,于 是 由 相似 的 矩阵 有 
相同 的 特征 值得 知 ;AB 的 特征 值 丝 为 正 . 又 已 知 AB 为 Hermite 阵 , 所 以 AB EE. 
方法 3 设 A,B 分 别 为 U,(C) 中 的 线性 变换 %, 妥 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 , 则 <, 2, 
AB 均 为 Hermite 变换 ,由 
ИЭ = (AB) = 2" A = BY, 
知 ,2 乘法 可 交换 . 故 必 存 在 U,(C) 的 标准 正 交 基 ооо, 使 得 
Yn = Айн, тр = umo = 1," зп. 


于 是 ,对 任 аЄ V, а = Хх, 


(оо ,a) = (зау, Улу) 一 бэ Узал) 
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= Y= > ZA Орт) = > zz À ni > 0. 

(这 里 用 到 因 27,2 ЕЕ, ВТЕ A; HAEHAA SZ 为 正定 Hermite 变换 , 故 АВ 是 正定 
Hermite 阵 . 

线性 变换 族 ( 群 表示 ) 与 特征 

以 下 第 3 一 17 题 ,介绍 线性 变换 族 , 即 群 表示 与 特征 理论 . 

3. W G 是 群 ,其 元 素 均 (可 视 ) 为 复数 域 上 线性 空间 V 的 自 同 构 ( 即 可 逆 线 性 变换 )， 
H 

(0201) (а) = с (оа) (对 任意 oo € G, a€ V). 

(例如 设 有 G 到 VV BJ B ЇР) Ж GL (V) BJ BR BT o: G—GL(V) Н. poloo) =o(o:)o( o), lI 
соЄ Сижу ВА 919: a(a) = o(c)(a)). ШЕ, Ж V ( BJ H АНЕ G 的 一 个 线性 表 
示 (〈 如 《高 等 代数 学 》 中 6.4 1). G 中 元 素 的 公共 不 变 子 空间 称 为 G 的 不 变 子 空间 . 现 设 G 
为 g 元 有 限 群 ,V 的 维 数 为 n,W FE G 的 不 变 子 空间 , 则 W 有 一 ( 直 和 ) 补 子 空间 W° tB, > 
G 的 不 变 子 空间 . 

证 WEW 的 ( 直 和 ) 补 子 空间 ,x 是 V 到 W 的 正则 投影 ( 即 rla 十) 一 a sa E 
W ,as EW). S 


M УСУ, а СИ, б сасу, 
лу а = с а, оло оа = а, ха = а. 


所 以 x 是 V 3] W 的 投影 , 记 W = кегл’, ШАБА У= УФУ". 而 且 更 有 
px = пр (对 任意 p € G), 


这 是 由 于 
о _ 1 _1 — 
om o =— У ооло р! = LS (ро)я(ро) 
& сє G 8 oE G 
= 1 Sono = л, 
£ JEG 


其 中 第 3 个 等 号 是 令 oo —c , 当 o 遍历 G 时 可 知 o 也 遍历 G. 
аси ,poEG, 则 x a 二 0, 故 x a= om a= 0, BNA oa EW", 这 说 明 W° E: G 中 任 一 


变换 p 的 不 变 子 空间 . 
4. 设 V,G,W 如 补充 题 3, 且 V 是 西 空间 有 内 积 h( 即 h 是 正定 Hermite 型 ). 
D < 


hla, D) = УА (са ,0 3), 
ЄС 

ДАС НОТА (Вр А Coa, p) =А (а, В) o € С). 

(2) E А(а, 8) = (a, B> Н V 对 此 内 积 为 本 空间 .证明 W 对 此 内 积 的 正 交 补 WE G 
的 不 变 子 空间 (从 而 给 出 补充 题 3 的 另 一 证 明 ). 

(3) FEV 的 基 , 使 G 中 变换 的 方 阵 表 示 均 为 西方 阵 . 

证 (1) А(ра,оВ) = 2 h (ара арй) = > h (с'а ,с' 8) 二 h(a,B) ,其 中 o = оо,о ў 

ЄС s € G 
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H GM HG. 

(2) 取 W 的 标准 正 交 基 ету ts Era’ 扩展 为 V Н) ® ЖЕ ТЕ Ж Ж els …， er е. M 
e+ er 张 成 的 子 空间 W E: W 的 正 交 补 ,V 二 WOOW- ,显然 对 于 poEG 有 

(ое De, = er e, = 0, 

Вр oe,_L oe) › ЇЕ 9 ое, 1 ре; (1 ir), {Н Д& ре, pe, W W, A oe, | М, ВВ pe, Є 
М. [R] BB ое Є (r< j<<n) , kk WA G 的 不 变 子 空间 . 

(3) 任 取 对 (2) 中 内 积 ) 的 标准 正 交 基 , 设 okc 的 方 阵 表示 为 人 A,a,BEV 的 坐标 列 
K х,у, ШЕРНЕ С РАЛЕ, й 

(ра,оВ) = Ga p В} х А Ау = ту 

МЕЖ х,уЄС?” у, Ж АА=1.Щ A 为 西方 阵 . 

S. W V En ERRES H,G Æ V 上 有 限 个 线性 变换 构成 的 群 如 补充 题 3. ДУ 可 
分 解 为 直 和 和: 

V = W, Ф W, Ф --- Ф W. , 

其 中 W, 为 G 的 不 可 约 不 变 子 空间 ( 即 W, 是 G 的 不 变 子 空间 , 且 不 包含 G 的 其 他 真 不 变 
25 j|(Z0,W,))(1<;<s). 

证 # V XG 是 不 可 约 的 ( 即 不 含 真 不 变 子 空间 ) , JJ V— V 即 为 所 求 分 解 . 若 V 可 
约 , 则 由 补充 题 3 АУ УФУ”, ЖР W 和 W' 为 G 的 不 变 子 空间 .对 V 的 维 数 dim(V) 
进行 归纳 法 . НАН АЕ У =, OOW, W = W. ., GD... DW... Ж W, 为 G 的 不 可 
约 不 变 子 空间 . 由 此 即 得 所 需 的 分 解 V==WODW =W О: ФУ.. 

6. 让 Vi 和 Vi 为 有 限 维 复线 性 空间 ,有 限 群 G 中 的 元 素 同时 是 V 和 Vs 的 线性 变 
换 而 且 群 运算 与 变换 的 复合 一 致 ( 当 cEG 视 为 V; 的 线性 变换 时 常 记 为 o;(i==1,2)). 车 
有 线性 空间 同 构 т: У, — V, 使 ro =or( 对 任意 a € G), ШУ, 5 V: 对 G 同 构 . 现 设 
e:Vi >V УЕ Я Н фо, = о рО Ж a € G) , B. V, ЖУ, 对 G 均 是 不 可 约 的 , 则 : 

(1) Ф V, EJ V, 对 G 不同 构 , 则 =Q. 

(2) ЖУ, =V,,ə =o (G€ С), ç HARE H. 

证 (1) e=0 HERA. ж oç2Z0,W, = kero, ША] a € W, 有 gora = oz ga = 0, H ora € 
Wi, 即 和 Wi 是 G 的 不 变 子 空间 .因为 Vi XJ G Жи, W, =V, sk 0. W, = V, I 
9 一 0, 不 可 能 .类 似 地 可 得 ФОУ) = У,. 这 说 明 g 是 Vi 与 Vi 对 G 的 同 构 ,与 所 设 了 矛盾 . 

(2) Аф 的 特征 根 , 记 wp =p, Д] keg #018 ЕБЕ), Н оф 二 oi, 由 (1) 
可 知 这 只 能 是 p ==0, 即 o=. 

7， 放 如 补充 题 6, 记 g 为 G 的 元 素 个 数 , 设 У.У, У, 为 线性 映射 , 记 

r = Бун! Yo 
(1) ЖУ, 与 V 对 CG 不 同 构 , 则 要 一 0. 
(2) # V, =V, о =o (4 o € С), Ф = tr( g) /n ЕСН п = dim(V, ) ,tr( P) 


为 УВЕ). 
证 (1) h FRH oY =Po (对 任意 C С). 


i дро 1 1 — _ 
ог М д =— > zor Фоо = L (ро) Foo), 
8 рЄ G 5 e€ С 
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一 二 yo 人 оу = W° 
£ JEG 
(其 中 o Spo). 由 补充 题 6. (1) 即 知 \ —0. 
(2) 由 补充 题 6. (2) 知 o=, 为 其 特征 值 . 由 
tr( °) = Уут Ҹоу) = 1С), 


e€ G 
K (А) =пА, W A= tr( W) /n. 
8. НЕ, X EG, iE + (Вр: (ЕУ, 的 变换 ) 的 方 阵 表 示 为 Ti = (a; (1)) ,is 的 方 
ВЕ T, = (b; (1)). 则 在 情形 (1 有 
> b (la, (0) = 0 (对 任意 i,k,m,j). 


ЕС 
在 情形 (2 有 
a ; = ;,k = m. 
0, FHI. 
证 D 记 上 题 中 更 和 更 的 矩阵 表示 为 (zy ) 和 (zy ). 则 更 的 定义 说 明 
Tj = 1 > ba (t ) Lima m (t) 
. Ë ,€ G,k,m 


右 方 为 zm 的 齐 次 线性 型 ,对 任意 的 zm 值 为 0, 说 明 其 系数 均 为 0, 即 得 所 欲 证 . 
(2) 此 时 y = À = tr(W)/n, W Ж» 一 А i; sÀ = > Dz a 的 定义 式 化 为 


Z Dba an (D = 9,8, 一 一 


t€ G 


— Doba O) лањ (а) 一 一 x°; 一 一 ~ Уд, А 
kem 


tkm 


考虑 等 式 两 边 zm 的 系数 即 得 所 欲 证 . 
9. 设 V 是 有 限 维 复线 性 空间 ,有 限 群 G 中 元 素 可 看 作 V 的 可 着 线性 变换 ( 即 如 补充 
四 3). 对 cE€G 定 义 xX(o) 二 tr(o) 为 o 的 方 阵 表 示 的 迹 ( 也 等 于 o 特征 根 的 和 ), 则 xy 是 G 到 
C 的 一 个 函数 , 称 为 G( 对 于 VV) 的 一 个 特征 .对 G 上 的 任意 复 值 函 数 o, 亚 定义 内 积 ( 正 定 
Hermite 型 ) : 
(фә) = Уур)" ЧОО, 


€ G 


其 中 c* =c 为 c 9398, g= # G 为 G 的 元 素 个 数 . 

D # V XFG Жа), у, у) =1. 

(2) # G 中 元 可 同时 看 作 线性 空间 У, 和 V, 的 线性 变换 ( 即 如 补充 题 6 E), H V, 
МУ 对 C 不 同 构 也 不 可 约 , 记 X 和 和 为 G 对 Vi A V: 的 特征 , 则 (zy 一 0. 

Ш (1) 记 :EC 的 方 阵 表 示 为 工 一 (az GO). уб) = У\а, (0. НЕСЕ 个 元 
素 的 群 , 故 基 一 1,X(O0 = x(#) = yx(1) 一 1. 故 ХЧ) 为 有 次 单位 根 ,XY( = ya). 


1 _ 1 _ 
шй = ОД = ЭҢ Хаа D) (5а) 
—-1 2, Doas ay G) 


Е: 
- 392 . 


而 由 上 题 情形 (2) 知 
1 ула, (riya; (D == _8, ә 


ЄС 
WK (y, y> = (Dias )/п = n/n = 1. 
(2) 按 (1) 中 同样 方法 ,利用 上 题 第 一 情形 即 得 
10. КУЯС 如 上 题 (或 补充 题 3),G 的 相应 特征 为 x. 设 V 分 解 为 G 的 不 变 不 可 约 
子 空间 的 直 和 (如 补充 题 5): 
V = W, OAW: B VW.. 
# W 是 G 的 任 一 不 变 不 可 约 子 空间 ,相应 的 G 的 特征 为 更 , 则 与 W 对 G 同 构 的 W, 的 个 


Жору,» 一 Уур)" PO. 
8 z€ G 


证 im y УСУ, ЙУ ЕСШЕ € G 视 为 W, ЕЛЕ ЛУ РЕЖ ЫТ, WJ y, C) = 
tr( T, ). 于 是 


` 


X= X T x: Т? Еу, 

у) (y, r) T T (y, 0). BERA’ У) =1 8 0(34 W, 55 W XJ G 同 构 或 
否 ), 即 得 所 欲 证 . 

11. KARE G 可 看 作 复 线性 空间 V, У, 的 线性 变换 ( 子 ) 群 (如 补充 题 6) ,x 和 
Xz 是 С 的 相应 的 特征 , 则 当 且 仅 当 x 一 x; 时 ,Vi 35 V, 对 于 G 同 构 . 

证 = Vi 与 V, 对 于 С 同 构 , 则 有 线性 空间 同 构 r: V, — V, 使 TOI 一 or( 对 任意 
c€ G). ЖЕУ, ЖУ, 的 基 之 后 , 设 r 和 ci;( 即 cc 作为 Vi; 的 变换 ) 的 方 阵 表 示 为 工 和 A,, 则 
H то =o; r Я ТА, = А, Т, А, = Т +AT, i yi Co) =tr(A)=tr(A:) =y, (o), BPA 
Xi ` Xz 

反之 ,车 x = x ЖН EET AE V, 和 VV, 的 直 和 分 解 中 ,与 给 定 不 可 约 空间 W 对 G 
同 构 的 子 空间 个 数 相同 , 故 可 作 这 样 的 分 解 : V. =W,- DW, , V; =W,@-:: DW; , E. W, 
5 W š G IB] (1<;<çs) , Bj qI V, 5 V, 对 G 同 构 . 

12. bt G Æ V 的 一 些 线性 变换 构成 的 群 ( 如 补充 题 3 或 9),y 是 相应 的 G 的 特征 , 则 
《Xx,X) 为 正 整 数 , 且 (x,x) 二 1 当 且 仅 当 V 对 G 不 可 约 . 

证 按 第 10 题 将 V 分 解 且 不 妨 设 对 G 同 构 的 W, 相等 (这 样 的 诸 W,; 决定 相同 的 G 
的 特征 ) , 故 在 对 G 同 构 意义 下 可 设 

| V = mW, © > mW,» 
其 中 Wise W, 对 G 互 不 同 构 , 决 定 不 同 的 С 的 特征 yooyo В т, 为 正 整 数 .于 是 知 
| X = my + °° + my, | 
由 y, 的 正 交 性 和 规范 性 (第 9 题 ), 即 知 
СХ) = т 十 … т 

为 正 整 数 , 而 (4x,x)? 王 1 当 且 仅 当 产 王 1, 一 1. 

13. 设 C 为 有 限 群 ,对 G 的 每 一 个 元 素 上 设 定 一 个 不 定 元 X,( 有 时 记 X, 318 t) , WJ IJ 
{XX,1t€E G} 为 基 生 成 复线 性 空间 V. 每 个 cEG 自然 是 Y 的 线性 变换 ;ol(X,) 二 Xs.V 称 为 
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G 的 正则 空间 (表示 ) ,相应 的 G 的 特征 r RA G 的 正则 特征 . 

(1) r(1)= g (G 的 元 素 个 数 , 即 V 的 维 数 )， 

re(t)=0, 当 152], 

(2) G 的 任 一 m 维 不 可 约 ( 不 变 ) 空 间 W УУ m ВРС 的 正则 空间 V( 即 W 与 m 个 
W, XJ G 同 构 ,在 第 10 题 分 解 中 ). 

(3) Ж V—m, W, O- Әт, W, 为 正则 空间 V 的 分 解 ( 如 上 题 证 明 ), 其 中 m =W, 的 
M = апу, , Mij | 

mi + + ті g, 
| m y O +++ ту, (0) = 0 ( 当 1 关 1 € С), 

Жир у, EG 对 W, ШО ШЕ Суб) = tT), T, Æt 作为 W, 变换 的 方 阵 ). 

Ш. (1) 夺 1 关 :EG, 则 ts 关 sC5EG), 故 t( 作 为 VY 上 线性 变 撞 ) 的 方 阵 工 的 对 角 线 
л 0 0, É re =tr(T)=0.T r t=1, W T= I,tr( T) = g. 

(2) 由 第 10 题 知 W, ТУ 的 重 数 为 


《rcyX;》 = PA = ву, O) = у,(1) = mi. 


(3) re =miy, (0) + --- tmy, 0), т=1 Ji] y,(1)=dimW,=m, 即 得 上 一 式 . 而 当 
1521 时 r; G) =0, И F — 5. 

14. 有 限 群 G 上 的 函数 f ЖЛ (ЖЕ) ЖД ЛЕН 了 满足 (ог) = flo)( 对 任意 o，,1 
EG).G 上 类 函数 全 体 记 为 < ,是 一 个 复线 性 空间 . G 的 特征 全 体 x,,… y, (如 第 12 题 证 
明 中 ,不 计 对 G 的 同 构 ) 是 < 的 标准 正 交 基 ( 内 积 如 第 9 题 定 义 ). 

证 由 第 9 题 知 Xx,，,… ,x 相互 正 交 ,只 需 再 证 它们 生成 <. EER РС, У С 
的 正则 空间 如 第 13 ЖД, у 为 相应 特征 . 令 


p= Sft 


tE G 


为 VY 上 线性 变换 ,以 got 记 g,t AW HRA, 5 W, 的 线性 变换 ,W, 是 定义 特征 x, 的 G 
的 不 可 约 不 变 空间 , 维 数 为 m. FEX EGA 


со = Of oto = X fO to), 
z€ G 


z€ G 
= ofa = fu) = ф 
€G €G 
A go 二 og,. 由 补充 第 6 题 知 p=; 为 数 乘 . 
їг(ф) = mà trig) = Of Dt) = DIOLA, 
z€ G t 


W À, 一 ЗОО, — (g/mi) f” . y 2. WMZ f” 与 所 有 Xi эЛ, 正 交 , 则 Фф; 一 À; = 
0(1<: =< h), W H УШ ЭЛ go = 0. 设 {X,} 为 V 的 基 , 则 
0 = Ф(Х,) = OFX = > f(0X,. 
ЄС | 


MX SOS ЄС), Вр f=0. 这 也 说 明 若 f 与 所 有 xX* ASKER, W f=0. 即 得 所 
ЖЕ. 
15. 有 限 群 G 的 不 同 的 不 可 约 特 征 个 数 h 等 于 G É) A Ж , ЕР G 不 可 约 的 
e 394 ， 


不 变 空 间 个 数 ( 不 计 G 同 构 意 义 下 ) (对 СС, ТР fE o € С s= sta WEK 5, 28398 i 
+ X: # С 分 类 ,类 的 个 数 称 为 G 的 共 固 类 数 ). 特别 可 知 , 阿 贝尔 群 G 的 特征 个 数 为 
g = # G. 

证 设 G 的 共 固 类 为 Ci >, *** Ci s ДЕРЕ Ж f € %, 在 每 个 С; 中 元 素 取 同一 值 4;. Ж. 
之 ,任意 指定 在 C, PORKE A OSK) ,Ш п] 48 91] — 19 р 9. Pt MI2K рА 25 [Н] <ç 的 
维 数 为 &. 男 一 方面 ,由 上 题 知 Cs BJ2E3 9 RETNI h А А = А. 

16. (典型 分 解 ) 设 g 元 有 限 群 G 的 全 部 不 同 的 不 可 约 特征 为 x,，… ,x ,次数 分 别 
为 mi 9"""， ma (BH X; 是 以 G 作 变 换 群 的 不 可 约 不 变 空 间 W; 的 特征 ‚m; =dimW; ,А 为 G 的 
р, ИЖ 9,15 题 ). 设 V 为 任 一 复线 性 空间 ,以 G 中 元 素 为 线性 变换 , 令 

л, = DXAD t, V, = mV, ISi А). 


HII у =V, ФУ, © OV, 
这 称 为 V 的 典型 分 解 ,V, 为 G 的 不 变 子 空间 ,x A V Aj V WERE IE V, 的 限制 
为 6;), 且 每 一 个 V; ФЕ С 的 不 可 约 不 变 子 空间 均 G- 同 构 , 而 不 同 的 V; У; 的 任意 
G 的 不 可 约 不 变 子 空间 均 非 C- 同 构 ， 

证 EB V 分 解 为 G- 不 可 约 不 变 子 空间 的 直 和 如 第 5 题 ， 

у= 1 Ð Ө0О,, 

将 G- 同 构 于 W, 的 所 有 U; 加 起 来 记 为 У,;,(1<т<А). 则 得 V=V O V. 由 第 14 题 的 
ШЕННЕ] ЯА] л; (相当 于 14 АЙН) оно; ШАЯ W, 后 为 数 乘 A, = (Y Xi = 05 ,这 里 W, 是 
т. ZË G -不 可 约 不 变 空 间 ,决定 的 特征 为 x,. 这 也 说 明 л, 限制 到 Vj;( 它 的 G- 不 变 不 可 约 
子 空间 均 G- 同 构 于 W,, 故 均 决 定 特征 Xx,) 为 1, 而 z; 限制 到 Vi;(i 关 站 为 0. 即 知 x; Æ V 到 
V; ЈЕ ,У, =л, У. 

17. 设 G 为 有 限 群 ,W 是 任意 C- 不 可 约 复 线性 空间 ( 即 G 的 元 素 均 可 视 为 W 的 线性 
变换 且 W 无 非 平 凡 的 G 中 元 聚 的 公共 不 变 子 空间 ). Æ G 为 阿 贝 尔 群 则 W 的 维 数 必 为 
1, 肥 之 亦 然 ( 即 否 G 不 是 阿 贝 尔 群 , 则 必 存 在 维 数 宇 2 的 W). 

证 НАЛА 15 知 ,G 的 不 可 约 特 征 {x,}( 对 应 于 G -不 可 约 的 互 不 同 构 空 间 {W.}) 
的 个 数 及 为 G 的 共 罗 类 数 .而 据 补充 题 13 知 mi tee T> = g (m, = dimW,,g= # G). й 
G HWN RESER hA =g, ALAF mSS, =]. 

18. и УЕ n 维 西 空间 VV 上 的 规范 变换 ,WCV, 且 W 是 < BJ RETZE, WE W 
ТЕУ 中 的 正 交 补 , 求 证 :x 在 Wi 上 的 限制 Aw 是 规范 变换 ， 

证 ÆW 中 取 标 准 正 交 基 a&1,…,a,, 并 扩充 为 V 的 标准 正 交 基 

ay. a Вз" 8,» 
故 有 
W+ = Lms) V=WOW-. 
X 2 W 是 s BJA Ef 2 [Н], ALEE ar ，…,a,,B+1，…,B, 下 的 方 阵 表 示 为 
м ГА, | 
LO AJ 
则 由 ЕТЕЛ, M 是 规范 方 阵 . 故 有 


тиме [a ol CU SE 2) 


С" АЛО A, О A JLC? Aš 
АТА, АІС ú А.АІ+ССТ СА; 
ü A | AC" дл) x 
故 有 ATA, = AA; + СС" (1) 
| СТС+АЇА, = AA? (2) 
(2) 式 两 边 取 迹 ( 即 对 角 线 元 素 之 和 ) 得 
trCCTO) + trCATA,) = tr( AAT), (3) 


这 是 由 于 两 个 方 阵 相等 ,它们 的 对 角 线 元 京 之 和 当然 相等 ,以 及 对 任 两 n 阶 方 阵 A,B, 有 
tr(A+B)=trA+trB. 
i C= (G, stt, Cn-r) ,C'C= (d; ) , 则 di = СІС, , 故 


л ri п 


СТС = yd = VCG = У\ 1С, 1° 20, 


i=] i=l : i=] 


等 号 仅 当 C:=0 0S1, snr) RA. 
又 tr(AzA;.) = тА,А (利用 对 任 n ПУЕ A,B, 6 tr(AB)=tr(BA). 其 证 明 如 下 : 设 
A=(a;), B=(b;), AB=(h;), BA= (Bh; ) , IJ 


n n п п 


trAB — УА, — У) ( Јак) = `> ары, 
i=] 1 


=] k=1 =] £= 


n ri 


tr BÀ — Nhu 一 一 У! > bas — У? айы» 
k=1 k=1 i=] i=] k=1 
于 是 得 trAB=trBA. )W H (3) l; 
СС = 0— C, = 0, :=1,2,++,п— r, 
故 知 C=0, 再 代 回 (2) 中 即 得 
А; А; 一 A, Az ， 


M= Е А) 


故 A; 就 是 | wL 在 基 B+i ‚ *** ‚3 上 的 方 阵 表 示 , 因 A; 为 规范 阵 , Bri , *** > B, 为 标准 正 交 
Ж, эу. 为 规范 变换 ( 见 定义 10. 8). 


即 А, 为 规范 阵 , 而 此 时 有 
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11.1 定义 与 定理 


定义 11.1 BV’, V VEW ERF БРЕ H. їр 


TTv -一 у, > == x V, 
i=] 


为 (mm 四) 人 全体, 其 中 л € V, , >14 V, =. =V, =V В, 
үх X V = у", 
映射 


f: Пу, ~ ж, 
i=l 


称 为 多 线性 映射 或 多 线性 型 ,是 指 对 任 GSL, nM € FA 
大 (十 了 一 十) 
Рб у" ,с0 з w) =ef vr, уо). 

全 体 这 种 多 线性 映射 记 为 L(V i, V, W). 

定义 11.2 设 工 是 下 上 线性 空间 , 且 

т: V, X - X V, ж T 
是 多 线性 上 映射. ЖА] F E T£ W BJ ТЕ [Н] W 和 任意 的 多 线性 映射 
f: ViX* XV, ә W, 

均 存 在 唯一 线性 映射 f. TW 使 得 复合 映射 f ,。r 二 了, 则 称 (T,z) 具 有 万 有 性 或 泛 性 . 

ДУ X…XV 中 元 聚集 为 基 ( 自 由 ) 生 成 的 上 的 线性 空间 记 为 M. 设 N 为 M + 
空间 ,由 定义 11. 2 前 两 式 左右 两 边 之 差 那样 的 元 素 全 体 生 成 。 

定理 11.1 (1) 记 商 空间 M/N= T ,& N 自然 映射 为 r:V х ХУ, Т, СТ, г) 
RJA H. 

(2) 有 具 万 有 性 的 (TT,7z) 在 同 构 意 义 下 是 唯一 存在 的 ,也 就 是 说 , 设 (T,rt) 具 万 有 性 , 那 
么 (T,r ) 具 万 有 性 当日 仅 当 有 线性 空间 的 同 构 

TST 使 т = рт. 
系 1 设 如 定义 11.2 或 定理 11.1, 则 有 线性 空间 的 同 构 
r ГТМ) СУ, ,VV, ; W), 
f. = f. от. 

定义 11.3 #(T, ORRE.. OA Vi, V, 的 一 个 张 量 积 (空间 ). 张 量 

积 ( 空 间 ) 在 同 构 意义 下 唯一 , 记 为 ViR e COV,. 记 rlu stu) 5 хл 05)... 09) о, , УТЫ 8 
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votu WIKER. 
定理 11.2 i dimV;:=d:;, M dim V E COV = а а d,. XA €n ,6 ЖЕ V, 的 基 ， 
则 
ej O е5 Ил а4, 1=< i= r) 
E VO EOV, 的 基 . 
定义 11.4 i%A=(a,)€ Mpx, (F), B= (b, )€ Mpy (Е), Ш тт X nn 矩阵 
а1В + - 


(a B) = 


aB … amB 
称 为 A Ej B BJ Kronecker 积 ( 可 以 证 明 这 也 是 在 定义 11.3 下 A 与 妃 的 张 量 积 )， 
定理 11.3 对 任意 线性 空间 Vi VV ,有 以 下 线性 空间 的 自然 同 构 : 
(1) (У, СУ, COV SZV OV У) у, ӘУ, ӘУ, , 
(2) (У, ФУ, ) У, 2 (У, ӘУ, )Ф(У, У, ), 
分 别 由 以 下 对 应 给 出 (对 任意 o EV,);: 
(1) (0С) Gu =u С) (0,09) ) һә CO u, Ф), 
(2) (Ф tu) Соз (о Ru) + Со» Әә ). 
定义 11.5 对 任 两 个 张 量 积 空间 У, СУ, ЯП У, QO: 0У, rR £ BJ SÉ E: 
上 一 vO бу), м = va O Ф) од, 
PR u= о, 09): Со, Со, 09". о, 00КЕ (1 A А, Е VG: OV, RO AOV a, 
Ж. 
518111 Ф JE V, ЈУ, ЖЕШС =1,2).,Ш V, У, #J У, СУ, В WE — BJ 
线性 映射 (gi ,ws ) 满 足 
Тф sg) (o © v) = фб) © фб) OTME v: C У,). 
ЕЙ 11.4 记 Y 的 线性 变换 全 体 为 End(V). i& V, , V, 为 有 限 维 线性 空间 , 则 有 线 
性 空间 的 自然 同 构 
End(V, CEnd(V, )2=Епа(У, ФУ, ), 
pp Tlp p). 
系 1 把 定理 11.4 中 的 同 构 视 为 等 同 , 则 
(фі © Ф) (dh O p) = (фф) O (фф). 
对 任意 oo ,Of € End( V, )ÇƏEnd(V, ) = EndK V, ӘУ, ) 成 立 ， 
ХЕ 11.5 R Vi V: AARE EZ IJ. DI V i V 的 对 偶 空 间 , 则 有 线性 空间 的 
自然 同 构 
V; OV: (VOV,), 
ЛР > I fi fo). 
(把 网 构 视 为 等 同 , EA UAE A: Vr OV? = (У,бОУ,)*, 
fi @ f; = T(f.,, f.) , (f, O f) аъ) = f, (o) f. Cos). 
Ж ЧУ, ЖУ, 为 有 限 维 时 ,有 线性 空间 的 自然 同 构 
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ү; C9 Vv; =]. СУ, , V, ; F) 9 
ӨС; , f; ) (2, + 2; ) = (f, ©) fa) CO, С) Vz ) — со) fo: Co; )， 
定义 11.6 j V 55k F E n 维 线性 空间 ,V' 为 其 对 偶 空 间 , 则 形 如 
TPV = УО @ V Q V * 0 COV 
ВЕН Ср У, аж V" ),PK2 УН (р,д)®%5К ЯЯ G. E rR 3 CSK Pt рК 
5 (00777) Н q 次 共 变 ( 协 变 ) 张 量 .也 记 T£ (V) = Т (V). 
定理 11.6 设 (p,g) 型 张 量 1 对 基 {e;} 和 {e;} 的 分 量 表示 分 别 为 & 和 &, 即 
+ = Утре, Q) ... Ф) ег, б) fi CO «ee Co Р 
= Уе BB OT ӘР 
其 中 {( 户 ) 和 1{ 户 ) 分 别 为 {e:} Mle) АХЖ, е, = Djale; „fi 一 Dosf’ ‚ 则 对 不 同 基 
的 分 量 间 变换 法 则 为 | 


быта, == рам an bh bg. 
定义 11.7( 张 量 的 乘积 ) XF oMr, s) SU DU SK Bt 
п = о, © Q) u, б) ЛӘ А € ТОМ), 
ь = uO QQ и, @ аз @ 7° @ g, € Т;(У), 
定义 Mt 的 积 为 (pp 十 r,g 十 s) 型 张 量 . 
h Q ts == v 09) … 09) vp @) и, 09 QQ u, fi @ > © f а 09 © в. 

ЖУ 11.8 线性 空间 族 Ts (V)(p,g 二 0,1,2,…) 的 外 直 和 空间 记 为 T(V). 定义 
11.7 中 的 张 量 间 的 乘积 可 按 分 配 律 扩展 到 T(V) 中 , 故 T(V) 是 一 个 线性 空间 ,同时 又 是 
TA, EER F ERRAR, PA KER K. 

定义 11.9 张 量 空 间 T'(V) 中 含 平 方 因子 元 素 ， 

nOr, (RPA z, = x, HE 1 声 i 关 过 rr 成立) ,全体 生成 的 线性 子 空间 记 为 K. 
商 空间 记 为 个 (V)/K= 二 A"'(V), 称 为 V 的 rr EIR CRO W. R K 的 自然 映射 记 为 

о: ТОУ) ж A'(V), 
t —t—t+ К. 
而 且 记 оСо 09-09, = Л Ат, УНЕ о, е, о, € V 的 外 积 ( 或 交错 积 ). A" (V) 
中 元 素 称 为 r- 向 量 , 和 人 '(V" ) 中 元 素 称 为 r- 余 向 量 . 

引 理 11.2 对 任 奴 ,…,v,,v ;EV 及 cEF, 有 

(1) 多 线性 :对 任 ISS 成 立 

u А A (о-о) A se Л о о Де Au du AAVA A: 

2 A о ** A (cu) Aee AÁ u, = сбор A * A w). 

(2) ЗЕЕ: `4 u= u (1563), K o, Л + Ло, = 0. 

EX 11.10 КУШУ ЖЕ REZE, Н -VW 为 多 线性 映射 .车 当 w= 
о (ИЕ 1 委 z 天 7J 委 站 时 总 有 了 (wy,… ,wv,)= 二 0, 则 称 f 是 交错 的 . 
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定理 11.7( 外 积 的 万 有 性 ) 设 V 和 W ERF FE #& FE 2 і, ШЗ] {ЕЖЕН 221 
映射 f.Vr—W ,存在 着 唯一 的 线性 映射 f. A VSW E f'Co Л Ло) = РС, 
v,) 对 任意 ол, EV 成立. 特别 , 取 = Е, X f' к> f # H ZR FE 25 [B] BU А Ар: 

(AV) = AL(Vr; Р), 
其 中 AL(V”;W) 表 示 交 错 的 多 线性 映射 全 体 ( 由 V' 到 W). 


定义 11.11 A (让 二 狼人 "(VV) 称 为 V 的 外 代数 或 Grassmann 代数 . 
定理 11.8 设 V 是 F E n 维 线性 空间 . 
(1) dim A (V) =C C 1<r<Ç2)3& 0 (34 r>n);dim A (V) = 2". 
(2) A '(V)# Hl F BJ Ж 
e М Ле < < ¿ < + < ¿ < n) 
其 中 el ,…',e, E V BÆ, LISS. 
定理 11.9 RV 5V EB 下 上 互 为 对 偶 的 有 限 维 线性 空间 , 则 有 线性 空间 的 自然 
同 构 
фі ЛСМ" SN COV, 
Pfi A * А fw A + A о) = еіС, (о; )). 
其 中 ЄЎ, € V,1<:;,j<r. 
*1 对 有 限 维 线 性 空间 V 有 目 然 同 构 
А: A (V = AL (Vr; F), 
А(Л А A Об оо, = det(f,Co;)). 
*2 议 jJEAT 和 mmEAVY 的 坐标 表示 分 别 为 


则 
HPw= (f) = 2 fas wT, 
定义 11.12 张 量 空间 T' (V * )H F О 
ЖӘ ӨР) = >; Тоу, Әу, 


ы о, 


定义 的 线性 变换 A ЖЕ ЗЕЙ NF ОҢОР о о, 过 12…r 的 排列 ). 
定理 11.10 Q V ҖЕ 上 有 限 维 线性 空间 , 则 有 外 积 空间 与 交错 张 量 空间 的 自 
然 同 构 
тл: A'V')AT(V*)C TV'), 
fi Л A О AF RO EO ff). 
定理 11.10 i V 是 数 域 玉 上 有 限 维 线性 空间 , 则 有 如 下 线性 空间 的 自然 同 构 
л: VOOS ATOV) C T(V), 
ru Á Ло) = AuR Roa). 
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其 中 4T(V) 是 交错 张 量 全 体 ,% 为 T' (V) HREM, EXN 
Au @ + Bud = Dn о. 


5|## 11.3 (1) Ў 11.12 中 x% 的 象 均 为 交错 张 量 
(2) Ж ЄТ СУ" ) 为 交错 张 量 , 则 (у= (r! #. 
定理 11.11 对 交错 张 量 i EAT'(V) 和 tt, EAT'(V) ,定义 它们 的 外 积 为 


ti AÁ t = аа QO г), 


Д] АТУ) = АТУ)ФАТ! (У) :·-- ФАТ" (У 5 АЖ. ПАЖ ЛУ 5AT (У) 
为 等 同 , 则 此 处 定义 与 下 式 中 积 的 定义 一 致 ,外 代数 人 AY 与 AT(V) 完 全 相同 . 对 W = 
о A Nus У, = и, Л. Л u; ,其 外 积 定 义 为 ; 

W, AW, = о A * A o A a A "Ли CAVCAV. 


11.2 习题 与 解答 


1. 设 Y 为 域 下 上 线性 空间 ,证 明 如 下 映射 是 线性 空间 的 同 构 : 
0 V@FE—V", 
VGO (су, c.) rc U, C.O), 

证 Ж Ж Fr'= FD: F 是 nn 个 Ff 的 直 和 (线性 空间 的 外 直 和 ), 辣 样 这 里 Vr 也 是 
指 V 的 外 直 和 .由 于 VOOFSV( 在 映射 a ао 2 FT), Ш У®СЕ©--Ф©Е)=С/@ӨЕ) 
… 折 (VO 让 守 VB… 的 V. 也 可 以 直接 验证 9 是 线性 映射 ,是 双 射 ,从 而 是 同 构 , 详 证 
如 下 : 

(1) 0 是 线性 映射 :这 按 题 意 即 知 : 因为 V@P 的 元 素 均 是 形 如 >т GO (а.с) 的 


有 限 和 ,而 按 题 意 应 有 
8( Уо (сус) = > 0 @ 《cl 3Cn)), 


由 此 易 知 0 是 线性 映射 . 
(2) 0 是 单 射 : 咎 (co cz) 一 0, 按 外 直 和 定义 知 应 有 cu =0(1<:<п), Ж v= 二 0 或 
ci 一 0, 即 知 009) (су, ，…cy) 一 0， 
(3) ОЯ: Е Cow) EVO DV, a = е EVOF (其 中 e; 只 有 第 i 
分 量 非 0 ,为 1) , 则 
O(a 十 十 qa) = 0а) + "+ + Са, ) 一 (my 00) 十 … 十 (0 0,0, ә, ) 


= (ш, °" Un). 


故 0 是 满 射 . 
2. 设 V, СУ, 中 2 = 09 y; = 0 H zi; х, RER, W y = + = y, = 0. 
Ш Б. жу, у, RER 0, КИ yi, y, EO ПП улы = 二 … = y, = 0. 


V, 的 基 r-i, zr, ° Em H V, 的 基 В , ° P B, ,并 设 Ji 一 >'a,8B OQ < 1 < r) 于 是 ai 不 
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全 为 0, 因 为 у; 天 0. 则 
o= lz, @ y, = жу Q y + к, Q y, 


=an ti @ @ + ах © 8, + Балх, @ ñ, + + a,,z, © В,. 
由 于 xı QR; у "°° , Z1 Q28, >» , z, QO, |, °° ° , z, 98, 线性 无 关 ( 它 们 是 Vi СУ, 的 基 的 一 部 分 ) , 
故 与 系数 ai 不 全 为 0 矛盾 . 

3. i S,V,W ERF ЕНЕ FE 25 и], ARERI e: S— V 是 单 射 , 则 

Aly : SQW ->\У УУ 也 是 单 射 . 

证 证 法 1 映射 为 单 射 相当 于 有 左 逆 . 设 % 是 9p 的 左 逆 , 则 

(g@ 1) ° (eQ 1) = (фо оф) @ (1 1) = 1691 
为 恒 等 上 映射 , 故 wcol 有 左 逆 wecol ,是 单 射 . 

证 法 2 18(ф@91)(5©9ф) =ф(5)69==0СҖ Н s€ S, € W). M e(s)=0 sk w=0, Вр 
s= 0 ak w=0, JA ИШ sx x= 0. 故 ф©91 J ва рй 

4. 复数 全 体 C 可 看 作 实 数 域 R 上 线性 空间 (2 维 ) ,也 可 看 作 C 上 线性 空间 . 作为 这 
两 种 线性 空间 ,C 与 旦 身 的 张 量 积分 别 记 为 : 

COC 和 CRC. 
试问 COC 与 CO9cC 是 否 相 等 ? 分 别 求 出 它们 的 基 . 它们 中 的 哪些 运算 不 同 , 有 何不 同 ? 

Ж СОС 与 СОС 不 相等 . COC EAO, ii). m COcC 的 基 
2741691). 它们 的 数 乘 运 算 不 同 ;:COC 的 数 乘 为 实数 乘 ,而 COcC 的 数 乘 为 复数 乘 . 

S. 设 V 是 复数 域 C E 维 空间 ,于 是 V 自然 是 及 上 2л 维 空 间 .V 作为 R 和 C 上 空 
问 的 与 目 喘 的 内 积分 别 记 为 VOanV A VOV ,试问 二 者 是 否 相 同 , 基 有 何 关系 ,哪些 运算 
不 同 ? 

E VOV 5 VO V 不 相等 . 设 V 作为 C 上 线性 空间 的 基 为 a1,…,a,, 则 VV 作为 R 
上 的 线性 空间 基 为 а, а, lay stia, VEV 的 基 为 {a Qa) (1<А, 3л). VOV 的 
基 为 

la, С) а; 1а Qaj аһ ©) іа; la, О 1а) (1 << k,; < л). 
它们 的 数 乘 运算 不 同 :Vcocy 中 的 数 乘 允许 用 复数 乘 . 
6. 试 证 明 有 如 下 线性 空间 的 自然 同 构 : 
Hom(V, @ V, ,V,) = Нот(У, ,Hom(V, ,V,;)), 
其 中 Hom(V, ,У,) Æ У, 9] V, 的 线性 映射 全 体 ,V; 是 域 下 上 的 线性 空间 (i=1,2,3). 

证 EHU SELCO: XV: V) IRRI) ,对 任 一 固定 的 xEV;, 则 有 线性 映射 
с:У—>Уз,у >f (r.y). WESA f EXT Hom(w ,Hom(w ,V) 中 一 个 元 素 0( f): 
r ra. 反之 , 任 一 VE Нот(У, ,Hom(V, Vs)) 定 义 了 一 个 双 线 性 映射 f: Се, у) olr) 
y, HB. 0( f) = ФОН 0(f)(z)y=— ay= f(x, y) = о(х) y). Ж 0 E: L (V, X V, ; V, ) P 
Hom(Vi, Hom(V: ,Vs))B9 1 : 1 对 应 .容易 看 出 9 是 线性 空间 的 同 构 ( 设 0(f;) = o, G = 
1,2) 如 上 , 则 易 验 证 

fi + Р) (х) у =(@ + zx) (х) y, 
O(cf )X(z=)y =c0(f)(z) y, 
* 402 ° 


(对 任意 z€ V, ,y€ V.,,c€ F)). ЕШ L(V, XV,;V.)ZL(V,@ V, ,Vs), 即 得 所 欲 证 . 

7. 设 V, 和 Vi 是 域 入 上 两 个 线性 空间 , У m A n. БОЖЕ Emn 维 线性 
空间 , 且 满 足 如 下 条 件 : 

(1) 存在 Vi XV, 到 UU 的 一 个 双 线 性 映射 a; 

(2) Æ ast sam 和 PB ,…,B Ж У, 与 Vi 的 基 , 则 (olai;,P)}) 是 U 的 一 个 基 ; 
ЕНН ООС, DE У, ЖУ, 的 (一 个 ) 张 量 积 . 

证 只 知 证 明 (U,o) 具 万 有 性 .对 下 上 任意 线性 空间 W, 和 每 个 f€ L(V, X V, ; W), 
令 f. (olai,B;)) 三 f(ai;,B;), 则 可 扩展 f. 为 U 到 W 的 线性 映射 (因为 {ola;,B)} 是 U 的 
基 ), 故 (U,o) 具 有 万 有 性 . | 

8. V i , V, 和 U 是 KREZA, 3k 2y mn Ж mn. TAREE la), 


(B). (7Y; }. 对 U, 一 Da 和 v: = 2 bBo EX 


olv suv) = У; Slab;y; Є U. 


i=1 j=i 


HEHU , ) Е V, ЖУ, 的 一 个 张 量 积 . 
证 显然 o 是 双 线 性 映射 :V XV,>U, 且 满足 第 7 题 的 条 件 . 故 得 证 . 
9. RCT. o Æ V, ЖУ, 的 张 量 积 (多 年 义 11. 2) , 试 说 明 г: У, ХУ,» Т ву, 
为 什么 ? 
Ж zt 不 是 满 射 ,t 的 像 生成 线性 空间 Т. z 的 像 均 形 如 
тС u) = о, Qv (о Є V;), 
称 为 主张 量 . 而 工 的 元 素 是 主张 量 的 有 限 线性 组 合 .第 11 EN rh | T PARKA 
PEERKE.) 
10. 说 明 张 量 积 无 交换 律 , 即 一 般 Qu Auu. 
解 ” 设 V 的 基 为 ai,az; 则 УСУ 的 基 为 
ai С) ei уа QQ аг yas CO а sao Qaz» 
特别 可 知 Ql Фаз Fa Qa. 
11. ШЕЮ, Н m,n 之 2. 试 证 明 о 968. +a, 90, 不 是 主张 量 ( 即 不 能 表示 为 妇 @ 
v (u М;)). 
证 ” 反 证 法 . 设 а QB; +a; ©, = у, Cv s v = aa Fee ама O = bp ++ F Onfa» 
则 
a, Ra © В, = т vu = Хафа: @ B, , 


比较 两 边 aı OR 和 和 «з OP. 的 系数 可 知 aibi =1,a;b,=1. 特别 可 知 ау, saz +b? 均 非 0. 故 
AN mcop 一 项 的 系数 a15s 关 0, 与 左 方 予 盾 . 故 a1 的 Bi 十 a 的 B 不 是 主张 量 . 

12. Ё А,В 为 m,n ЭРЕ, ЖК tr(AQB), det (AQB), E AQB 的 全 部 特征 值 ( 设 
A B 的 特征 值 已 知 , 基 域 为 C) ;并 证 明 AGB 与 BA 相似 . 

Ж (1) AQB 即 为 A==(a;) 和 B= (b; )Éj Kronecker 积 (a;B). 故 


tr(A Q В) = > tr(a B) = (as) (В) = (trA) (В). 
i=1 
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(2) 设 A 的 特征 根 为 X41，… sAm B ВИНЕ У ил, a ЩЩ АСВ 的 特征 根 为 {Xip;} 
(1<і<т,1<ј<әтп). 由 此 也 可 知 
det(A © В) = (detA)"(detB)”. 


Ду x 
证 i Р-АР= | 一 4 三 (5 ) 为 上 三 角 方 阵 , 其 中 P= (p; ). И Я 
Àm 
à В x 
(p D) ' (a  B)(p; I) = | 
| А„В 


为 准 上 三 角 方 阵 , 这 里 (p; 了 ) 是 тп 阶 方 阵 ,分 为 m 块 ,(i,7) 位 置 的 nXn 块 为 p; 了 I. [B) EE 
(ajsB) 的 (i,7 站 位 块 为 nXn 阵 a;B. (这 是 因为 P !' AP=A J8`4 + AP = РАЛ, А 
算 对 应 到 分 块 运算 则 得 到 (Cas1) C aI) =p (4s1), 从 而 得 到 

(а:В) Ср, 1) = (p; D Qu B), 
即 (ps1) (a; B) CPD = Q; B)). Er, AQB= (a; В) AAF MER ЕДЕ A B. AAB 的 特征 
АВ ЭЕ, Ву (Ai). 

(3) АЌВ= (а, В)УЖ Beco94=(04) 是 同一 线性 映射 在 两 个 不 同 基 下 的 方 阵 表 示 ,所 
以 是 相似 的 . 设 V =Ma (ORR F E m Xx 和 矩阵 全 体 构成 的 F Е m X n 维 线性 空间 . 
考虑 V 的 如 下 线性 变换 о: 

o(X) = АХВ, (X e€ V = Mx CF)), 
ЖД V 的 (有 序 ) 基 Eu Ey soo Ein s Ez s Ezz ，… s Erns К E, s Em | *** | Em. 注意 任意 矩阵 


21 T 
x= |: 
dii Tı 十 … 十 Aim һ 
@(Х) = AXB = б C... нне 


ml T] + Кым + Amm т 


2 


EV 在 此 基 下 的 坐标 列 为 X= І ‚СК x, 是 X 的 第 i 行 ), 故 


T 


т 


а=. В + 2. + а, „х „В 
в | И 


„21 В + ° + a, z „В 
故 o( X ) BJ МАК] A | 


a, B'xi + s... + аыВ! хь 
a00)" = | . 


T T 
„В +] + *** F amm B! х} 


=(А Q ВТ)Х. 
W AQB = (a;B')J о Е ЕЖЕ F B) Jy EE 3 R. 再 取 V 的 (有 序 ) 基 Ens Ense, Em, 
Е, , E,; "Е ә stee Ein s Ez, 3*3 E,m ‚| Х=‹Су, У.) C V 在 此 基 下 的 坐标 列 为 


| 
У», 


X = 


其 中 У; АХ 的 第 7 Ў]. 故 
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СХ) = АХВ = А Су, stts Yn) Oy) = АС©б‹\, у, + ... + бду, "° DinYy 1 + .* ° + беу) 
— (bu Ау, 十 … + bn Ay, у." ‚ф„А у, 十 … + ban A Ya). 
WK o ( X) BJ ЧАК УЦ ON 


bn Ayi 十 … + ba Ay, yı yı 
(o(X)) = x ... = (б„А)\: |= (В @A)1: |. 
„АУ + ..s + b,, Ay, Yn Yn 


故 B OA=(oAI) 是 c(CX) 在 上 述 基 下 的 方 阵 表 示 . 故 Aco9B 和 BA 是 同一 线性 变换 
5 在 不 同 基 下 的 方 阵 表示 . 故 AOB 5 ВТА 相似 .Aco9B 5 BOA 相似 . 

13. 设 V RK F Ел 维 线性 空间 ,EE 是 下 的 4 次 扩 域 (< 即 EOF), H E ЕЖЕ Ба 
空间 有 维 数 d). 证明 ESV R E 上 线性 空间 ,其 中 数 乘 定 义 为 k(xXC9v) 二 (kx)@wv. 且 若 
ay" Q, 是 V 在 F 上 的 基 , 则 1a,…,1a, Æ EOV ТЕЕ ГЖ (ЕСУ RA V 的 基 
RAE 的 扩展 ). 

证 五 和 Y 均 为 下 上 的 线性 空间 , 故 其 张 量 积 РОУ 是 域 上 的 nd 维 线性 空间 .对 


k C E,z@sx €C ЕСУ, Е Ў “ЖЖ ”Е(хбдт) = (Ах) бо, ARBI k( Уух: C9 о) = 2; (kr;) Cg 


Vi. 多 和 类 上 CV 是 上 上 线性 空间 ;EV 对 加 法 是 阿 贝 尔 群 (因为 是 局 上 的 线性 空间 ) ,对 
(А, + k, ) (х0) 0) = ((Ë + k,)z) @ o = (kirthkr) б) о 
=(k >) Q@ о + (k; z) @ о = А, z @ 0) + Ë; (z @ о). 
k(z, Q т + z; Q 0) =Ё(х,у Qu) hr Co 1), 
k, (А (z 69) 0)) =k, (Ckir) Q 0) = (¿b z) Q ç = (ЁК) (хб) v), 
] - (z Q 0) =<x @ v. 

A ЕЖЕ FBJ3E er,  e2 Ще ба; (1<<;<d,1<;<n)3 EDV 在 已 上 的 基 . 特 

别 可 知 {eicooj) 是 ESOV 在 正 上 的 生成 元 集 , 从 而 (lc9a ASS E: EDV ЖЕЕ 上 的 生 


成 元 集 . 只 需 再 证 明 它们 在 已 上 线性 无 关 . ЗА k CE УП Фа) = 0, 设 


d 
k; = S \сӊе;, С < F, mj 
i=] | 


= Xaa а) = 2) (е; Co е), 


j=l i= 


故 知 cy = AXXd, ILEAN lea) E EQV # F ЕВ), МЯ А, =. =, = 
0. BUA Oa) E E ERHET, E EcoyY ТЕЕ 上 的 基 . 

14. 设 V 是 R 上 欧 几 里 得 空间 ,内 积 为 gla p) 二 《a,B). 试 证 明 T"(V) 中 可 定义 内 积 

(a, 0 о, BOOP) = (ay, B. Хз X (a, , B.) 

设 er, e, 是 Y 的 标准 正 交 基 , 试 求 T"(V) 的 标准 正 交 基 . 

解 ” 欧 几 里 得 空间 V 是 自 对 偶 空 间 , 即 其 对 偶 空 间 是 自身 :V* = V. 故 由 定理 11.5 
知 T"(V) 的 对 偶 空间 CT VD" =T VOST V), Т” VOEE A А {Йй іх А 
售 决 定 了 TT"(V) 的 内 积 ( 见 定理 11.5): 
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(оп © ** ©© a, |, B, OB) = Cay В) (a,  B,.> ( *) 
也 可 以 直接 验证 ( x ) 式 决定 T(V) 的 一 个 内 积 ( 即 正定 对 称 双 线性 型 ) : 
(1) 正定 性 :注意 
(al QQ aryal Ga:) = (ar qi) s (a, a1), 
故 若 а 69°: Оа, 天 0, 则 每 个 aa 220 (1<¿iSn), (осо) 220, MAERA IE. 而 若 a, @… 
Сда, =0, ШЕ — T a; 二 0, 即 知 上 式 为 0. 
(2) 对 称 性 ;由 《a,B) 的 对 称 性 即 知 . 
(3) 双 线 性 ;此 内 积 的 定义 正 是 由 (x ) 式 双 线 性 地 拓展 到 T VE. 
£ еу, e, ЖУ 的 标准 正 交 基 , 则 
(е OD + Фе}, (1 < zt, 1, < п), 
为 T'(V) 的 标准 正 交 基 . 
(1) Ж e Qee, эбе, ORe , 则 不 妨 设 ei Ze, ,于 是 (e ,e; ) 二 0, 故 
(e, 09 "© е е 9° бўе,) = (e, se; Уе (ее; > = 0. 
(2) се, CO es ‚е, Co9…Coe; > = (е; +é; y... бе, ,ei ) = lels]. 
15. W AM 2 J V, ЖУ, WREEK, EE asan 和 pB,…,B, 下 的 方 阵 表示 分 别 
为 A MB. T: a QB," a 6, за В › *** зо р, , an RDB ，… an GOB, Ж У, СУ, 的 
基 . 试 证 明 KOZEN У, OV, 的 线性 变换 在 上 述 基 下 的 方 阵 表 示 为 AGB. 
证 设 a,BEV 的 坐标 列 为 二 (zx,… z.) ЖП у= (уз, ,ys) Т. BM 


a Q p = (Уға) Q ( Dye) = гу; (a, © 8;). 
故 а©9В 的 坐标 列 为 


| х1 у 
(21у Zi y, st Ж 1 ptg EnYn) 一 | | 一 = @ y. 
mY 
因为 Aa 的 坐标 列 为 Az , 28 RERI A Ву, iE A= la), B= (b, ). M (22669) (ар) = 
(а) ССВ) BJ EERI Ж CAz)@ (B>) ,而 | | 

Cay ti + aita) By aii Bxiy + e +a, B<zx,y 
ane an =| : |] : | 

(алх + Ба„,„х=,) Ву m Bz iy + + а,„Вх,у 


a, В е. a, B 21 У 
-| ... ... | | | (А @ В) (х y). 
mb °° amn В л У 


Вр CRIB) Саб) HI E RFI J САВ) (zx 的 y) ,这 说 明 х 区 的 方 阵 表 示 为 AQB. 
16. 设 vstu EV 是 线性 空间 V 中 r 个 向 量 . PC ИЕ HH; т A = A о, = Ü 34 Н {У >74 
© s °*° V, 线性 相关 ， 


证 “一 设 v 线性 相关 时 ,不 妨 设 w = Уво 是 uuu a 的 线性 组 合 ,于 是 有 


vA Ло A v, =u 人 "Av 人 ( Уо.) 
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—1 
= у) (а A A 0,1 A Vi) = > 0 = 0. 
{= 1 


i= 1 


СЛ Ло, Аш =0 是 因为 含有 平方 因子 ( 重 因子 )). 

RZA usu 线性 无 关 , 则 可 扩充 为 V ВЈ, МП vi Л. Ло, ЛУ 的 基 中 一 
元 素 , 故 非 0. (JE BB Da BH f `4 o, Aee Ло, = ОВ о, о, 线性 相关 ). 

17. 设 W 是 V 的 一 个 子 空 间 , 基 为 о, "tt a, > оа Л °: Ла,. AWER о 8 W ВЈ 
基 的 不 同 选取 而 变化 (不 计 非 0 WOW TW AR X F), Н 5 W 相互 决定 : 

W= {аЄУ | а Ло = 0). 

(在 一 定 意义 上 ,w 可 称 为 W 的 “外 积 法 线 ”,w 的 长 度 是 基 中 向 量 张 成 的 > 维 平行 体 的 体 
积 一 一 如 果 进 一 步 假 定 V 是 欧 几 里 得 空间 的 话 .wE A" V 的 坐标 (在 定理 11.8(2) 中 ) 称 
为 子 空间 W 的 Plücker 坐标 , 它 在 不 计 非 0 常数 倍 意义 下 唯一 ). 

证 В В. ， 为 W 的 万 一 基 ,(p , `". 8, ) = (al s*a, JA ,其 中 А = (a; ) 为 r Br Bf 
逆 方 阵 , 则 


A A =: A B, =( lawa, ) A A (Sana) 
i=l i =l 


— › 1; ан а: Д ҮЛ. А Qi . 
Isi ЫЫ г 


Mhi Ж 1,2, ҖЕН ОШ А, э, 中 有 相等 的 ),a A Ла, 一 0. 故 上 述 和 
式 实 为 取 遍 1,2,…,r ВНЕ i, ¿ . 此 时 经 对 换 可 以 将 Qs Л е Ла 化 为 a A Aa, 
每 次 对 换 变 一 次 符号 , 故 知 


B A АВ = DD ayana A Л a, 


=(detA)al Л … A a. 
Ж B 入 … AB. ба. A Ла, 相差 非 0 常数 倍 detA, 

又 由 第 16 п аЛо=аЛо. Л t Ла, =0 4 АХ Ч а, о, а, 线性 相关 ,这 相当 
Ға а, s a, 的 线性 组 合 , 即 a € W. 

WR V 是 欧 几 里 得 空间 , 则 V ЕА." = У. 从 而 由 定理 11. 9 可知 ХУ = 
AV" B JE B AHB), Р (о A Лао A Л о, ) = де (Са; о; У). о, a, 为 
W 的 标准 正 交 基 , 则 

(0,0) = (a, À *s A аго Л Aa) = det((a;,a;>) = det] = 1, 
即 ww 长 度 为 1( 在 和 人 'V F). ШЕ {ЕЗ — H p,p 下 的 长 度 B Л A B, = дегд, 25 
B |: B, 张 成 的 > 维 平 行 体 的 体积 . 
18. 对 每 个 线性 映射 З. У-У GX VAV ЖЕ 上 线性 空间 ) , 试 证 明 如 下 是 线性 
БЕЙТ]. 
А CW: Д СУ) A (V) 
A Обо Л e Д <= So Л з. A Ao, 
(对 任意 2 o, € V). ЖЕТТИ A Се) AS IR E ККЕ rh BJ СЭ ЖЕ. A Can (ш A u) = 
(ACDw) 人 (A(Dw) 对 任意 w,uE€ Л (У) З. 
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A (а) (бот +) Av Л ЛД o) = Л (Do Л o А Д v 
+>, Ло A Nu) 
而 ба u) А + A эйр, = (яй + sf) Л + A ойо, = so, À — A обо, + эйр A so, A 


A збо, 故 题 中 映射 可 按 线性 拓展 为 人 A(V) 到 八 (V') 的 线性 映射 . 设 
w =u Ae AU, и=и, A s ÀA ks 
则 Лс СЛ ш = A (@ Со, A ` Ло, Да Л Aw)= .0 Л A so, A Au A: Л яи, 
= (Л (эдш) A ( A (аби). 

19. 记号 如 第 18 1, V =V 即 x 是 V DRETH, NJ A Сорн /\ (V) BJ £b PE AE 
换 . 且 证 明 :(1) CA (An) (Л (95) = ACAD); 

(2) # Уй A Со пуй, АСЛ (ай) != A (SZ 1). 

证 (1) RKA voses CEV, B 
(A CANA Bo A + А ъ= Л CO (о A + A Bo) 

= (ут A A Co = Л (HB) (р Л … Av), 

ОЛС) СЛ 2) = A CAB). 

(2) 由 (1) 知 

(A GZ) (A CA = A (AY = A (1) 

为 恒 等 变 换 kk A (CoD n Н ЛС). 

20. 设 % 为 张 量 空间 的 交错 化 算 子 ( 见 定 义 11. 12) 试 证 明  Б{Е— oE S, 可 交 
K, B 

Q£ ° с = g ° Á= sg (oa). 

证 只 需 证 明 e, cs, s (a) x 三 者 在 任 一 张 量 1 上 的 作用 相等 (这 里 记 sG = о, 

s(a)—sg(o)). 
(26) (0) = оп) = У )5 (Dw) = slo) >)s(a)s(z)r olt) 


тЄ 5, r 


=5(о) У)5 (zo) (zo) (t) = slo) Ps (DPD = s(a) (Р). 
r рЄ 5, 


同 理 可 证 (ce (2) = 5 (0) (р). 

21. Pt 如 第 20 题 ,证 明 kersZ=K 为 工 (V) 中 含 平方 因子 元 素 生 成 的 子 空间 . 

证 设 i1i€EK 为 T"(V) 中 含 平方 因子 元 素 , 即 t= x @9 *** QQ, ,其 中 J, = o, (1 i < 
r). 记 对 换 rCij) Є S, M) ri 一 上 而 由 第 20 题 知 

A) = Ma) = sg (т) At) =— (t), 
П Aa) —0, Вр Є ker%, 故 KC ker. X H 51 88 11.3, ЕН 11. 10" 和 定义 11. 9 知 
Т”(У)/Кега# s# T" (V)) = АТ” (У? = NCV) 
= T'(V)/K, 

故 知 kersZ= К. 

22. 有 的 作者 按 如 下 方式 定义 交错 化 算 子 A:T V)>T' (V), B3 € T (у) 
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м0) = — Dsg (02000). 


* x S. 


证 明 Кего/= Кегә/== К, Н M г ЗЕКЕР ISO =t, ЛП A? 一 以 
证 显然 = ә 故 SCD =0 当 且 仅 当 300) =0, kers£—kersf= K. 而 当 1 为 交错 
张 量 时 ， 
YD (a =u =. 
对 任 一 xET-V)， 
t = (и) = FAU) C АТ"СУ) 为 交错 张 量 . 


А А А ~ 
Á (ыш) = AG) = t = Жи), 
这 说 明 27“ = sf. 
23. о € Л (V), € Л СУ), ЕН w Aw = (1) "оо, Л ол. 
üE ” 设 V 的 基 为 e1,…,e,; 则 NOVO 的 基 为 {e Л A e,)1=< е С < n. 
设 w = 2 аге, Л Л е» w= > Ьез, A Д ез ЖОРО? = iei sj = jitfu. 


于 是 
ил Л w: = ( Byars ЛЛ e; J A (Poses, A A е, ) 
= 2 abe A s“ Д е; A ё}. ДД ез. 
显然 i 


е М Ле, Ле, Ме Ле =С—1)'е, Ae, Ate Ле Ae, Ае Ле; , В e, п r КАН 
邻 对 换 移 到 最 左边 , 而 每 次 对 换 改 变 一 次 正 负 号 . 同样 可 以 依次 将 6,，…，ej 均 经 > 次 相 
WARE Ee, 的 左 方 , 共 改变 符号 rs 次 故 
e Л Ae, Ae, Ае Ле, = CDe Л Де, Ле A Ле. 
故 知 
ил Л w = Ујаф, С 1)%е A Ae, Ae, A v A e, 


= С D” ( Boe, A … 人 e; ) A ( > ae， A … A °, ] 
=(— Dw: Л w. 
24. 多 线性 映射 f :V'— W 称 为 对 称 的 ,是 指 
РС оону) = (ну ууу) 
对 任意 ve € V A ISi уе АЗ. ВЕНН F a f= М{ЕЖоЄ5, 成 立 . 
Ш ” 题 中 条 件 相 当 于 o f= 对 任意 对 换 o= (2,3) ВЗ (1<1,у< 2). 若 题 中 条 件 成 
立 ,任意 置换 cE 5, 可 分 解 为 go 二 o,…ozo1( 其 中 oi,…,o, 均 为 对 换 ) ,于 是 
of = Costo) f = Coo) P) = (о, 00) f = * = о = f. 
KZ, # of 一 了 对 任意 ceE 5, 成 立 , 则 因 任 一 对 换 a= G. DERF S,, 对 of=f, 即 为 题 中 
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条 件 . 
25. 设 V 是 域 玉 上 线性 空间 ,M 为 T'(V) 中 如 下 形式 的 元 素 全 体 生 成 的 子 空间 : 
z, @ х=, OO 
(о PÓ S, 50: =o (k) , z, € V). E Х 25 |a] 
S' (V) = T '(V)/M, 
У V 的 r АУК CHE). 记 模 M 的 自然 映射 为 
5: T'(V)—S (V), 
t—t+ M, 
记 pun QO 09е, ) = ео, (BR о V ++ V wv), 称 为 vj ，…,v, 的 对 称 积 . 试 证 明 : 
(1) 对 称 积 是 对 称 的 (或 称 交 换 的 ), 即 
UU VV = VL i, (对 任意 1,]); 
(2) 对 称 积 有 多 线性 (或 称 分 配 律 ), 即 
v *** шт, + v)u, = v tevo, F O, ey U3 
vete (со; ) u, = CUO. 
(3) 如 下 复合 映射 是 对 称 映 射 : 
W—>+T'(V)>S (V), 
(u seu) >, QQ s 00), һә 6, 
证 (1) 因为 
а= ои 0 @ ©, @ ++ о @ ++ @ ж, — т @ ++ бт, б) +. б) о, б); бб, € M, 
故 
0 = Ẹla) = 区 
(2) 
velu Fu eeu, = (у @ Q mtd @ 09 v,) 
=m OO vO @ z, Бо @ о, @ Ru) 
= шеш беш + рр еер, 
而 对 任意 c€ F, 
vte cv), = (о, Q +6 @ (со) @ ++ @ vy) 
= (со, @ +++ @ т, б) ++ Ө) о) = weu. 
(3) 记 题 中 复合 映射 为 f, 则 
一 шю; шеш, 
= f(v, Ust шу , O, ) 
对 任意 1] 委 ?7 生成 立 , 故 f 是 对 称 映射 
26. 《对 称 积 的 万 有 性 ) 设 如 上 题 ,对 任 一 线性 空间 W 和 对 称 多 线性 映射 VW, 
必 和 存在 唯一 的 线性 映射 f, (У) Е f.,Co iu.) Со ооо ЕВ ау, EV 
成 立 . 
证 由 张 量 积 的 万 有 性 ,知道 存在 唯一 的 线性 映射 
fe: T'(V)—W, Í f. Co, б 6v) = бо ,vy,) 
对 任意 voou EV 成 立 . 因 了 是 对 称 的 , 故 知 第 25 题 中 的 子 空 间 MC ker f, (M H a= 
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© 69-90, — о, 09... QO, 生成 ,而 f. (а) = f. (u 9. бъ, ) — f. (о, 69... бъ, ) = 
Рб у о) f (ú, зо, )= 0). 故 知 第 25 EM rH h Е ВУ kercçz= MC ker ў. .因此 ,对 
FTV НЮ bp — É M 同 余 类 1 十 ME S'(V) ,其 中 的 所 有 张 量 ( 不 仅 在 映射 5 下 的 像 ) 
在 f. 下 的 像 也 都 相同 . 故 7. 自然 地 决定 了 一 个 映射 
fa SCV) -> W, 
使 得 
fure) = р, Оо O e Rou) = flussu). 
27. 记号 如 上 题 . S(V) = ©5' (V) 为 外 直 和 空间 ,约定 S"(V) = F. h TOV) = 


电 T(V) 中 的 乘法 定义 SV F HRE, Me 


(г 69) tz) = О) О). 
(ski E) V О), MLE 25 题 ). 证 明 SCV) 是 一 个 代数 ( 称 为 对 称 代数 ). 
证 由 工 V) 中 乘法 的 结合 律 可 得 SCV) 中 乘法 的 结合 律 :由 
(tt )Q9t I = ti @ (t, Cts ) АЈ Ct Сг з= L(t ) L(t 60 ) , BD) 
СО) ts) Оӊ) = CH) Ct EC). 
同样 ,由 T(V) 中 的 分 配 律 可 得 SCV) 中 的 分 配 律 .所 以 SC(V) 是 一 个 环 , 又 是 下 上 的 线性 
空间 . 且 对 于 cE F,H (Cet) Ot: = Cct) Af A 
CE) С С) = Elet) @ 600) = E) @ СЁ, )). 
故 知 SCV) 是 下 上 的 代数 . 
28. 记号 如 上 题 . 设 V 的 基 为 e1,…,e, (注意 V 二 S'(V)CSCV)). 证明 对 称 代 数 S 
CV) 与 F Ln 元 多 项 式 ( 形 式 ) 代 数 F[ X, ，;"…* ,六 ,| 同 构 , 即 如 下 映射 是 双 射 且 保 持 加 法 ， 
ЖОН ЖЕ. 
Ф: 5(М)›—>Р(Х,,е.,Х,„] 
e I— Х, G= 1,. ,n). 
证 i Xi ， @ 是 互 异 的 不 定 元 , 记 Р, 为 X) әх, 的 r 次 齐 次 多 项 式 全 体 ,w= 二 
апе ++ tanen. 定义 上 映射 
f: М-Р, 
(vi stesu) к(а Xi + Tda, Х,) (a, ХХ, + +a, Х,), 
显然 f 是 多 线性 对 称 映 射 . 由 对 称 积 的 万 有 性 (第 26 题 ) 可 知 存 在 唯一 的 线性 映射 
p:S'(V)—>P, 使 
plotu) = flu sesu) = П (>) 2х;) 
特别 可 知 当 Uatt U, 都 取 基 €1 s °° ° yë, 中 向量 时 有 : 
ple; өе, ) = X, Х,, X. . 
由 于 单项 式 集 { XX; X, …X; ) 在 忆 上 是 线性 无 关 的 , 故 集合 {e; е } 在 下 上 是 线性 无 关 的 
(这 也 称 为 e:，…,e, 在 上 是 代数 独立 的 ). 所 以 映射 с: S'(V)— P, 是 线性 空间 的 同 构 
映射 .p 决定 了 线性 空间 同 构 SCV)-~F[X; ,…,X。], 仍 记 为 o, 而 且 将 SCV) 中 的 乘法 对 
应 为 多 项 式 乘 法 : 
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PUI VV Urs) = 1] | Уа Х,) 一 П | Уа,х,))| П ах, | 
= gp (VU) (о Vrs ). 
故 q 为 对 称 代数 SCV) 与 多 项 式 代数 FLX,,…,X, | 之 间 的 同 构 . 
29. 如 下 定义 的 T"(V) 的 线性 变换 Y 称 为 对 称 化 算 子 : 


FA = >) (t) 


сЄ 5, 
证 明 这 相当 于 定义 
Fo Ө Qu) = Dv 四 … 四 ww， 
сЄ 5, 


H ker#= МОМ 如 第 25 8). 
证 (1) IE u= o Ro, Ж} € S, , Ж u= о, Q: о, . ЖЩ Ж = уса) 


сЄ S. 
可 知 
Жи) = Yo) = > @ +: @ о,. 


аЄ 5, 


RZ Н РЕЖ ET (VARRE nkv, 的 主张 量 的 和 , 故 由 
Жал б) ++ Qu) = >o, Q б) о, , 


即 知 Fz) = Уса). 


(2) 由 第 25 题 知 M 由 形 如 zx 一 cx 的 张 量 生成 (这 里 =u о, 为 主张 量 ). 
Жи — ои) = 2 уг(и—ди) = X) (ти — сои) 


r€ 5, 


= > )г(и) — Dra (и). 
гЄ S 


r€ 5, 


记 т =то, JI] 34 т 34 5, 时 ,r 也 遍历 S,, 故 由 上 式 知 
Жи — ou) = Жи) — У)т' (и) = Жи) — Жи) = 0. 
€s 


Вр и —сиЄ kerf, № МС ker % 

(3) 对称 积 空间 的 对 偶 空 间 (S"(V)) "УКЕ ЕВ ЈЕ SLCV-;F) 是 同 构 的 . 这 
可 由 对 称 积 的 万 有 性 (第 26 题 ) 得 到 :对 每 个 fe 51]. (У; FE) ,存在 唯一 的 f, € 
CSV) 一 工 (SCV)E) 使 

feito) = fossu), 

即 f= fr GHP £ ER 25 题 定义 ,z 为 张 量 积 如 在 定义 11. 2 或 定理 11. 1). 如 同 定 理 
11. 1 的 系 1 或 定理 11.7 一 样 ,对 应 A 一 了 给 出 同 构 (S СИ) )* 2551 (У, Р). 

(4) УВВ 处 了 (VD)) 恰 为 对 称 张 量 全 体 ST "(У КЕ г ЖШН H g У zr =+ 
МЕЁ ТЄ 5, 成 立 ). 首先 ,由 于 


TKE) = т 000) = Dr) = De) = (р), 
€ $, 


сЄ 5, тЄ S 


ARN НОЈ ЖОКЕ,» — Т, 上 为 对 称 张 量 , 则 
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Ft) = Уой) = Уа) = Ог 
сЄ 5, соЄ 5, 


仍 为 对 称 张 量 . WX S#(T'(V)) =5Т' (V). 

(5) 由 上 述 知 

Т'СУ) /КегФ2= AAT(V)) = ST (V) = ST '(V*) — SL (Vr; Р), 
最 后 的 同 构 是 由 于 T"(V* 20 (У: Р), ВУ 的 张 量 积 同 构 于 V 上 多 线性 映射 集 , 故 其 
中 的 对 称 张 量 对 应 于 对 称 多 线性 映射 . 另 一 方面 ,由 第 25 题 和 (3) 知 
Т'СУ)/М = S (У) = (S (V))" = SL (Vr ; F). 

这 就 知道 М 与 kery 的 维 数 相 同 ,再 由 (2) 即 知 M= ker % 

30. Ж УЖЕ E Bn 维 线性 空间 . 试 证 明 À ” 〈V) 中 每 个 元 素 ( 即 (一 1)- 向 量 ) 
均 为 可 因子 分 解 的 (可 表 为 vn Ae Av,(vi,…,v,EV) 形 式 的 7+- 向 量 称 为 可 因子 分 解 的 ， 
也 称 为 主 r- 癌 量 ). 

证 В е, x ° °° > Е, 为 V ВУ, w = e, Aee Де Ке; A Ae, CAAF е) , 则 уз", 
w 是 八 VER. 每 个 wE Л "УЯ уо Б Едо, bk € F. ПХ V 中 每 
BIB a= xz, + + zx,e, х Є Е, УК 


а 人 w= (Drie) A (Уел, ) == 5 у<;Ё,Се, A w), 


注意 当 15] 时 е; Л zo; = 0 , m €; Л а == (1) le, Д... A е,. 故 
a A и) 一 一 (e A ... A е.) > zxiki(— D., 
i=] 


аЛ w= ААХ kizi krz: +e + (—1)" k,e, = 0, Що ERE koes 
k,) ECL ,ZX,) 是 F 的 2 一 1 7725 |в). k W= (a C€ V] a A= 01FE V BJ n—1 维 子 空 
间 . 由 第 17 题 知 ,w 应 当 是 W 的 “外 积 法 线 ”. 所 以 ww 应 可 表示 为 ww 二 (ko) 人 … A о, 
其 中 wv,… ,vi 是 WCV 的 基 . 

31. 议 V 是 Q@ 上 四 维 线性 空间 ,el ,…,e 为 其 基 , 试 证 明 w= 二 el A es 十 es A es 不 可 因 
于 分 解 ( 定 义 见 上 题 )， 

证 ж ш=е Ле, Без Ле, 可 分 解 为 凤 =o A Ла, „оа, a, 必 线 性 无 关 ( 因 为 
w 关 0) ,生成 一 个 1221 维 子 空间 W. 按 第 17 题 知 W 由 所 有 满足 a 人 w==0 асу 组 成 . 
Фу a= 20е. H rzez + zse;s + xe s IJ 

а Л w =(же + хе + re + z,e,) A (е Л e + es Ae) 

一 ZieEt A е; Л е + хез Л ез Л ée + zs, Л е Л ез + ле Л е Л ел. 
故 a A w= ВХ Ц х =ar: =x; =x, 0, В а=0. ТИ W= (0). 这 说 明 w 不 可 分 解 . 


11.3 补充 题 与 解答 


1. У 是 n 维 复线 性 空间 ,{e;} 为 其 基 . 由 下 式 定义 VCY W ARH O: 
ble; CO е, ) = e; Q) е; (1 < tj < n). 
(1) 证 明 000980) = 二 BQOal( 对 任意 a,BEV), 生 0? =1. 
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(2) VOV = Sym (VAI (У) 
为 直 和 分 解 ,其 中 Sym° (V) Н Е 0(а) = 二 a WMA a € V #0, АІ (У) AW E. 0(а) = —a 的 
所 有 aC V. 

(3) Ж Sym? (V) #ll Alt (V) ЖУ. 

(4) # GAV 的 可 道 线性 变换 构成 的 一 个 有 限 群 (如 同 7.4 节 题 3), 则 Sym2:(V) 和 
Al (V) 均 为 CG( 中 元 束 公 共 ) 的 不 变 子 空间 ,分 别称 为 对 称 平方 和 交错 平方 子 空间 . Co € G 
对 У, СУ, 的 作用 由 下 式 和 定义 :o(uwm ) = (от) С) (оо,). 


证 (1) а= Уде, В = У!»е;, 则 
ge 四 站 一 儿 > У) Da) = Driy dle ® е) 


一 人 ee (9 е; = (27е) @ 的 


= 0 а.0 (a @ ) = 0 (8@ a) = аб В, 0° = 1. 
(2) 注意 9 是 线性 空间 U— VÇOV 的 线性 变换 且 满 足 0: = 二 1, 故 存在 U Wu sesu 
使 得 0 的 方 阵 表 示 为 
I, 
5 = | с! 


У; © У, = U, Ф 0О,. 
其 中 U, ,U, 均 为 0 的 不 变 子 空间 ,分 别 由 uist u, 和 sti rest ÆR H 0 #Æ U, #0, 
限制 和 4 的 方 阵 表 示 分 别 为 I MI, НЯ U, HER a W Е 000) = 0, (a) =а, U, 
的 元 素 8 满足 9(8) 二 一 p. 任意 aEU 可 分 解 为 a 二 a 十 as ,a; C U, , 
Oa) = Oa 二 Ta) = да і баз = aı — az. 
故 0(а) =а У Н/У a: =0, BP a €C U, ;0(a)= —a 当 且 仅 当 a 二 0, 芭 a€U，. 

(3) ВЖ ae tee (1<3) 97 Sym (VD), 共 n(n 十 1)/2 个 .而 e, QQ e; — е, Qe; 
GII F Al СУ), Ж п(п— 1)/2 А. BF n(n+1)/2+ n(n—1)/2=x = тубу, 
且 上 述 元 素 均 线性 无 关 , 故 它们 分 别 为 Sym (VAM Alt (V) BÉ) Ж. 

(4) 对 €C G, Ж 0(o (e Qe; |е, бе)? 

=B0((ae;)@Q(oe;) + (се, ©) oe)) 

= (ое) ©) oe;) + (ое,))(ое;), 

= ;(е,е, Һе; Qe), 
ЁК с(е,09е, + е, QQ e, ) 15А + Sym (У), Ж Я Sym? (У) E: G 的 不 变 子 空间 . 同样 可 知 
Alt (V) A G 的 不 变 子 空间 . 

2. Ё УСУ = Sym (VPA (У) G 如 上 题 , 记 у, у M уг H У,5ут? (У) ЖП 
Alt (VREK G ARIE CI EG, yi (0o) 为 o 作 为 Sym (V) 的 变换 的 方 阵 的 迹 ). 则 对 
任意 cocEG 有 


这 对 应 着 U 的 分 解 


X+〈c) =(yx(o)° + y(e°))/2, 
X Со) =(yx(o)°— у(02))/2, 


X 一 从 十 入 
证 对 cEG, 可 取 V ВЖ (е) е, 均 为 o 的 特征 向量 (因为 由 7.4 节 题 4 知 o 的 方 阵 
表示 可 为 西方 阵 ), 设 се; = À;e; sÀ; 为 复数 ‚Ж 


у(0) = 2А, уб) = 512, 
5 — J i. RIIA End(V, )@QƏEnd(V,) = End(V,G@2 V, ) , 故 
(a © o) Се; @ e; + e; @) е) = (осе) ©) Coe) + (ое; Co oei) 
一 (Aiei) Q Ae) + Ae) O Ae) = ДА; (е 6) e; + e; Co е), 
(а Q o) (е @ е; — e; @) е) =A; (а 6) e; — е; @ е) 
这 说 明 Sym’ (V RER cCOo 的 方 阵 表 示 是 对 角形 , 故 


É бо) =r) = PA = Dait Урал, = у DN) +T >), 
і} < 


у“ (о) = 222, = (XA) – +>. 

3. 设 G, 为 复线 性 空间 V, 的 一 些 自 同 构 组 成 的 群 ,x, 为 G, 的 相应 特征 (参见 上 两 
题 ) (一 1,2). 则 和 群 直 积 С=С, ХС, = { (о ,0) |о, EG oa ЄС.) PARA У, ОУ 的 自 同 构 
组 成 的 群 : 即 对 mECmEV; 定 义 

Coi 302) Сал ©) 0) = (отл) O Clov), 
且 C 由 此 决定 的 特征 y 满足 
yla yao) = у, (о) • y, (ox). 

(1) ЖУ, С, RA 2JG=1,2), У.У, 对 G, x G, 不 可 约 . 

(2) 设 V 为 任 一 线性 空间 ,以 С=С, X G, 中 元 素 为 自 同 构 且 对 G 不 可 约 , 则 必 有 
V=VicoVv 如 上 述 ( 对 于 某 线性 空间 V, ,V,). 

Ш 设 Vi 的 基 为 {e;} V 的 基 为 {e;), 维 数 分 别 为 n т, o, € G, 在 基 {e;} 下 的 
方 阵 表示 为 A= (aj) ,os ЄС, ЖЖ (є) FHEA B= (65;). Д У, ОУ, Ш (ебе; ) AE, 
(a ,oz) 在 此 基 下 方 阵 表示 为 АСВ = (а; В) СА 11.3 节 题 15), 故 | 

Х^а\,о;) = ПСА Q В) = tr(A) • tr(B) = y, (a) ) y, (о). 

(1) H 7.4 P94, 


У nn)" ДУ, = 1, = D gea) ga Cte) = 1. 


81, €G, t, € G, 


19318 


=D xh)" у st) = ], 


F] sfa 


这 说 明 VOV: 对 G, XG, 不 可 约 (补充 题 12). 

(2) 以 G 为 自 同 构 群 的 空间 V 由 相应 定义 的 特征 y 唯一 决定 (G- 同 构 意 义 下 , 见 
10.4 节 题 11). 故 只 需 证 x 可 由 如 下 形式 定义 的 特征 生成 : 炙 (o1 50) = уз (Gi ) x: (oz) (Й 
10.4 WE 14). 这 又 只 需 证 明 : 若 G 的 类 函数 了 与 上 述 特征 更 均 正 交 则 了 =0( 也 见 第 14 
Ай). Wit G 的 类 函数 了 满足 
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0 = (f,Y) = 2 У ORDEA G) (b) (任意 Xix). 


1 sfo 


E] ХЕ X; ‚> g(t1) = У! f st) * y, (1), 


(в,уү) = 2 ahga) = 0 (任意 x,). 
41EG 


因为 g 为 G1 W AŽ, ERWA g=0, R ЖЕН рй НЕ X: 和 fC st)” BIH 
0 = gt) = У 0,0 0) у, (t2) 则 说 明 fO st) = 0, 证 毕 . 
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AL 
Aut(V ,g) 
Á 


C} 
Ce) 
ex 
deg( f) 
dim(V) 
End(V ) 


Fe 
ЕХ] 
Е.А] 
F(X) 
F|LX l) 
ЕХ. 
Е| | 

| Ға + ° + Fa, 
Hom(V. ,V, ) 
J, Сс) 
JTA) 
ker ф 
ГОМ, 
М„;„ СЕ) 
M, CF) 
m(A) 


， X, | 


V, ; W) 


符号 说 明 


交错 多 线性 映射 ”(11.1) 
(V,g) 的 自 同 构 群 (10.1) 

线性 变换 (6. 1) ;交错 化 算 子 (11.1) 

过 的 伴随 变换 (8.1) 

复数 域 (1.1) 

2£-F n! /(Ё!(л—Ё)|) 

РОВ Е (7. 1) 

向 量 a 到 W ВЧ (7.1) 
ZMA f 的 次 数 (1.1) 

V 的 维 数 (5.1) 

V 上 线性 变换 全 体 (6.1) 

只 在 (i,j) 位 上 为 1 其 余 元 素 为 0 的 矩阵 
一 个 域 ( 本 书 作 为 基 域 ) 
户 元 有 限 域 (1.1) 

hk F En 维 行 回 量 空间 
域 F n 维 列 癌 量 空间 (3.1) 

域 下 上 多 项 式 形 式 环 (1.1) 

域 下 上 多 项 式 形 式 环 (以 和 为 不 定 元 ) 
F EHEER) H, РЕЖЕ 
F ЮХА У (1.1) 

F En 元 多 项 式 环 (1.1) 

线性 变换 S ү ЛА, K (6 1) 
[J о. ,… ,a; 的 线性 组 合 全 体 ( 以 下 中 数 为 组 合 系数 ) 
V, 到 V, 的 线性 映射 全 体 (6. 1) 
k EHR (7.1) 

XEKE (7.1) 

映射 о 的 核 (4.1), (5.1) 
Vie V, A W WERTER S E 
Е E m X n kB |Ë 2 IK ( Z FE 2 (ар) 
F En Л > K O. 4138) 
极 小 多 项 式 (7.1) 


(3.1) 


(6.1) 
(1.1) 


(11.1) 
(4.1) 
(4. 1) 
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a 的 最 小 零 化 子 (7.1) 
自然 数 全 体 (1.1) 

有 理 数 域 (1.1) 

实数 域 (1.1) 

常 表 示 线 性 空间 (4.1) 

V 的 对 偶 空 间 (8.1,11.1) 
V 模 W 的 商 空 间 (5.1) 
整数 环 

整数 模 m 同 余 类 环 (1.1) 
Kronecker delta (8.1) 
Kronecker delta (11.1) 
(DFM: (2) PEJ 

元 素 为 多 项 式 (4 为 不 定 元 ) 的 矩阵 
初等 对 称 多 项 式 (1.1) 

排列 i 2 的 逆序 数 

常 表示 正 交 方 阵 

a 与 8 的 内 积 (8.1,9.1,10.1) 
a 整除 5b (1.1) 
映射 gq 与 y 的 复合 (5.1) 


集合 A 5 B 的 直 积 ( 笛 卡 尔 积 ) 
25 |8] V, 5 V; ЕА 
空间 V, 5 V, 的 张 量 积 


[p] Ж votou 的 张 量 积 


空间 Y 的 > 
= |8] V PJ > 


重 张 量 积 
重 外 积 


[8] Е Оу", Ç, 的 外 积 


(5.1,11.1) 
(11.1) 
(11.1) 

(11.1) 


(11.1) 


(11.1) 


W 的 正 交 ( 补 ) 子 空间 
同 余 于 (d.1,7.1) 


《8. 1 ,9. 1 ,10. 1) 


(3.1) 
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相抵 于 (4. 1), (线性) 等 价 于 


相合 于 
同 构 于 


(8.1) 
(5.1) 


集合 A 89} 9] B 


ЖЖ a Hh Pj) аЬ 
命题 A 298 В 


Information] 
[Б 


o H ID 
Q rj] Jn] 
LIDDIJW DO 


C 


C C 
C C 1 C C 
C C 1 C 1 кш C C ЕШ C 1 CJA CA C 10] C 1 C 1 LJA C A A ENESE] 


LJA C A A LJA CA C A ГАГ A A LJA CA A A LJA CA C AA LO A A A A A A A A A A A AA ГЇ LJA CA A A LJA CA A 1 CJA CA CA 
ЕЕЕ LJA CA C 1 LO A A A A A A A A A A AA AA A LO A A A A A A A A A A AA AA A ЕЕЕ] CJA CA A A CJA CA CA 
CJA CA ЕЛ1 LJA CA C AA LO A A A A A A L A A A A AA A LO A A A A A A A A A A AA AA ГЇ LJA CA A A LO A иш иш A A A иш 
LJA CA ЕЛ1 CJA CA C AA A A A иш A A d d Ad ОТОО LO A A A A A A L A A A AA A A A AA AA AA AA LJ A A A A A AA 


LJA C A A Г LO A A A A A A A A A A A P A A AA AA AA AA L A A ГЛ A A A A A A A A A A A AA AA A AA C 

C C C C C C C [ OAN 00 < Оч С 00 

1 =ч ч — г сч СЧ сч rN OM m m m L] * =< =*F ALN ANA ПГ О O (O (O [ r r Шс ооо L 1O O Оо OO H A 中 сч са 中 гч 
C 1 
LJA CA A A C C C C = C C C [ O m 
LJ A A A A м N mM < 十 LO WO ~ со Су m m 
C C 


[JL A A A A A 1 C C C 1 C C C 


